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Аннотация. Исследуется класс (α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевых отображений в точке. 

Приведены классы отображений, удовлетворяющих (α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевому 

условию в точке. В работе с использованием (α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевых отобра-

жений в точке исследуются экстремальные задачи с ограничениями. С помощью 

функции расстояния в задаче математического программирования получены тео-

ремы о точном штрафе высокого порядка. 
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Abstract. The paper studies a class of (α,β, ν,δ,ω)S −  Lipschitz mappings at a point. 

Classes of mappings satisfying the (α,β, ν,δ,ω)S −  Lipschitz condition at a point are 

given. If a Lipschitz function on a space is equal to zero at a given point, then it is shown 

that the degree n + 1 of Lipschitz functions satisfies the (1, 1,1)n +  Lipschitz condition at 

this point, where 0, ω 0,S n N    and δ = + . If a function satisfies the Lipschitz 

condition in a δ-neighborhood of a point and is equal to zero at this point, then the degree 

n + 1 of Lipschitz functions satisfies the (1, 1,1, )n +  . Lipschitz condition at this point.  

In particular, it follows from this that the degree n + 1 of the distance function at any point 

of the set satisfies the (1, 1,1)n +  Lipschitz condition. If the coefficients of ),,,,( −  

Lipschitz functions at a point are bounded, then it is shown that the supremum of any 
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family of φ (α,β,ν,δ,ω)−  Lipschitz functions at a point also satisfies the φ (α,β,ν,δ,ω)−  

Lipschitz condition at that point. In particular, it follows that the supremum of a finite 

number of φ (α,β,ν,δ,ω)−  Lipschitz functions at a point also satisfies the 

φ (α,β,ν,δ,ω)−  Lipschitz condition at this point. The paper shows that a mapping defined 

in a neighborhood of a point and satisfying various smoothness conditions also satisfies 

some (α,β, ν,δ)S −  Lipschitz conditions at this point. 

In this paper, using (α,β, ν,δ,ω)S −  Lipschitz mappings at a point, extremal problems 

with constraints are investigated. Using the distance function in a mathematical program-

ming problem, theorems on high-order exact penalties are obtained. Theorems on high-

order exact penalties in a general minimization problem are obtained. Using the type of 

functions that is the product of the degree of the norm shift and the degree of the distance 

function, theorems on high-order exact penalties in the general minimization problem  

are obtained. Using a general minimization problem, high-order exact penalty theorems 

are obtained in a mathematical programming problem. In a mathematical programming 

problem, high-order exact penalty theorems are obtained in three ways. In the first case, 

the equality constraint with the mapping and the set constraint are considered as one con-

straint. In the second case, the equality constraint is considered to be (α,β, ν,δ)  regular.  

In the third case, it is considered that the restriction of the set is an open set and the equality 

constraint with the mapping covers the given set with a constant. 
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Введение 

 

В задаче минимизации с ограничениями при получении необходимых и доста-

точных условий экстремума важную роль играет построение функций точного 

штрафа. В задаче выпуклого программирования функция точного штрафа постро-

ена Куна–Таккером в [1]. В задаче математического программирования функция 

точного штрафа первого порядка изучена А.Д. Иоффе [2], эти вопросы рассмот-

рены также в книгах [3–7].  

В [8, 9] в банаховом пространстве определены (α,β, ν,δ)  и (α,β, ν,δ)S −  липши-

цевые функции и отображения в точке соответственно, изучен ряд их свойств  

и рассмотрены экстремальные задачи с ограничениями. В [8, 9] с использованием 

типа функций расстояния в классах φ (α,β, ν,δ,ω)−  липшицевых функций в точке 

получен ряд теорем о точном штрафе, а также необходимые и достаточные усло-

вия экстремума высшего порядка для экстремальных задач с ограничениями. 

В [10–12] в метрическом пространстве определены φ (α,β, ν,δ,ω)−  и 

(α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевые функции и отображения в точке соответственно, изу-

чен ряд их свойств и рассмотрены экстремальные задачи с ограничениями. 

Для получения необходимого условия первого порядка в книгах Ф. Кларка [3] 

и Б. Мордуховича [4] используется точная штрафная функция первого порядка. 

Для задачи минимизации функции f на множестве C точная штрафная функция 
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имеет вид ( ) ( )Cf x Kd x+ , где C подмножество S, функция f удовлетворяет усло-

вию Липшица на S с константой K, функция ( )Cd x  является функцией расстояния 

множества C. Эту функцию нельзя использовать для получения необходимого 

условия второго порядка. Верхняя производная второго порядка по направлению 

этой функции равна + , за исключением тривиальных случаев. Если функция f 

является φ (α,β, ν,δ,ω)−  липшицевой с постоянной K в точке 0x , то для задачи 

минимизации функции f на множестве С построенная автором точная штрафная 

функция имеет следующий вид:   
β

α β αν ν
λ 0 0 0( ) ( ) φ( ) λ( ( ) ( )) ω( )D DS x f x x x d x x x d x x x

−
= − − + + − + − , 

где λ K  и 0{ :φ( ) 0}D x C x x=  − 
 (см. теорему 1 ниже). Если α 1= , то  

β ν ν
λ 0 0 0( ) ( ) φ( ) 2λ ( ) ω( )DS x f x x x x x d x x x

−
= − − + − + − , 

также является точная штрафная функция, и β  указывает порядок необходимого 

условия при ω 0 . 

Работа состоит из введения и из трех разделов. В разд. 1 исследуется класс 

(α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевых отображений в точке. Изучен ряд свойств 

(α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевых отображений в точке. В разд. 2 получены теоремы  

о точных штрафах высокого порядка в общей задаче минимизации. В разд. 3 с ис-

пользованием общей задачи минимизации получены точные штрафные теоремы 

высокого порядка в задаче математического программирования.  

 

1. Классы (α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевых отображений в точке 

 

Пусть X и Z – нормированные пространства, G X , :F X Z→ , :S X Z→ , 

:f X R→ , φ : X R→ , α 0 , ν 0 , β αν , δ 0  и ω : R R+ +→ , где ω(0) 0= , 

[0, )R+ = + , { : 1}B x X x=   .  

Норма в X, а также в Z будет обозначаться одним и тем же символом  . 

Отображение :F G Z→  назовем (α,β, ν,ω)S −  липшицевым с постоянной K  

в точке x G  ( на множестве G), если F удовлетворяет условию 

 β αν
ν β αν

α

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ω( )

F y F x S y x S x x

K y x x x y x x x
−

−

− − − + − 

 − − + − + −
 (1) 

при ,x y G . Если ω( ) 0t  , то отображение :F G Z→  назовем (α,β, ν)S −  лип-

шицевым с постоянной K в точке x G . Если ω( ) 0t   и ( ) 0S x  , то отображение 

:F G Z→  назовем (α,β, ν)  липшицевым с постоянной K в точке x G . Если су-

ществует функция :o R R+ +→ , где 
0

( )
lim 0
t

o t

t
=  такая, что 

β
ω( ) ( ),x x o x x− = −  

то (α,β, ν,ω)S −  липшицевое с постоянной K в точке x G  отображение 

:F G Z→  назовем (α,β, ν, (β))S o−  липшицевым с постоянной K в точке x . 
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Отметим, что класс (α,β, ν,ω)S −  липшицевых отображений новые при β αν . 

Если β αν 0− = , то считаем, что ( ) 0S x   и 
ν

F(y) F(x) K y x−  −  при ,x y G , 

т.е. имеем определение класс Гельдеровых отображений. 

Если ( ) ( )F x f x= , ( ) φ( )S x x=  и отображение :F G R→  является 

(α,β, ν,ω)S −  липшицевым с постоянной K в точке x G , то функцию :f G R→  

назовем φ (α,β, ν,ω)−  липшицевой с постоянной K в точке x G . Если ω( ) 0t  , 

то функцию :f G R→  назовем φ (α,β, ν)−  липшицевой с постоянной K в точке 

x G . Если ω( ) 0t   и φ( ) 0x  , то функцию :f G R→  назовем (α,β, ν)  липши-

цевой с постоянной K в точке x G . 

Положим ( ,δ) { : δ}B x y X x y=  −  , где x X , δ 0 . Если ( ,δ)G B x=  и 

отображение :F G Z→  является (α,β, ν,ω)S −  липшицевым с постоянной K  

в точке x , то отображение : ( ,δ)F B x Z→  назовем (α,β, ν,δ,ω)S −  липшицевым 

с постоянной K в точке x , а если ( ) ( )F x f x=  и ( ) φ( )S x x= , то функцию 

: ( ,δ)f B x R→  назовем φ (α,β, ν,δ,ω)−  липшицевой с постоянной K в точке x . 

Если ω( ) 0t  , то отображение : ( ,δ)F B x Z→  назовем (α,β, ν,δ)S −  липшице-

вым, а функцию f назовем φ (α,β, ν,δ)−  липшицевой с постоянной K в точке x . 

Если ω( ) 0t   и φ( ) 0x  , то : ( ,δ)F B x Z→  и : ( ,δ)f B x R→  назовем (α,β, ν,δ)  

липшицевыми с постоянной K в точке x .  

Из (1) следует, что отображение :F G Z→  является (α,β, ν,ω)S −  липшице-

вым с постоянной K в точке x G  тогда и только тогда, когда 

 
β αν

ν β αν
α( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ω( )F x y F x x S y S x K y x x y x x
−

−
+ − + − +  − + − +  (2) 

при ,x y G x − . 

Далее считаем, что (0) 0S =  и φ(0) 0=  (если (0) 0S  , то следует рассмотреть 

функцию ( ) ( ) (0)S x S x S= − ). 

Рассмотрим ряд классов отображений, которые удовлетворяют (α,β, ν)S −  

липшицеву условию в точке. Считаем, что X и Z нормированные пространства и 

0( ,δ)B x X . Обозначим через N множество всех натуральных чисел. Пусть 

:f X R→ . Положим ( ) ( ( ))k kf x f x= , где k N .  

Лемма 1. Если функция :f X R→  является липшицевой с постоянной K на 

пространстве X и 0( ) 0f x = , то   

1 1 1 1

0( ) ( ) (2 1) ( )
n nn n n nf y f x K y x x x y x+ + + +−  − − − + −  

при ,x y X , n N , т.е. функция 1( ) :nf x X R+ →  удовлетворяет (1, 1,1)n +  лип-

шицеву условию с постоянной 1 1(2 1)n nK+ +−  в точке 0x . 

Доказательство. Лемму докажем по методу индукции. 

По условию ( ) ( )f y f x K y x−  −  при ,x y X . Поэтому если 1k = , то 



Математика / Mathematics 

44 

2 2

0 0 0

( ) ( )

( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( )

f y f x

f y f x f y f x f x f x f y f x f y f x

− =

= − − + −  − − +
 

2 2

0 0 0 0( ) ( ) ) ( ) 2 ( )f x f x K y x y x x x K y x x x y x+ −  − − + −  − − + −  

при ,x y X . Предположим, что лемма верна при 1k n= − , где 2n  , т.е. 

1 1

0( ) ( ) (2 1) ( )
n nn n n nf y f x K y x x x y x
− −

−  − − − + −  

при ,x y X .  

Покажем, что лемма верна при k n= . Так как 1( 1)( 1) 0nq q −− −   при 1q  , то, 

поделив на 
nb  и положив 

a
q

b
= , имеем, что 

1 1n n n na b ab a b− −+  +  при 0a b  , 

где n N . Поэтому 
1 1

0 0( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))( ( ) ( ))n n n n nf y f x f x f x f y f x f y f x f y f x+ +− = − − + − −   

1 11 1

0 0 0(2 1) ( )
n n nn n nK x x y x K y x y x x x y x

− −+ + − − + − − − − + −   

1 11 1

0 0 0( )(2 1) ( )
n n nn n nK x x y x K y x x x y x x x y x

− −+ + − − + − + − − − − + −   

1 1

0 02(2 1) ( )
n n nn n nK x x y x K y x x x y x+ + − − + − − − + −   

1 1

0(2 1) ( )
n nn nK y x x x y x+ + − − − + −  

при ,x y X . Лемма доказана. 

Следствие 1. Если отображение :F X Z→  удовлетворяет липшицеву усло-

вию с постоянной K на пространстве X, то   
1 1 1 1

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) (2 1) ( )
n n n nn nF y F x F x F x K y x x x y x
+ + + +− − −  − − − + −  

при ,x y X , где n N .  

Доказательство. Обозначим 0( ) ( ) ( )f x F x F x= −  при x X . Ясно, что 

0( ) 0f x =  и    

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f y f x F y F x F x F x

F y F x F x F x F y F x K y x

− = − − − 

 − − + = −  −
 

при ,x y X . Тогда справедливость следствия 1 следует из леммы 1. Следствие 

доказано. 

Пусть M X  – непустое множество. Положим ( ) inf{ : }.Md x u x u M= −   

Обозначим ( ) ( )n n

M Md y d y=  при y X  и n N . Так как ( ) ( )M Md y d x y x−  −  

при ,x y X  (см.: [13. C. 377]), то из леммы 1 вытекает  

Следствие 2. Если 0x M , то 

1 1 1

0( ) ( ) (2 1) ( )
n nn n n

M Md y d x y x x x y x+ + +−  − − − + −  

при ,x y X , где n N . 

Пусть 0{ }M x= . Так как 
0 0y x x x y x− − −  −  при ,x y X , то из леммы 1 

вытекает  
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Следствие 3. Если 0x X , то 

1 1 1

0 0 0(2 1) ( )
n n n nny x x x y x x x y x
+ + +− − −  − − − + −  

при ,x y X , где n N . 

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 1. 

Лемма 2. Если функция 0: ( ;δ)f B x R→  является липшицевой с постоянной K 

на 0( ;δ)B x  и 0( ) 0f x = , то   

1 1 1 1

0( ) ( ) (2 1) ( )
n nn n n nf y f x K y x x x y x+ + + +−  − − − + −  

при 0, ( ;δ)x y B x , где n N , т.е. функция 1

0( ) : ( ;δ)nf x B x R+ →  удовлетворяет 

(1, 1,1,δ)n +  липшицеву условию с постоянной 1 1(2 1)n nK+ +−  в точке 0x . 

Следствие 4. Если 0: ( ,δ)F B x Z→ , где δ 0 , 0( ) 0F x = , производная 0( )F x  

в смысле Фреше существует, отображение F удовлетворяет липшицеву условию  

с постоянной K на 0( ;δ)B x  и n N , то  

1 1

0 0 0 0

1 1

0 0

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

(2 1)( ( ) ) ( )

n n

n nn n

F y F x y x F x F x x x

K F x y x x x y x

+ +

+ +

 − − − − − 

 − + − − + −

 

при 0, ( ;δ)x y B x . 

Доказательство. Обозначив 0 0( ) ( ) ( )( )f x F x F x x x= − − , при 0( ;δ)x B x  

имеем, что 

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )f y f x F y F x y x F x F x x x − = − − − − −   

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ( ) )

F y F x y x F x F x x x F y F x

F x y x F x x x K y x F x y x K F x y x

  − − − + −  − +

   + − − −  − + − = + −
 

при 0, ( ;δ)x y B x , где 0( ) 0f x = . Тогда справедливость следствия 4 следует из 

леммы 2. Следствие доказано. 

Из леммы 2 вытекает  

Следствие 5. Если функция 0: ( ;δ)g B x R→  является липшицевой с постоян-

ной K в 0( ;δ)B x , то   

1 1 1 1

0 0 0( ( ) ( )) ( ( ) ( )) (2 1) ( )
n nn n n ng y g x g x g x K y x x x y x+ + + +− − −  − − − + −  

при 0, ( ;δ)x y B x , где δ 0 , n N . 

Пусть 
0( ) ( )

n k k

k Mg x x x d x
−

= − , где 0 k n  , 0x M , ,n k N . Cчитаем, что 

0 0( )
n

g x x x= −  и ( ) ( )n

n Mg x d x=  при n N . 

Лемма 3. Если 0 k n  , 0x M , то    

1 11

0 0 0( ) ( ) (2 2) ( )
n k n k n nk k n

M My x d y x x d x y x x x y x
− − − −+− − −  − − − + −  

при ,x y X , ,k n N . 

Доказательство. Так как ( ) 2 ( )k k k ka b a b+  +  при 0, 0a b  , 

1( 1)( 1) 0k n kq q− −− −   при 1q  , 
1 1 1

0 0

n k k n n
y x x x y x x x

− − − −
− −  − + −  и 
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1 1 1 1

0 0 0

n k k k n k n n
y x x x y x x x x x y x

− − − − − −
− − + − −  − + −  при ,x y X , ,k n N , 

0 k n  , 1n k + , 1k  , то, используя следствия 2 и 3, получим 

0 0( ) ( ) ( ) ( )
n k n kk k

k k M Mg y g x y x d y x x d x
− −

− = − − − =  

0 0 0 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

n k n k n k n kk k k k

M M M M

n k n k n kk k k

M M M M

y x d y y x d x y x d x x x d x

y x d y d x y x x x d x d x

− − − −

− − −

= − − − + − − − 

 − − + − − − − 
 

1 1

0 0

1 1

0 0

( ) (2 1) ( )

(2 1) ( )

k kn k k

n k n k kn k

y x x x y x x x y x

y x x x y x x x

− −−

− − − −−

 − + − − − − + − +

+ − − − + − − 
 

1 1

0 0

1 1

0 0

1 11

0

1 1 1 11

0 0

2 ( )(2 1) ( )

(2 1) ( )

2 (2 1) ( ) 2(2 1)

( ) (2 2) ( )

n k n k k kn k k

n n k kn k

n nn k k n k

n n n nn

y x x x y x x x y x

y x x x y x x x

y x x x y x

y x x x y x y x x x y x

− − − −−

− − −−

− −− + −

− − − −+

 − + − − − − + − +

+ − − − + − − 

 − − − + − + − 

 − − + −  − − − + −

 

при ,x y X .  

Также, используя следствия 2 и 3, случай 1k =  или 1n k= + , 2k  , можно 

проверить непосредственно. Лемма доказана. 

Если X – нормированное пространство, 
0( ) ( )

n k k

k Mg x x x d x
−

= − , где 0 k n  , 

и 0x M , ,k n N , то из леммы 3 следует, что 

0 0 0 0

1 11

( ) ( ) ( ) ( )

(2 2) ( )

n k n kk k

k k M M

n nn

g x y g x x y d x y x d x x

y x x y x

− −

− −+

+ − + = + − + 

 − − + −

 

при ,x y X .    

Лемма 4. Если 0: ( ,δ)F B x Z→ , где δ 0 , 0( ) 0F x = , производная 0( )F x   

в смысле Фреше существует, отображение F удовлетворяет липшицеву условию  

с постоянной K на 0( ;δ)B x , 0 k n  , где ,k n N , то  

0 0 0 0 0 0( ) ( )( ) ( ) ( )( )
n k k n k k

y x F y F x y x x x F x F x x x
− −

 − − − − − − −   

1 11

0 0(2 2)( ( ) ) ( )
n nn kK F x y x x x y x
− −+  − + − − + −  

при 0, ( ;δ)x y B x . 

Доказательство. Положим 
0 0 0( ) ( ) ( )( )

n k k

kf x x x F x F x x x
−

= − − − . Так как 

0 0 0 0 0 0 0( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ( ) )F x F x x x F x F x F x x x K F x x x  − −  − + −  + −  при 

0( ;δ)x B x  и 
1 1 1 1

0 0 0

n k k k n k n n
y x x x y x x x x x y x

− − − − − −
− − + − −  − + −  при 

,x y X , ,k n N , 0 k n  , 1k  , то из следствий 3 и 4 имеем, что 

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
n k k n k k

k kf y f x y x F y F x y x x x F x F x x x
− −

 − = − − − − − − −   

0 0 0 0 0( ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) )
n k k k

y x F y F x y x F x F x x x
−

  − − − − − − +  
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0 0 0 0

1 1

0 0 0

( ) ( ) ( )( )

( ) (2 1)( ( ) ) ( )

n k n k k

k kn k k k

y x x x F x F x x x

y x x x K F x y x x x y x

− −

− −−

+ − − − − − 

 − + − − + − − + − +

 

1 1

0 0 0(2 1) ( )( ( ) )
n k n k kn k ky x x x y x K F x x x
− − − −− + − − − + − + −   

1 1

0 0 02 (2 1)( ( ) ) ( ) ( )
n k n k k kn k k kK F x y x x x y x x x y x
− − − −−  − + − + − − − + − +  

1 1

0 0 0(2 1)( ( ) ) ( )
n n k kn k kK F x y x x x y x x x
− − −− + − + − − + − −   

1 11

0 02 (2 1)( ( ) ) ( )
n nn k k kK F x y x x x y x
− −− +  − + − − + − +  

1 1

0 0

1 11

0 0

2(2 1)( ( ) ) ( )

(2 2)( ( ) ) ( )

n nn k k

n nn k

K F x y x x x y x

K F x y x x x y x

− −−

− −+

+ − + − − + − =

= − + − − + −
 

при 0, ( ;δ)x y B x . 

Также, используя следствия 3 и 4, случай 1k =  или 1n k= + , 2k  , можно 

проверить непосредственно. Лемма доказана. 

Из следствия 4 и леммы 4 вытекает  

Следствие 6. Если удовлетворяются условия леммы 4, то  

0 0 0 0 0( ) ( )( ) ( ) ( )( )
n n k k

F x F x x x x x F x F x x x
−

 − − + − − −  

удовлетворяет (1, ,1,δ)n  липшицеву условию с постоянной 0(2 1)( ( ) )n nK F x− + +

1

0(2 2)( ( ) )n kK F x+ + − +  в точке 0x .  

Лемма 5. Пусть :F X Z→ , U X  – выпуклое множество, производная 

( )F y  в смысле Фреше существует при y U  и найдется 0L   такое, что 

ν β ν β ν

0( ) (υ) υ ( υ υ )F u F L u x u
− −

 −  − − + −  при , υu U , где β ν 0  , 0 .x U  

Тогда  
β β

0 0( ) (υ) ( )( υ) 2 υ ( υ υ )F u F F x u L u x u− − −  − − + −  

при , υu U , т.е. отображение :F U Z→  удовлетворяет 0( )( ) (1,β 1,1)F x x − +  лип-

шицеву условию с постоянной 2L в точке 0x  на U. 

Доказательство. Так как 
ν β ν β β

0 0υ υ υ υu x u x
−

− −  − + − , то по теореме  

о среднем [14. С. 135] имеем, что 

0 0( ) (υ) ( )( υ) ( ) (υ) ( )( υ) (υ)( υ) (υ)( υ)F u F F x u F u F F x u F u F u   − − − = − − − − − + −   

+−−− )u)(x(F)u)((F 0

0( ) (υ) (υ)( υ) (υ) ( ) υF u F F u F F x u  + − − −  − − +  

 ξ ,υ

ν β ν ν β ν β ν

0 0 0

sup (ξ) (υ) . υ

υ υ υ υ ( υ υ ) υ

u

F F u

L x x u L u x u u



− − −

 + − − 

− − − + − − + − − 

 

β ν β ν

0 0

β β β

0

υ ( υ υ υ

υ ) 2 υ ( υ υ )

L u x u x

u L u x u

−
 − − + − − +

+ −  − − + −
 

при , υu U . Лемма доказана. 
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Из леммы 5 следует следующее следствие.  

Cледствие 7. Пусть :F X Z→ , производная ( )F y  в смысле Фреше суще-

ствует при 0( ;δ)y B x  и найдется 0L   такое, что ( ) (υ)F u F −   

ν β ν β ν

0υ ( υ υ )L u x u
− −

 − − + −  при 0, υ ( ;δ)u B x , где β ν 0  . Тогда  

β β

0 0 0( ) ( ) ( )( ) 2 ( )F x y F x x F x y x L y x x y x+ − + − −  − + −  

при , δx y B , т.е. отображение 0: ( ;δ)F B x Z→  удовлетворяет 0( )( ) (1,β 1,1,δ)F x x − +  

липшицеву условию с постоянной 2L в точке 0x . 

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 5 (см.: [12. Лемма. 4.1.3]). 

Лемма 6. Пусть :F X Z→ , производная ( )F y  в смысле Фреше существует 

при 0( ;δ)y B x  и найдется 0L   такое, что 
θ

( ) (υ) υF u F L u −  −  при 

0, υ ( ;δ)u B x , где 0 θ 1  . Тогда  

θ θ

0 0 0( ) ( ) ( )( ) ( )F x y F x x F x y x L y x x y x+ − + − −  − + −  

при , δx y B , т.е. отображение 0: ( ;δ)F B x Z→  удовлетворяет 

0( )( ) (1,1 θ,1,δ)F x x − +  липшицеву условию с постоянной L в точке 0x . 

Пусть X и Z – нормированные пространства, 0: ( ,δ)F B x Z→ , где δ 0 . Обо-

значим  

( 1)1
0 0 02

1
( ) ( )( ) ( )( , ) ( )( , , ) ( )

( 1)!

k

k kW x F x x F x x x F x x x r x
k

− = + + + +
−

,  

где ( ) ( )
k

kr x r x x=  – остаточный член в формуле Тейлора [14. С. 159], 

0
lim ( ) (0) 0
x

r x r
→

= = , k N . 

C использованием формулы Тейлора следующая лемма доказывается анало-
гично лемме 4.4.4 [12]. 

Лемма 7. Если 0: ( ,δ)F B x Z→ , где δ 0 , ( )

0( )kF x  в смысле Фреше суще-

ствует, где k N , 2k  , то найдется число 0K   такое, что 
1 1

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k

k kF x y F x x W y W x K y x x y x
− −

+ − + − +  − + −  

при , δx y B , т.е. отображение 0: ( ,δ)F B x Z→  удовлетворяет ( ) (1, ,1,δ)kW x k−  

липшицеву условию с постоянной K в точке 0x . 

Лемма 8. Если функции τ :f G R→  удовлетворяют φ (α,β, ν,ω)−  липшицеву 

условию с постоянной τL  в точке x  на множестве G при τ Ω , где x G , 

τ
τ Ω

supL L


=  +  и τ
τ Ω

( ) sup ( )f x f x


= , то :f G R→  также удовлетворяет φ (α,β, ν,ω)−  

липшицеву условию с постоянной L в точке x  на множестве G. 

Доказательство. Если ,x y G , то  

τ τ
τ Ω τ Ω

( ) φ( ) ( ) φ( ) sup( ( ) φ( )) sup( ( ) φ( ))f y y x f x x x f y y x f x x x
 

− − − + − = − − − − −   

 
τ τ

τ Ω

β αν
ν β αν

α

sup( ( ) φ( ) ( ) φ( ))

( ) ω( ),

f y y x f x x x

L y x x x y x x x



−
−

 − − − + − 

 − − + − + −

 (3) 
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τ τ
τ Ωτ Ω

( ) φ( ) ( ) φ( ) sup( ( ) φ( )) inf ( ( ) φ( ))f y y x f x x x f y y x f x x x


− − − + − = − − + − + −   

 
τ τ

τ Ω

β αν
ν β αν

α

inf ( ( ) φ( ) ( ) φ( ))

( ) ω( ).

f y y x f x x x

L y x x x y x x x



−
−

 − − − + − 

 − − − + − − −

 (4) 

Из соотношений (3), (4) вытекает, что :f G R→  удовлетворяет φ (α,β, ν,ω)−  

локально липшицевy условию с постоянной L в точке x . Лемма доказана. 

 
2. Точные штрафные теоремы в общей задаче минимизации 

 

Пусть X – нормированное пространство, G X , C G , :f G R→  и 0 .x C  

Положим ( ) inf{ : }Cd x u x u C= −  . Для простоты ниже предполагаем, что β αν . 

Лемма 9. Пусть 0x  – точка минимума функции f на множестве C, :f G R→  

удовлетворяет (α,β, ν,ω)  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на мно-

жестве G, и C G . Тогда для любого λ K  функция  
β

β αν να
λ 0 0( ) ( ) λ( ( ) ( )) ω( )C CS x f x d x x x d x x x

−
= + + − + −  

достигает минимума на множестве G в точке 0x , и если λ K  и C замкнуто, то 

любая точка, минимизирующая 
λ ( )S x  на множестве G, принадлежит C. 

Доказательство. Предположим противное. Пусть существуют точка y G  и 

ε 0  такие, что 
λ 0( ) ( ) λεS y f x − , где λ K . Возьмем точку c C  такую, что 

β

α
β

β αν ν β αν ν
α

0 0( ) ( ) εC Cy c y x y c d y y x d y
− −

− + − −  + − + . Так как f удовлетворяет 

(α,β, ν,ω)  липшицеву условию в точке 0x  на множестве G с постоянной K, то 

β
ν β αν

α
0 0( ) ( ) ( ) ω( )f c f y K y c y c y x y x

−
 + − + −  − + −   

β
ν β αν

α
0 0( ) λ( ) ω( )f y y c y c y x y x

−
 + − + −  − + −   

β

α β αν ν

0 0 0( ) λ( ( ) ( )) ω( ) λε ( ).C Cf y d y y x d y y x f x
−

 + + − + − +   

Это противоречит предположению, что f достигает минимума в точке 0x  на мно-

жестве C. 

Если λ K  и y G  также минимизирует функции 
λ ( )S x  на множестве G, то 

из первой части теоремы получим 
β

β αν να
0 0 0( ) λ( ( ) ( )) ω( ) ( ) ( )C Cf y d y y x d y y x f x f y

−
+ + − + − =  +  

β

α β αν ν

0 0

λ
( ( ) ( )) ω( ).

2
C C

K
d y y x d y y x

−+
+ + − + −  

Отсюда получим, что 

β

α β αν ν

0( ) ( ) 0C Cd y y x d y
−

+ − = . Поэтому ( ) 0Cd y = . Так как С 

замкнуто, то y C . Теорема доказана. 
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Отметим, что 

β

α
β

β αν β αν νν
α

0 0( ) ( ) inf { : }C Cd x x x d x u x x x u x u C
− −

+ − = − + − −   

при x X . 

Замечание 1. Если β αν=  и 0 ν 1  , то считаем, что ν

λ ( ) ( ) λ ( )CS x f x d x= + +  

0ω( )x x+ −  при x G , где λ K . Если ν 1=  и ω( ) 0x  , то отсюда следует пред-

ложение 2.4.3 [3. C. 55].  

Теорема 1. Пусть 0x  – точка минимума функции f на множестве C, :f G R→  

удовлетворяет φ (α,β, ν,ω)−  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на 

множестве G, C G , и 0{ : φ( ) 0}D x C x x=  −  . Тогда для любого λ K  функция   

β

β ανα ν

λ 0 0 0( ) ( ) φ( ) λ( ( ) ( )) ω( )D DS x f x x x d x x x d x x x
−

= − − + + − + −  

достигает минимума на множестве G в точке 0x , и если λ K  и D замкнуто, то 

любая точка, минимизирующая λ ( )S x  на множестве G, принадлежит D. 

Доказательство. Ясно, что 0x  – точка минимума функции 0( ) φ( )f x x x− −  на 

множестве 0{ : φ( ) 0}D x C x x=  −  , и функция 
0( ) φ( )f x x x− −  удовлетворяет 

(α,β, ν,ω)  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на множестве G. При-

меняя лемму 9, получим, что для любого λ K  функция   
β

α β αν ν

λ 0 0 0( ) ( ) φ( ) λ( ( ) ( )) ω( )D DS x f x x x d x x x d x x x
−

= − − + + − + −  

достигает минимума на множестве G в точке 0x . 

Из леммы 9 также следует, что если λ K  и D замкнуто, то любая точка, ми-

нимизирующая λ ( )S x  на множестве G, принадлежит D. Теорема доказана.    

Так как 
β νβ ν

0( ) ( )D Dd x x x d x
−

 −  при x X , то из теоремы 1 вытекает  

Следствие 8. Пусть 0x  – точка минимума функции f на множестве C, :f G R→  

удовлетворяет ),,,1( −  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на 

множестве G, C G , и  0: φ( ) 0D x C x x=  −  . Тогда для любого λ K  функция 

β ν ν

λ 0 0 0( ) ( ) φ( ) 2λ ( ) ω( )DS x f x x x x x d x x x
−

= − − + − + −  

достигает минимума на G в точке 0x , и если K  и D  замкнуто, то любая точка, 

минимизирующая λ ( )S x  на множестве G, принадлежит D. 

Ясно, что при условиях лемм 5–7 условия теоремы 1 выполняются. 

 

3. Теорема о точном штрафе для задачи  

математического программирования 

 

Пусть X и Z – нормированные пространства, G X , :if G R→ , 0,1, ,i n= , 

:F G Z→  и C G . 

Рассмотрим задачу 

 0 ( ) min,f y →   { : ( ) 0, 1, , , ( ) 0}iy x C f x i n F x   = = . (5) 
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Положим  0: φ ( ) 0, 0,1, , , ( ) 0iH x C x x i n F x=  −  = = , 0 0( ) max{ ( ( )E x r f x= −

0 0 0 0 0

1 0

φ ( ) ( )) ( ( ) φ ( )) : 0, 0,1, , , 1 }

n n

i i i i i

i i

x x f x r f x x x r i n r
= =

− − − + − −  = =  . 

Теорема 2. Пусть 0x  – точка минимума в задаче (5), функции :if G R→   

удовлетворяют φ (α,β, ν,ω)i −  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на 

множестве G при 0,1, ,i n= , C G . Тогда для любого λ K  функция  

+= )x(E)x(E
β

β αν να
0 0λ( ( ) ( )) ω( )H Hd x x x d x x x

−
+ − + −  

достигает минимума на G в точке 0x , и если λ K  и H замкнуто, то любая точка, 

минимизирующая λ ( )E x  на множестве G, принадлежит H. 

Доказательство. Предполагая противное, имеем, что функция ( )E x  неотрица-

тельна на множестве 0{ : φ ( ) 0, 0,1, , , ( ) 0}iH x C x x i n F x=  −  = =  и точка 0x  

минимизирует функцию ( )E x  на множестве H и 0( ) 0E x = . Так как функции 

0 0 0 0 0( ) φ ( ) ( )f x x x f x− − − , 0( ) φ ( ), 1, ,i if x x x i n− − = , удовлетворяют (α,β, ν, ω)  

липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  на множестве G, то по лемме 8 

функция ( )E x  удовлетворяет (α,β, ν,ω)  липшицеву условию с постоянной K  

в точке 0x  на множестве G. Применяя лемму 9, имеем, что для любого λ K  

функция 

β

α β αν ν

λ 0 0( ) ( ) λ( ( ) ( )) ω( )H HE y E y d y y x d y y x
−

= + + − + −  достигает мини-

мума на G в точке 0x . Из леммы 9 также следует, что если λ K  и H замкнуто,  

то любая точка, минимизирующая λE  на множестве G, принадлежит H. Теорема 

доказана. 

Если φ ( ) 0i x   при 0,1, ,i n= , то { : ( ) 0}H x C F x=  =  и  

0 0 0 0

1 0

( ) max{α ( ( ) ( )) α ( ) : α 0, 0,1, , , α 1}.

n n

i i i i

i i

E x f x f x f x i n
= =

= − +  = =   

Если положить  

0 0 0 0 0 1 1 0 0( ) max{ ( ) φ ( ) ( ), ( ) φ ( ), , ( ) φ ( )}n nE x f x x x f x f x x x f x x x= − − − − − − − , 

то теорема 2 также остается справедливой. 

Пусть X и Z – нормированные пространства, :F X Z→  – произвольное отоб-

ражение. Обозначим 0{ : ( ) ( )}E x D F x F x=  = , где D C . Отображение F будем 

называть (α,β, ν,δ) -регулярным в точке 0x E  относительно множества D, если 

существует такое число 0Dr  , что  

β
β αν να

0( ) ( )E Ed x x x d x
−

+ −
β

α
β αν ν

0 0 0( ( ) ( ) ( ) ( ) )Dr F x F x x x F x F x
−

 − + − −  

при ,x D  0 δx x−  .  

В следующих теоремах 3 и 4 рассмотрены задачи математического программи-

рования с регулярным ограничением равенств. Ряд достаточных условий регуляр-

ности равенства ограничений получен в [4. C. 98–104; 15. C. 59, 151].  
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Для простоты далее считаем, что 0( ,δ)G B x= . Пусть :S X Z→ , φ :i X R→ , 

0,1, ,i n= , 0( ) 0F x = .     

Положим    

0 0{ : φ ( ) 0, 0,1, , , ( ) 0}iD x C x x i n S x x=  −  = − = ,     

1 0{ : φ ( ) 0, 0,1, , }iD x C x x i n=  −  = , 
β

α
β αν ν

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,Q x F x S x x x x F x S x x
−

= − − + − − −  

0 0 0 0 0 1 1 0 0( ) max{ ( ) ( ) φ ( ), ( ) φ ( ), , ( ) φ ( )}.n nh x f x f x x x f x x x f x x x= − − − − − − −  

Теорема 3. Пусть 0x  – точка минимума в задаче (5), функции if  удовлетворяют 

φ (α,β, ν,δ,ω)i −  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x  при 0,1, ,i n= , 

отображение F в точке 0x  (α,β, ν,δ) -регулярно относительно множества 1D   

с коэффициентом регулярности r, функции ( )Q x  и 0ω( )x x−  удовлетворяют 

(α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x , и 0( , δ)C B x . Тогда 

для любого 2μ max{2 , }K K r Kr +  функция   

β
β αν να

μ 0 0( ) ( ) μ ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))D Dh x h x Q x x x d x x x d x
−

= + + − + + −  

достигает минимума на 0( ,δ)B x  в точке 0x , и если D замкнуто и 2μ max{2 , }K K r Kr + , 

то любая точка, минимизирующая 
μ ( )h x  на множестве 0( ,δ)B x , принадлежит D. 

Доказательство. Так как 0x  – точка минимума в задаче (5), то, предположив 

противное, имеем, что 0x  является минимумом h на множестве 

0{ : φ ( ) 0, 0,1, , , ( ) 0}.iV x C x x i n F x=  −  = =   

По условию функции 0 0 0 0 0( ) ( ) φ ( )f x f x x x− − −  и 0( ) φ ( )i if x x x− − , 1, , ,i n=  

удовлетворяют (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию с постоянной K в точке 0x C , 

тогда по лемме 8 имеем, что h удовлетворяет (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию  

с постоянной K в точке 0x . Применяя лемму 9 при 0( ,δ)G B x=  на пары множеств 

V и 1D  имеем, что для любого λ K  функция  
β

α β αν ν

λ 0 0( ) ( ) λ( ( ) ( )) ω( )V Vh x h x d x x x d x x x
−

= + + − + −  

достигает минимума на множестве 1D  в точке 0x  (и если λ K  и V замкнуто, то 

любая точка, минимизирующая λ ( )h x  на множестве 1D , принадлежит V). 

Так как отображение F является (α,β, ν,δ) -регулярным в точке 0x V  относи-

тельно множества 1D , то существует такое число 0r  , что  

β

α

β
β αν β αν ννα

0 0( ) ( ) ( ( ) ( ) )V Vd x x x d x r F x x x F x
− −

+ −  + −   

при 1x D . Отсюда следует, что  

β

α

β
β αν β αν ννα

0 0 0 0( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) )V Vd x x x d x r F x S x x x x F x S x x
− −

+ −  − − + − − −  

при Dx . Поэтому для любого λ K  функция  
β

α
β αν ν

0 0 0 0(x) λ ( ( ) ( ) ( ) ( ) ) ω( )h r F x S x x x x F x S x x x x
−

+ − − + − − − + −  
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достигает минимума на D в точке 
0x . Так как функция 0(x) ( ) ω( )h KrQ x x x+ + −  

в точке 0x  удовлетворяет (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию с постоянной 22 ,K K r+  

то из леммы 9 при 0( ,δ)G B x=  имеем, что для любого 2μ 2K K r +  функция 

β
β αν να

0 0( ) ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))D Dh x KrQ x x x d x x x d x
−

+ + − + + −  достигает минимума на 

0( ,δ)B x  в точке 0x . Поэтому для любого 2μ max{2 , }K K r Kr +  функция 

β
β αν να

μ 0 0( ) ( ) μ ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))D Dh x h x Q x x x d x x x d x
−

= + + − + + −  достигает мини-

мума на 0( ,δ)B x  в точке 0x , и если 2μ max{2 , }K K r Kr +  и D замкнуто, то по 

лемме 9 любая точка, минимизирующая 
μ ( )h x  на множестве 0( ,δ)B x , принадле-

жит D. Теорема доказана. 

Если положить 

0 0 0 0 0 0

0

1 0

( ) max{α ( ( ) ( ) φ ( ))

α ( ( ) φ ( )) : α 0, 0,1, , , α 1},

n n

i i i i i

i i

h x f x f x x x

f x x x i n
= =

= − − − +

+ − −  = = 
 

то теорема 3 также остается верной. 

Пусть ( , )XX d  и ( , )YY d  – метрические пространства, :F X Y→  – оператор, 

( , )XB x r  – шар радиуса r с центром в точке x в X, ( , )YB y r  – шар радиуса r с цен-

тром в точке y в Y. Пусть U X  – открытое множество. Будем говорить, что  

оператор F накрывает множество U с константой 0a  , если включение 

( ( , )) ( ( ), )X YF B x r B F x ar  выполняется для любого ( , )XB x r U  (см.: [15. P. 52]). 

Пусть 0( ;δ)G B x= , :S X R→ . Положим 

0{ : ( ) 0}D x C S x x=  − = ,     0 0 0 1( ) max{ ( ) ( ), ( ), , ( )},nf x f x f x f x f x= −  

β
β αν ν

α
0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .Q x F x S x x x x F x S x x

−
= − − + − − −  

Теорема 4. Пусть X – банахово пространство, 0x  – точка минимума в задаче (5), 

функции if , 0,1, ,i n= , в точке 0x  удовлетворяют (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву усло-

вию с постоянной K, C – непустое открытое множество, непрерывное отображение 

:F C Z→  накрывает с константой 0a   на множестве C и 0( , δ)C B x , функции 

( )Q x  и 0ω( )x x−  удовлетворяют (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию с постоянной K. 

Тогда существуют числа 0 0m   и 0t   такие, что для любого 0μ m  функция  

β
β αν να

μ 0 0( ) ( ) μ ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))U US x f x Q x x x d x x x d x
−

= + + − + + −  

достигает минимума на 0( , δ)B x  в точке 0x , где 0( , )U B x t D= , 0 δt  , а если 

D замкнуто и 
0μ m , то любая точка, минимизирующая 

μ ( )S x  на множестве 

0( , δ)B x , принадлежит U. 

Доказательство. Положим 0 0 0 1( ) max{ ( ) ( ), ( ), , ( )}nf x f x f x f x f x= −  при 

0( , δ)x B x . Так как 0x  – точка минимума в задаче (5), то 0x  также минимизирует 

функцию f на множестве { : ( ) 0}E x C F x=  = . Если функции 
if , 0,1, ,i n= , 
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удовлетворяют (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию с постоянной K в точке 
0x , то по 

лемме 8 имеем, что функция f также удовлетворяет (α,β, ν,δ,ω)  липшицеву усло-

вию с постоянной K в точке 
0x . Полагая { : ( ) 0}E x C F x=  = , по лемме 9 имеем, 

что для любого λ K  функция  

λ ( ) ( )S x f x= +
β

β αν να
0 0λ( ( ) ( )) ω( )E Ed x x x d x x x

−
+ − + −  

достигает минимума на 0( ,δ)B x  в точке 0x  (и если λ K  и E замкнуто, то любая 

точка, минимизирующая λ ( )S x  на множестве 0( ,δ)B x , принадлежит E). Так как 

непрерывное отображение :F C Y→  накрывает с константой 0a   на открытом 

множестве C, то по лемме 44 [15. C. 151] существуют числа 0m   и 0t   такие, 

что выполняется неравенство ( ) ( )Ed x m F x  при 0( , )x B x t , где 0( , )B x t C . 

Поэтому для любого λ K  имеем, что 
β

β αν να
0 0 0( ) ( ) λ( ( ) ( )) ω( ) ( )E Ef x f x d x x x d x x x f x

−
 + + − + −  +  

β

να β αν

0 0λ ( ( ) ( ) ) ω( )r F x x x F x x x
−

+ + − + −  

при 0( , )x B x t , где 
β

α νmax{ , }r m m= . Отсюда следует, что функция 

0( ) λ ( ) ω( )f x r Q x x x+ + −  достигает минимума на 0( , )U D B x t=  в точке 0x . 

Так как функция 0(x) (x) ( ) ω( )S f K r Q x x x= + + −  в точке 0x  удовлетворяет 

(α,β, ν,δ,ω)  липшицеву условию (см.: [12. С. 200. Лемма 4.4.1]) с постоянной 

2 2K r K+ , то по лемме 9 для любого 2μ 2r K K +  функция   

β
β αν να

0 0( ) ( ) ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))U US x f x KrQ x x x d x x x d x
−

= + + − + + −  

достигает минимума на 0( , δ)B x  в точке 0x . Поэтому для любого 

2μ max{ 2 , }K r K Kr +  функция   

β
β αν να

μ 0 0( ) ( ) μ ( ) 2ω( ) μ( ( ) ( ))U US x f x Q x x x d x x x d x
−

= + + − + + −  

достигает минимума на 0( , δ)B x  в точке 0x . Если D замкнуто и 

2μ max{ 2 , }K r K Kr + , то по лемме 9 любая точка, минимизирующая 
μ ( )S x  на 

множестве 0( , δ)B x , принадлежит U. Теорема доказана. 

Отметим, что из теоремы точного штрафа высокого порядка легко можно по-

лучить необходимые условия экстремума высокого порядка (см.: [12]).   
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