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Аннотация. Рассматривается деформация тела в форме плоского слоя, ослаблен-

ного вырезом. В качестве условия достижения предела обратимого деформирования 

предлагается использовать поток энергии формоизменения через участок дуги вы-

реза в окрестности точки максимума энергии формоизменения, пропорциональный 

линейному параметру. Предложен способ определения порогового значения линей-

ного параметра из анализа зависимости внешней нагрузки, соответствующей дости-

жению предела упругости, от максимального радиуса кривизны выреза. 
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Abstract. The body deformation in terms of a planar layer weakened by a cut is considered. 

As the radius of curvature of the cut tends to zero at the maximum free-energy point,  
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the cut transforms into a mathematical cut. The use of classical conditions for determining 

the elastic limit leads to the formation of plastic regions under an arbitrarily small external 

load. To solve this problem, the free energy flow through a cutout arc section is introduced 

as the product of the free energy density at the point of its maximum and a linear parameter. 

The free energy flow is represented by the sum of the volumetric- and shape-change energy 

flows. The energy flow of the shape change is limited by the elastic limit as a result of the 

accepted generalized condition of reversible deformation. When moving to technological 

cutouts, converting this condition into the Mises criterion allows one to obtain the threshold 

length of the linear parameter. For bodies with technological cutouts, the external load 

corresponding to the elastic limit depends on the curvature radius. For crack-like notches 

with radii of curvature varying from a threshold value to zero, the external load is constant. 

Based on the known asymptotic solutions, the external loads corresponding to the elastic 

limit are obtained using a threshold linear parameter. 

Keywords: free energy flow, ultimate elastic load, strip with a cut 
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Введение 

 

Рассматривается деформация тела в форме плоского слоя, ослабленного симмет-

ричным вырезом. Границы слоя и распределение внешней нагрузки симметричны 

относительно оси выреза. При стремлении радиуса кривизны в точке пересечения 

границы выреза с плоскостью симметрии – минимального радиуса кривизны вы-

реза, к нулю вырез переходит в математический разрез. Уменьшение радиуса кри-

визны в этой точке приводит к неограниченному росту напряжений и удельной 

свободной энергии. В результате имеем известный парадокс: использование клас-

сических условий для определения предела упругости приводит к началу образо-

вания пластических областей при сколь угодно малой внешней нагрузке. В клас-

сической модели трещины Гриффитса [1] длина пластической зоны в соответствии 

с поправкой Ирвина пропорциональна квадрату коэффициента интенсивности 

напряжений (КИН) [2–4]. Для нахождения КИН используются различные подходы 

[5–9]. При использовании моделей типа Леонова–Панасюка–Дагдейла [10] длина 

пластической зоны также начинает расти с ростом внешней нагрузки от нулевого 

значения, что отражается в формуле Дагдейла. В работе [11] дан обстоятельный 

обзор моделей учета влияния пластических областей в окрестности сингулярных 

точек на напряженно-деформированное состояние твердого тела с трещиной. 

Предложена модель, основанная на определении зон пластичности, исходя из рас-

пределения напряжений в результате внешней разгрузки. В статьях [12, 13] ис-

пользуется пластический КИН.  

Однако остается открытым вопрос о возможности определения эксперимен-

тально обоснованного значения внешней нагрузки, соответствующего обратимому 

(упругому) деформированию тел, ослабленных вырезами малой кривизны вплоть 

до математического разреза. Для решения данной проблемы рассмотрим поток 

свободной энергии через участок дуги выреза в окрестности точки максимума 
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свободной энергии [14]. Данный поток представляется в виде произведения плотно-

сти свободной энергии в точке максимума свободной энергии на линейный параметр 

(ЛП). В работах [14–16] такое произведение называется энергетическим. Нелокаль-

ные критерии квазихрупкого разрушения использовались в статьях [17–19]. Принима-

ется существование порогового значения ЛП, до достижения которого поток свобод-

ной энергии не изменяется и совпадает с потоком, накапливаемым, в соответствии  

с формулой Ирвина, в окрестности кончика математического разреза. Окрестность 

границы выреза, для которой выполняется данное условие, называем дугой взаимо-

действия (ДВ), а соответствующие вырезы называем трещиноподобными. При 

стремлении ЛП к нулю радиус кривизны в точке максимума свободной энергии ДВ 

также стремится к нулю. Когда радиус кривизны превышает пороговое значение, ЛП 

не изменяется (остается пороговым). Такие вырезы называем технологическими. 

Поток свободной энергии через ДВ представлен суммой потока энергии объем-

ного изменения и потока энергии формоизменения. В отличие от работы [20], где 

предел упругости полагался независимым от ЛП, принимается обобщенное условие 

обратимого деформирования: поток энергии формоизменения через ДВ ограничен 

универсальной для данного материала величиной – пределом упругости потока энер-

гии формоизменения. Требование следования из этого условия критерия Мизеса при 

переходе к технологическим вырезам позволяет получить пороговую длину ЛП. Дан-

ная величина определяется как отношение предела упругости потока энергии фор-

моизменения к пределу упругости плотности энергии формоизменения. Для тел с тех-

нологическими вырезами внешняя нагрузка, соответствующая достижению предела 

упругости потоком энергии формоизменения, называемая внешним пределом упруго-

сти, зависит от минимального радиуса кривизны выреза. Для трещиноподобных вы-

резов с радиусами кривизны меньше порогового внешний предел упругости посто-

янен и определяется через пороговый радиус кривизны. Используя известные асимп-

тотические решения для вырезов с малыми радиусами кривизны [21], получены 

представления внешних пределов упругости через пороговый радиус кривизны. 

 

1. Постановка задачи 

 

Рассматривается материальный слой ширины b, толщины h, ослабленный вы-

резом глубины a с радиусом кривизны ρ в точке A (рис. 1). Уравнение выреза пред-

ставим в параметрическом виде: 

 ( )1 1 2
x x=  , ( )2 2 2

x x=  , (1.1) 

с началом отсчета в точке A c координатами 1 2
; 0x a x= = . 

При ρ = 0 вырез (1.1) вырождается в математический разрез. Максимальное 

значение плотности свободной энергии ψ0 достигается в точке минимума радиуса 

кривизны. 

Определим поток свободной энергии через участок границы выреза c дуговой 

координатой 
2 2

P P
S S

S−    (рис. 2) в виде: 

 
2

2

2 n e

p

p

S

S

ds

−

 =   , (1.2) 
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где n – вектор единичной нормали к поверхности выреза; e – единичный вектор 

вдоль вектора потока; Sp – длина ДВ. 
 

 

Рис. 1. Схема модели 

Fig. 1. Schematic design of the model 

 

 

Рис. 2. Окрестность точки А 

Fig. 2. Vicinity of point А 
 

Представим выражение (1.2) в виде: 

 0 0
2 ( ) =    , (1.3) 

где δ0 – ЛП. 

Из выражений (1.2) и (1.3) получим связь  

 
2

0

0

2

n e

p

p

S

S

ds

−


 = 

  (1.4) 

Из (1.4) следует, что при 
0

0, 0
p

S →  → , поверхность выреза свободна от внеш-

ней нагрузки. Процесс нагружения остальной поверхности тела полагаем простым: 
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внешние нагрузки пропорциональны параметру внешнего нагружения t. При этом 

плотность свободной энергии неограниченно растет с уменьшением радиуса кри-

визны при сколь угодно малом t и постоянном a. В то же время поток свободной 

энергии принимает конечное значение, когда вырез переходит в математический 

разрез. В соответствии с формулой Ирвина [2] при нагружении по моде 1 имеем  

 
2

1

0
2

ˆ

K

E
 = , (1.5) 

где Ê E=  – модуль Юнга при плоском напряженном состоянии; 
21

ˆ E
E =

−
 – при 

плоском деформированном состоянии; K1 – коэффициент интенсивности напряже-

ний. 

Потребуем, чтобы у вырезов на отрезке изменения ЛП 
0 0

0 *     потоки сво-

бодной энергии (1.3) и (1.5) совпадали при одинаковом значении параметра t.  

В результате для вырезов с радиусами кривизны 0 *     в соответствии с пред-

ставлениями (1.3) и (1.5) должны выполняться условия 

 
0 0 0 0 0

2 ( , ) 2 ( ) ( , ) ( , ) 2t t t t  =  =    =    = * * . (1.6) 

Окрестность, для которой выполняются условия (1.6), образуют ДВ. Условия 

(1.6) устанавливают связь между радиусом кривизны и ЛП, обеспечивающую не-

зависимость от них потока свободной энергии через ДВ (1.3) на отрезке 0 .   *  

Такие вырезы будем называть трещиноподобными. 

Для вырезов с радиусами кривизны *    поток энергии в соответствии с пред-

ставлением (1.3) принимаем в виде, зависящем от радиуса кривизны при неизмен-

ном (пороговом) значении ЛП 
0 0

* =  : 

 
0 0

2 2 ( , ),t 


 =  =       . (1.7) 

Вырезы, удовлетворяющие условию (1.7), можно назвать технологическими. 

Возникает вопрос о возможности определения порогового значения ЛП. 

 

2. Условия обратимого деформирования 

 

Обратимое течение процесса нагружения тел из металлических материалов 

ограничено пределами упругости. Как показывают эксперименты, гидростатиче-

ское нагружение изотропных материалов происходит обратимо [22], а переход  

к необратимому состоянию связан с изменением формы материальной частицы.  

В связи с этим представим плотность свободной энергии в виде суммы плотности 

энергии изменения формы и плотности энергии изменения объема [22]: 

 
 

 =  + . (2.1) 

 
2 2

;
2 4K G

 

 
 =  = , (2.2) 

где G и K – материальные константы; 
1

3
E σ =   – среднее (гидростатическое) 

напряжение; E  – единичный тензор; 
2

σ σ =   – свертка девиатора напряжений 

(квадрат интенсивности напряжений). 
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Условие обратимого нагружения по Мизесу имеет вид [22]: 

 
2 22

3
σ σ

e
 =    , (2.3) 

где 
e

  – предел упругости при растяжении. 

Из выражений (2.2) и (2.3) получим энергетическую форму условия Мизеса 

 
21

6
e e

G


   =  , (2.4) 

где ψe – энергетический предел упругости. 

Непосредственное использование условий (2.3), (2.4) для определения значе-

ния параметра внешней нагрузки te, соответствующего достижению предела упру-

гости, приводит к известным парадоксам. А именно, в случае математического раз-

реза ввиду сингулярности свободной энергии переход происходит при сколь 

угодно малой внешней нагрузке. В связи с этим возникает проблема формули-

ровки условия обратимого деформирования тел с трещиноподобными вырезами  

с радиусами кривизны на отрезке 0 *    . При *    данное условие должно 

переходить в условие Мизеса (2.4). 

Исходя из условий (1.3) и (2.1), получим аддитивную форму разделения потока 

энергии в виде: 

 2 2 2
 

 =  +  , (2.5) 

где 
0

2
 
 =    – поток энергии объемного изменения; 

0
2

 
 =    – поток энергии 

формоизменения. 

Представим условие обратимого деформирования в следующей форме: поток 

энергии формоизменения через ДВ ограничен универсальной для данного матери-

ала величиной – пределом упругости потока 

 2 2
e

   , (2.6) 

где 2
e
  – предел упругости потока формоизменения. 

Для технологических вырезов с *    условие (2.6) в соответствии с (1.7) при-

нимает вид: 

 
0

2 2
e



 
 =     . (2.7) 

Условие (2.7) сводится к условию Мизеса (2.3), (2.4), если пороговое значение 

ЛП определить как отношение предела упругости потока к пределу упругости 

плотности энергии формоизменения: 

 
0 2

2 2 6
e e

e e

G   
 = =

 
. (2.8) 

Из условия (2.8) следует, что размеры ДВ ограничены отрезком 
0 0

0     . 

При этом, когда *   , ЛП остается неизменным, а 
0 0

 =  . 

 

3. Общий случай асимптотических вырезов 
 

В работе [21] приведены асимптотические формулы распределения напряже-

ний в окрестности точки 
1 2

; 0x a x= =  выреза. Используется полярная система 
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координат с центром в точке
1 2

; 0
2

x a x


= − = . Распределение напряжений вдоль 

осевой прямой 
1 2

; 0x a x= =  имеет вид: 

 1 1

11 22
1 ; 1 ;

2 2 22 2

K K
r

r rr r

     
 = −  = +    

    
. (3.1) 

При ρ = 0 имеем распределение напряжений на продолжении математического 

разреза. 

Формулы (3.1) применимы для различных видов нормального отрыва (мода 1), 

задаваемых соответствующим КИН. Напряжения в точке 
1 2

; 0x a x= =  получаем 

из (3.1): 

 1

11 22

2
0,

K
 =  =


. (3.2) 

Находим выражение плотности свободной энергии в точке максимума. Исполь-

зуя (3.2), получим 

 
2

1

0

21

ˆ

K

E
 =


. (3.3) 

Найдем связь ЛП и радиуса кривизны на отрезке 0 *    . Используя условия 

(1.6) и полагая t = P, получим 

 ( )0 0 0
, 2P   =  . (3.4) 

Из условий (3.3) и (3.4) определяем связь между ЛП и радиусом кривизны. 

Представляя поток свободной энергии формулой Ирвина (1.5), находим 

 0
2

 =


. (3.5) 

Определим предел упругости по КИН при плоском напряженном состоянии.  

В этом случае компоненты тензора напряжений с учетом (3.2) и (3.5) принимают 

вид: 

 1

11 22 33

0

2
0, , 0

K
 =  =  =


 (3.6) 

Из (2.2) и (3.6) получим плотность энергии формоизменения в виде: 
22

1

0
4 3

K

G G



 = =


. Отсюда по определению (2.5) находим поток энергии формоиз-

менения: 

 
( )22

11

0

2 1
2 2

3 3
e

KK

G E
 

+ 
 =   = =   . (3.7) 

При этом поток энергии изменения объема принимает вид: 

 
( )22

0 0

1 2
2

2 3

I
K

K E
 

− 
 =   =  = . (3.8) 

Из (2.5), (3.7), (3.8) и (1.6) приходим к следующему выражению: 

 
( ) ( )2 2 2

1 1

0

1 2 2 1
2 2

3 3 ˆ
I

K K K

E E E

−  + 
 =  = + = . (3.9) 
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Из условия (2.6) определяем предел упругости по КИН 

1
3 2

e e
K G=  . 

Используя формулу (2.8), представим 
1e

K  через пороговый ЛП: 

 0

1
2

*

e e
K


=  . (3.10) 

Найдем предел упругости по КИН при плоском деформированном состоянии. 
В этом случае компоненты тензора напряжений определяются из закона Гука: 

 1

11 22 33 22

0

2
0, ,

K
 =  =  = 


. (3.11) 

Из (3.11) получим девиаторные составляющие напряжений 

 
11 22 22 22 33 22

1 2 2 1
, ,

3 3 3

+  −  −
 = −   =   =  . (3.12) 

Из (3.12) по формуле (2.2) находим плотность энергии формоизменения 
2 2

2

1

0

1

4 3
K

G G


 − + 
 = =


. 

Отсюда условие обратимости (2.6) принимает вид: 

 
( )( )22

2 2

0 1 1

2 1 11
2 2

3 3
e

K K
G E

 

− +  + − + 
 =   = =   . (3.13) 

Из (3.11) поток энергии изменения объема принимает вид: 

 
( ) ( )

222

0 0

1 1 2
2

2 3

I
K

K E
 

+  − 
 =   =  = . (3.14) 

Из (2.5), (3.13), (3.14) и (1.6) приходим к следующему выражению: 

 
( ) ( ) ( )( )2 2 2

2 2 1

0 1

2 1 11 1 2
2 2

3 3 ˆI

K
K K

E E E

− +  + +  − 
 =  = + = . (3.15) 

Выражения (3.9) и (3.15) дают представления потока свободной энергии в слу-
чае нагружения по моде 1 суммой инвариантных (зависящих только от модулей 
упругости) слагаемых, пропорциональных квадрату КИН. 

Из условия (3.13) определяем предел упругости по КИН: 

 
1 2

3 2

1
ˆ e

e

G
K


=

−  + 
.  

Используя формулу (2.8), представим предел упругости по КИН при плоской 
деформации через пороговый ЛП: 

 
( )

0

1 22 1

*

ˆ
e e

K


= 
− + 

. (3.16) 

Так как КИН пропорциональны параметру внешней нагрузки: 
1 1

K tL= , пред-

ставим параметры внешней нагрузки в момент достижения предела упругости при 
плоском напряженном и деформированном состояниях – внешние пределы упру-
гости – в следующем виде: 

 
1

e

e

K
t

L
= ; 

1

ˆ
ˆ e

e

K
t

L
= . (3.17) 
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Здесь L1 – коэффициент, зависящий от формы поперечного сечения тела и распре-

деления внешней нагрузки вдоль границы сечения; 
e

t  и 
ê

t  – внешние пределы упру-

гости при плоском напряженном и деформированном состояниях. Отметим, что 

условия (3.17) справедливы для асимптотических вырезов на отрезке радиусов 

кривизны 0 *    , где *  определяется по формуле (3.5). На этом отрезке внеш-

ний предел упругости не зависит от радиуса кривизны выреза. 

Используя формулы (3.10), (3.16) и (3.17), можно решить обратную задачу – 

найти пороговый ЛП по величине критической внешней нагрузки, определяемой 

в испытаниях на трещиностойкость в соответствии с ГОСТ 25.506–85. Для данного 

типа образца и схемы его нагружения известен КИН и получена зависимость 

«нагрузка–смещение» (Р–v-диаграмма). Отсюда определяем с заданным допуском 

линейный участок изменения внешней нагрузки 0 ˆ
e

P P   и предел упругости по 

КИН при плоской деформации 1
ˆ

e
K K= . Используя формулу (3.16), находим по-

роговое значение ЛП в виде: 

 ( )
2

2 2 1

0
2 1* ˆ

e

e

L
P

 
 = −  +   

 
. (3.18) 

В случае плоского напряженного состояния 0
e

P P   и 

 

2

2 1

0
2*

e

e

L
P

 
 =  

 
. (3.19) 

Отметим, что предельный ЛП, определяемый по формулt (3.18) либо (3.19), как 

и модули упругости и предел упругости, является универсальной постоянной дан-

ного материала. При этом критический поток свободной энергии также является 

универсальной константой материала. Данные константы связаны условием (2.8). 

Рассмотрим бесконечную полосу шириной b c вырезом глубиной a, растягива-

емую вдоль оси x2 распределенной нагрузкой c постоянной интенсивностью P  

(см. рис. 1). 

КИН для такой схемы определяется по формуле Гросса [23]: 

1 1
K PL P aY= =  , 

где 
2 3 41.12 0.23 10.53 21.72 30.39 ; 0.7

a
Y

b
= −  +  −  +   =  . 

Из формул (3.10) и (3.16) находим для плоской деформации и плоского напря-

женного состояния выражения пределов упругости внешней нагрузки в виде: 

 
( )

0

22 1

*

ˆ e

e
P

Y a

 
=

 − + 
; 0

2

*

e

e
P

Y a

 
=


. (3.20) 

Таким образом, если известны материальные константы 
0

, ,
e

  * , то внешний 

предел упругости для данных размеров a, b находим по формулам (3.20). Этот пре-

дел одинаков для радиусов кривизны на отрезке 0 *    , следовательно, спра-

ведлив и для математического разреза. Используя формулы (3.20), можно решить 

обратную задачу: определить по найденному из эксперимента значению внешнего 

предела упругости величину пороговых ЛП и радиуса кривизны. При этом раз-
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меры a, b и материальные константы ,
e

   известны. В результате из (3.5) и (3.20) 

относительное пороговое значение радиуса кривизны определится по формулам 

 ( )
2 2

21*
ˆ*

ˆ e e

e e

PY PY

a

   
 = = − +  =       

. (3.21) 

Так как рассматриваются асимптотические вырезы, то 1*̂  , и из (3.21) сле-

дует, что относительные внешние пределы упругости на порядок превосходят  

пороговое значение радиуса кривизны. При этом внешний предел упругости плос-

кого деформированного состояния превосходит внешний предел плоского напря-

женного состояния. 

 

Заключение 

 

Представление потока свободной энергии в форме энергетического произведе-

ния (1.3) позволяет выделить трещиноподобные вырезы. Поток энергии через ДВ 

трещиноподобного выреза не зависит от его кривизны в тупиковой точке и совпа-

дает с потоком через кончик соответствующего математического разреза. При 

этом поток энергии может быть представлен в виде суммы двух инвариантных 

слагаемых, а именно потоков изменения формы и объема. 

Предложено обобщенное условие упругости в следующей форме: поток упру-

гой энергии формоизменения ограничен универсальной для данного материала  

величиной – пределом упругости потока. Данное условие позволяет установить 

значение ЛП (пороговое), соответствующее переходу от трещинообразных выре-

зов к технологическим, если известен предел упругости по КИН для данной гео-

метрии тела и схемы его нагружения, а также коэффициент Пуассона и предел 

упругости на растяжение.  

Универсальная связь между ЛП и радиусом кривизны в тупиковой точке тре-

щиноподобного выреза позволяет считать гладкие трещиноподобные вырезы  

одинаковой длины асимптотически эквивалентными, так как внешний предел 

упругости у них одинаков. При этом величины внутренних напряжений и значения 

удельной энергии формоизменения различны. Однако в пороговом вырезе удель-

ная энергия формоизменения не превосходит критерий Мизеса. Это позволяет на 

упругопластической стадии нагружения порогового выреза использовать класси-

ческие варианты теории пластичности. 
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