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Аннотация. Исследуются приближенные методы решения гиперсингулярных ин-

тегральных уравнений, полученных из внешней краевой задачи Неймана и внеш-

ней краевой задачи с импедансным условием для уравнения Гельмгольца в дву-

мерном пространстве. Следует указать, что в этих гиперсингулярных интегральных 

уравнениях участвует оператор, порожденный нормальной производной потенциа-

ла двойного слоя. Построенный А.М. Ляпуновым контрпример показывает, что для 

потенциала двойного слоя с непрерывной плотностью нормальная производная, 

вообще говоря, не существует, т.е. оператор, порожденный нормальной производ-

ной потенциала двойного слоя, не определен в пространстве непрерывных функ-

ций. Применяя метод регуляризации, рассматриваемые гиперсингулярные инте-

гральные уравнения внешней краевой задачи Неймана и внешней краевой задачи  

с импедансным условием для уравнения Гельмгольца приведены к слабо-

сингулярным интегральным уравнениям. Построив квадратурные формулы для од-

ного класса криволинейных интегралов, рассматриваемые интегральные уравнения 

мы заменяем системой алгебраических уравнений. Затем с использованием теоре-

мы Г.М. Вайникко о сходимости для линейных операторных уравнений доказано, 

что полученные системы алгебраических уравнений разрешимы единственным об-

разом и решения системы алгебраических уравнений сходятся к значению точного 

решения рассматриваемых гиперсингулярных интегральных уравнений в опорных 

точках. Указывается скорость сходимости метода.  
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Abstract. The paper studies approximate methods for solving hypersingular integral 

equations obtained from the Neumann external boundary value problem and from the ex-

ternal boundary value problem with the impedance condition for the Helmholtz equation 

in two-dimensional space. It should be pointed out that these hypersingular integral equa-

tions involve an operator generated by the normal derivative of the double layer poten-

tial. A counterexample built by A.M. Lyapunov shows that the normal derivative for a 

double layer potential with continuous density, generally speaking, does not exist, i.e., 

the operator generated by the normal derivative of the double layer potential is not de-

fined in the space of continuous functions. Using the regularization method, the consid-

ered hypersingular integral equations of the external Neumann boundary value problem 

and the external boundary value problem with the impedance condition for the Helmholtz 

equation are reduced to weakly singular integral equations. Having constructed quadra-

ture formulas for one class of curvilinear integrals, the integral equations under consider-

ation are replaced by a system of algebraic equations. Then, using G.M. Vainikko’s theo-

rem on convergence for linear operator equations, we prove that the resulting systems of 

algebraic equations are uniquely solvable, and the solutions to the system of algebraic 

equations converge to the value of the exact solution of the considered hypersingular in-

tegral equations at the reference points, and the rate of convergence of the method is in-

dicated. 

Keywords: Neumann boundary value problem, impedance boundary value problem, 

Helmholtz equation, integral equations method, curvilinear hypersingular integral, collo-

cation method 
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1. Введение и постановка задачи 

 

Известно, что в частных случаях (когда область является кругом, квадратом  

и др.) можно найти точное решение внешних краевых задач для уравнения Гельм-

гольца в двумерном пространстве. Однако во многих случаях невозможно найти 

точное решение внешних краевых задач для уравнения Гельмгольца. В связи  

с этим возникает интерес к исследованию приближенного решения таких краевых 

задач. Одним из методов решения внешних краевых задач для уравнения Гельм-

гольца является приведение к интегральному уравнению второго рода. Отметим, 

что основное преимущество применения метода интегральных уравнений к ис-

следованию внешних краевых задач заключается в том, что подобный подход 
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позволяет свести задачу, поставленную для неограниченной области, к задаче для 

ограниченной области меньшей размерности. 

Пусть 2D R  – ограниченная область с дважды непрерывно дифференциру-

емой границей L, а f, g и λ – заданные непрерывные функции на L. Рассмотрим 

следующие краевые задачи для уравнения Гельмгольца. 

Внешняя краевая задача Неймана. Найти функцию ( )( ) ( )DRCDRCu \\ 222  , 

обладающую нормальной производной в смысле равномерной сходимости, т.е. 

предел 

( )

( )
( ) ( )( )( )

0
0

lim ν , ν
ν h

h

u x
x gradu x h x

x →



= +


,  Lx , 

существует равномерно на L, удовлетворяющую уравнению Гельмгольца 

02 =+ uku  в DR \2
, условию излучения Зоммерфельда 
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равномерно по всем направлениям xx / , и граничному условию 
( )

( )
( )

ν

u x
f x

x


=


 на L, 

где ( )ν x  – единичная внешняя нормаль в точке ,Lx  Δ  – оператор Лапласа, k – 

волновое число, причем 0Im k . 

Внешняя задача с импедансным краевым условием. Найти функцию 
( )( ) ( )DRCDRCu \\ 222  , обладающую нормальной производной в смысле рав-

номерной сходимости, удовлетворяющую уравнению Гельмгольца в DR \2
, 

условию излучения Зоммерфельда на бесконечности и граничному  условию 

( )
( )

( ) ( ) ( )xgxux
x

xu
=+







 на L, где ( )( )Im λ 0k x  , Lx . 

Пусть функция ( )xu  является решением внешней краевой задачи Неймана для 

уравнения Гельмгольца. В работе [1. С. 116] показано, что неизвестные гранич-

ные значения ( ) ( )ψ ,x u x x L= 

 

удовлетворяют граничному интегральному 

уравнению второго рода  

 ψ ψK S f− = −  (1) 

и гиперсингулярному интегральному уравнению первого рода 

 ψT f K f= + , (2)  

где  
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Φ ( , )k x y  – фундаментальное решение уравнения Гельмгольца, т.е.  
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здесь 
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Неймана нулевого порядка, а 0,57721...C =  – постоянная Эйлера.  

Построенный А.М. Ляпуновым (см.: [2. С. 89–90]) контрпример показывает, 

что для потенциала двойного слоя с непрерывной плотностью нормальная произ-

водная, вообще говоря, не существует. Следовательно, оператор T не определен  

в пространстве ( )LC  всех непрерывных на кривой L функций с нормой 

( )φ max φ
x L

x
 
= . Кроме того, несмотря на разрешимость интегральных уравне-

ний (1) и (2), уравнение (1) имеет единственное решение тогда и только тогда, 

когда волновое число k не совпадает с собственным значением внутренней зада-

чи Дирихле, а уравнение (2) имеет единственное решение тогда и только тогда, 

когда волновое число k не совпадает с собственным значением внутренней зада-

чи Неймана. Однако в работе [1. С. 117] показано, что если функция ( )xu  имеет 

нормальную производную в смысле равномерной сходимости, то гиперсингуляр-

ное интегральное уравнение второго рода   

 ( )ψ ψ η ψ ηK i T Sf i f K f− − = − − + , (3) 

полученное из линейных комбинаций уравнений (1) и (2), разрешимо единствен-

ным образом в пространстве ( )Ν L  – линейном пространстве всех непрерывных 

функций ψ , потенциал двойного слоя с плотностью ψ  которых имеет непрерыв-

ные нормальные производные на обеих сторонах кривой L, где η 0  – произ-

вольное действительное число, причем ηRe 0k  . Следует указать, что внешнюю 

краевую задачу Неймана для уравнения Гельмгольца можно привести к различ-

ным интегральным уравнениям, приближенные решения которых исследованы  

в работах [3–6]. Уравнение (3) имеет то преимущество, что его решение является 

граничным значением решения внешней краевой задачи Неймана на L. При этом 

функция                                     

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )
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k y
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x y
u x y f y x y dl

y
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= − 
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 , DRx \2 , 
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является решением внешней краевой задачи Неймана, если ( )ψ Ν L  является 

решением гиперсингулярного интегрального уравнения (3). Кроме того, следует 

указать, что решение уравнения (3) является решением уравнения метода нулево-

го поля, полученного Уотерменом [7] для рассеяния акустических волн. 

Кроме того, в работе [1. С. 111] показано, что комбинация потенциалов про-

стого и двойного слоев  

( ) ( )
( )

( )
( )

Φ ,
Φ , η φ

ν

k

k y

L

x y
u x x y i y dl

y

  
= + 

  
 ,  DRx \2 , 

где η 0  – произвольное вещественное число, причем η Re 0k  , является ре-

шением краевой задачи для уравнения Гельмгольца с импедансным условием, 

если плотность φ есть решение гиперсингулярного интегрального уравнения  

 ( ) ( )1 ηλ φ η ηλ λ φ 2i K i T i K S g− − + + + = − . (4) 

Отметим, что в работе [8] дано обоснование метода коллокации для гиперсин-

гулярного интегрального уравнения внешней краевой задачи Неймана, а в рабо-

те [9] – метода коллокации для гиперсингулярного интегрального уравнения 

внешней краевой задачи с импедансным условием для уравнения Гельмгольца  

в трехмерном пространстве. Однако известно, что в трехмерном пространстве 

фундаментальное решение уравнения Гельмгольца имеет вид: 

( ) 3
exp

Φ ( , ) , , , ,
4π

k

ik x y
x y x y R x y

x y

−
=  

−
 

и поэтому интегральные операторы, участвующие в уравнениях (3) и (4), строго 

отличаются от интегральных операторов, участвующих в интегральных уравне-

ниях внешней краевой задачи Неймана и внешней краевой задачи с импедансным 

условием для уравнения Гельмгольца в трехмерном пространстве.  

Следует отметить, что в работе [10] исследованы приближенные методы ре-

шения одного класса гиперсингулярных интегральных уравнений внешней крае-

вой задачи Неймана для уравнения Гельмгольца. Здесь после дискретизации по-

лучаются гиперсингулярные интегральные уравнения с более простыми ядрами. 

Настоящая же работа посвящена исследованию приближенного метода решения 

гиперсингулярных интегральных уравнений (3) и (4) методом приведения их  

к слабосингулярному интегральному уравнению, что позволяет найти решение 

полученных уравнений в более широком пространстве и налагать более слабые 

условия на заданную функцию f. 

 

2. Обоснование метода коллокации для гиперсингулярного  

интегрального уравнения (3) 

 

Так как оператор T является неограниченным в пространстве ( )L  (см.: [1.  

С. 73]), то проведем регуляризацию уравнения (3). Пусть волновое число k0 не 

совпадает с собственными значениями внутренних задач Дирихле или Неймана 

(для этого достаточно выбрать любое значение k0 с 0Im
0
k ). В дальнейшем 

обозначим индексом «0» то обстоятельство, что параметр k, входящий в операто-

ры S, K
~

 и T, равен значению k0. Поскольку оператор 
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( ) ( ) ( ) ( )LLCKIKISA →+−−=
−−

:
~~ 1

0

1

000
 

представляет собой обратный оператор к ( ) ( )LCLT →:
0

 (см.: [1. С. 102]), урав-

нение (3) можно преобразовать к эквивалентному виду: 

 ψ ψA Bf+ = , (5) 

причем полученное уравнение рассматривается в пространстве ( )LC , где I – еди-

ничный оператор на ( )LC , 

( )( )0 0

1
ψ η ψ

η
A A K i T T I

i
= + − − ,   ( )( )0

1
η

η
Bf A S i I K f

i
= + + . 

Следует указать, что операторы S, K и T – T0 являются компактными в простран-

стве ( )LC  (см.: [1. С. 73–74]), а значит, и оператор A является компактным в про-

странстве ( )LC  (см.: [1. С. 105]). Однако, несмотря на обратимость операторов 

0

~
KI +  и 

0

~
KI − , явные виды обратных операторов ( ) 1

0

~ −

+ KI
 
и ( ) 1

0

~ −

− KI  неиз-

вестны, следовательно, неизвестны явные виды операторов A и B. 

Замечания 1. В работе [10] решение уравнения, полученного после дискрети-

зации, исследуется в пространстве ( )1,αC L , а на заданную функцию f налагается 

условие ( )0,βf C L , где ( )0,βC L  – пространство Гельдера с показателем β, 

( )1,αC L  – пространство непрерывно дифференцируемых функций, производная 

которых удовлетворяет условию Гельдера с показателем α, причем 0 α β 1   . 

Как видно, решение уравнения (5) исследуется в пространстве ( )LC  и заданная 

функция ( )LCf  . Это является одним из преимуществ применяемого метода. 

Для обоснования метода коллокации вначале построим квадратурные форму-

лы для ( )( ψ)A x  и ( )( ) ,Bf x x L . Предположим, что кривая L задана парамет-

рическим уравнением ( ) ( ) ( )( ),,
21

txtxtx =   bat , . Разобьем промежуток  ba,  на 

( ) dabMn /2
0

−  равных частей: 
( )

np
n

pab
at

p
,0, =

−
+= , где  

 
( )( ) ( )( ) ++=



2

2

2

1
,

0
max txtxM

bat

 
(см.: [11. С. 560]) и d – стандартный радиус (см.: [12. С. 400]). В качестве опор-

ных точек возьмем ( )τ px , np ,1= , где 
( )( )2 1

τ
2

p

b a p
a

n

− −
= + . Тогда кривая L 

разбивается на элементарные части: 
n

p

p
LL

1=

= , где ( ) 
ppp

ttttxL =
−1

: .

 
Известно, что (см.: [13]) 

(1)  np ,...,2,1 : )(~)( nRnr
pp

, где  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
ppppp

xtxtxxnr  −−=
−

,min
1

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
ppppp

xtxtxxnR  −−=
−

,max
1

, 

а запись ( ) ( )nbna ~  означает, что 
( )
( ) 21

C
nb

na
C  , где C1 и C2 – положительные 

постоянные, не зависящие от n;   
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(2)  np ,...,2,1 :  ( ) 2/dnR
p

 ; 

(3)  njp ,...,2,1,  :  ( ) ( )nrnr
pj

~ ;  

(4) ( ) ( )
n

nRnr
1

~~ ,  где ( ) ( )nRnR
p

np ,1

max
=

= , ( ) ( )nrnr
p

np ,1

min
=

= . 

В дальнейшем такое разбиение будем называть разбиением кривой L на «ре-
гулярные» элементарные части. 

Пусть ( )xL
d

 и ( )Γd x  – части соответственно кривой L и касательной прямой 

( )x  в точке Lx , заключенные внутри круга ( )xB
d

 радиуса d с центром в точ-

ке x. Кроме того, пусть ( )Γy x  – проекция точки Ly . Тогда 

( ) yxLCyxyx ~~
1

−−−
  

и  ( ) ( ) ( )xmesLCxmesL
dd


2

, 

где ( )LC
1

 и ( )2C L  – положительные постоянные, зависящие лишь от L (если L – 

окружность, то ( ) 2
1

=LC  и ( ) 2
2

=LC ). 

Поступая точно так же, как и в доказательстве леммы 2.1 работы [14], можно 
показать справедливость следующей леммы.   

Лемма 1. Существуют такие постоянные 0
0
C  и 0

1
C , не зависящие от n, 

для которых при   pjnjp  ,,...,2,1, , и 
j

Ly  справедливы следующие нера-

венства: 

( ) ( ) ( ) ( )0 1τ τ τ τp j p pC y x x x C y x −  −  − . 

Пусть

 
( ) ( )yxkH

i
yx

n

n

k
−= 1

,0
4

),( , Lyx , , yx  , 

где   

( ) ( ) ( ) ( )zNizJzH
nnn ,0,0

1

,0
+= ,   ( )

( )
( )

=








−
=

n

m

mm

n

z

m
zJ

0

2

2,0
2!

1
 

и  

( ) ( )
( )
( ) 

=

+

=








−








+








+=

n

m

mmm

l

nn

z

ml
zJC

z
zN

1

2

2

1

1

,0,0
2!

11

2
ln

2


. 

В работах [15] и [16] доказано, что выражения 

 ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2 2

1 2

1

2
τ Φ τ , τ τ τ τ

n
n

n p k p j j j j

j
j p

b a
S f x x x x x f x

n =


−
 = + , (6)

 

 ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2

1 2

1

Φ τ , τ2
ψ τ τ τ ψ τ

ν τ

n
n

k p j

n p j j j

j j
j p

x xb a
K x x x x

n x=


−
 = +


 , (7)

 

 ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2

1 2

1

Φ τ , τ2
τ τ τ τ

ν τ

n
n

k p j

n p j j j

j p
j p

x xb a
K f x x x f x

n x=


−
 = +


  (8)

 и  

( )( ) ( )( )0 ψ τ pn
T T x− =  
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( )

( )( )
( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

0

1

2 2

1 2

Φ τ , τ Φ τ , τ2

ν τ ν τ ν τ

τ τ ψ τ

n n
n

k p j k p j

j
p j j

j p

j j j

x x x xb a

n x x x

x x x

=


  −   = − 
   
 

  +


 

 

(9)

 

в опорных точках ( )τ , 1,px p n= , являются квадратурными формулами для ин-

тегралов ( )( )xSf , ( )( )ψK x , ( )( )Kf x  и ( )( )( )0 ψT T x−  соответственно, причем  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1,

max τ τp n p
p n

Sf x S f x
=

−  М1 ( )
ln

ω ,1/
n

f n f
n

 
+ 

 
, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max ψ τ ψ τ ω ψ,1/ ψp n p
p n

n
K x K x M n

n=

 
−  + 

 
, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max τ τ ω ,1/p n p
p n

n
Kf x K f x M f n f

n=

 
−  + 

 
 

и  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )0 0
1,

ln
max ψ τ ψ τ ω ψ,1/ ψp pnp n

n
T T x T T x M n

n=

 
− − −  + 

 
, 

где через ( )ω φ,δ  обозначен модуль непрерывности функции ( )φ C L , т.е.   

( )
δ

,

ω φ,δ max φ( ) φ( )
x y
x y L

x y
− 


= − , δ 0 . 

Пользуясь квадратурными формулами (6)–(9) получаем, что выражения    

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

ψ τ ψ τ
n

n p pj j

j

C x c x
=

=  (10) 

и 

( ) ( )( ) ( )( )
1

τ τ
n

n p pj j

j

G f x g f x
=

=  

в опорных точках ( )τ , 1,px p n= , являются квадратурными формулами для ин-

тегралов 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )0ψ ψ η ψ ψC x K x i T T x x= + − −  

и 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )η ηGf x Sf x i Kf x i f x= + +  

соответственно, причем справедливы следующие оценки: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max ψ τ ψ τ ω ψ,1/ ψp n p
p n

n
C x C x M n

n=

 
−  + 

 
, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max τ τ ω ,1/p n p
p n

n
Gf x G f x M f n f

n=

 
−  + 

 
, 

 
1 Здесь и далее через M будем обозначать положительные постоянные, разные в различ-

ных неравенствах.    
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здесь 

1−=
pp

c   при  np ,1= , 

( )

( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

0

2 2

1 2

Φ τ , τ Φ τ , τ2
η

ν τ ν τ

Φ τ , τ
τ τ

ν τ

n n

k p j k p j

pj

p j

n

k p j

j j

j

x x x xb a
c i

n x x

x x
x x

x

   −−   = +    
 


  +  +



 

при  njp ,1, = ,   jp  , 

и  ηppg i=   при  np ,1= , 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
2 2

1 2

Φ τ , τ2
Φ τ , τ η τ τ

ν τ

n

k p jn

pj k p j j j

p

x xb a
g x x i x x

n x

 −
   = + +
 
 

   

при  njp ,1, = ,  jp  . 

Через In обозначим единичную матрицу n-го порядка, а через Cn – простран-

ство n-мерных векторов ( )= n

n

nnn zzzz ,...,,
21

, ,Cz n

l


 
,,1 nl =  с нормой 

n

l
nl

n zz
,1

max
=

= , где запись 
a  означает транспонировку вектора a. Рассмотрим  

n-мерную матрицу ( )n

jppj

n kK
1,

0

0

~~
=

=  с элементами 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )0

0
2 2

1 2

0 при ,

Φ τ , τ2
τ τ при .

ν τ

n

k p jpj

j j

p

p j

x xk b a
x x p j

n x

=
 = −

 + 


 

Поступая точно так же, как и в работе [17], нетрудно доказать справедливость 

следующих двух лемм. 

Лемма 2. Если Im 0k  , то существует обратная матрица ( )
1

0

n nI K
−

+ , причем   

( ) ++=
−1

01

~
sup nn

n

KIM  

и ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

0
1,

1

ln
max τ τ ω ,1/

n

l l j l
l n

j

n
I K g x k g x M g n g

n

−
+

=
=

 
+ −  + 

 
 , 

где ( )LCg , а l jk +  – элемент l-й строки и j-го столбца матрицы ( ) 1

0

~ −

+ nn KI .  

Лемма 3. Если 0Im k , то существует обратная матрица ( ) 1

0

~ −

− nn KI , причем   

( ) +−=
−1

02

~
sup nn

n

KIM  

и ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

0
1,

1

ln
max τ τ ω ,1/

n

l l j l
l n

j

n
I K g x k g x M g n g

n

−
−

=
=

 
− −  + 

 
 , 
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где ( )LCg , а l jk −  – элемент l-й строки и j-го столбца матрицы ( ) 1

0

~ −

− nn KI .  

Пусть   

 ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0

0
2 2

1 2

0 при ,

2
Φ τ , τ τ τ при ,

pj n

k p j j j

p j

f b a
x x x x p j

n

=


= −
 + 



 (11) 

и    
= = =

+−



























−=

n

p

n

m

n

t

jttmmppljl
ckkf

i
a

1 1 1

0 ~~1


,    njl ,1, = . 

Теорема 1. Выражение  

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

ψ τ ψ τ
n

n l l j j

j

A x a x
=

=  (12) 

в точках ( )τ , 1,lx l n= , является квадратурной формулой для ( )( )ψA x , причем   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,

ln
max ψ τ ψ τ ω ψ,1/ ψl n l
l n

n
A x A x M n

n=

 
−  + 

 
. 

Доказательство. Так как 

( ) ( ) ( )0

1 1 1 1

1
ψ τ ψ (τ )

η

n n n n

n l l j j p p m m t t

j p m t

A x f k k c x
i

− +

= = = =

    
= −           

    , 

то справедливо представление 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1 1

0 0 0

1 1
0

0 0

1

1
ψ τ ψ τ ψ τ

η

ψ τ

l n l l

n

l j j

j

A x A x S I K I K C x
i

f I K I K C x

− −

− −

=

− = − − + −

− − + −
 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 1 1

0

0 0 0

1 1

1
ψ τ ψ τ

η

n n

l j j j p p

j p

f I K I K C x k I K C x
i

− − −
−

= =

 
− − + − + − 

 
   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0

0

1 1 1

1
ψ τ ψ τ

η

n n n

lj jp p pm m

j p m

f k I K C x k C x
i

−
− +

= = =

  
− + − −  

  
  

( ) ( )( ) ( )( )0

1 1 1 1

1
ψ τ ψ τ

η

n n n n

lj jp pm m m t t

j p m t

f k k C x c x
i

− +

= = = =

   
− −    

   
    .

 
Тогда, учитывая оценки погрешности квадратурных формул (6) и (10) и прини-

мая во внимание леммы 2 и 3, имеем 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1

0 0 0 0

ψ τ ψ τ

ln
ψ ω ψ,1/

l n lA x A x

n
M I K I K C I K I K C n

n

− − − −



− 

 
 − + + − + + 

 

 

( ) ( )( )

( )

1 1
0

0 0

1

0

1 1

ln
ψ ω ψ,1/

ln
ψ ω ψ,1/

n

l j

j

n n

l j jp

j p

n
M I K C I K C n f

n

n
M C C n f k

n

− −

 =

−


= =

 
+ + + + + 

 

  
+ + +  

   



 
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 ( ) 0

1 1 1

ln
ψ ω ψ,1/

n n n

l j jp pm

j p m

n
M n f k k

n

− +


= = =

   
+ +    

    
   . (13) 

Учитывая неравенства 

( )
ln

ω ψ,1/ ψ
n

K n M
n

 ,   ( )( )0

ln
ω ψ,1/ ψ

n
T T n M

n
−  , 

имеем: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0

ln
ω ψ,1/ ω ψ,1/ η ω ψ,1/ ω ψ,1/ ω ψ,1/ ψ

n
C n K n T T n n n M

n
 + − +  + . 

Известно (см.: [1. С. 92]), что для любого ( )LCg  уравнение 

0ρ ρK g+ =  

имеет единственное решение ( )*ρ C L . Тогда получаем, что 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 * 0 * 0 *ω ,1/ ω ρ ,1/ ω ρ ,1/ ω ,1/ ω ρ ,1/I K g n n g K n g n K n
−

+ = = −  + 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

* 0

1

0

ln ln
ω ,1/ ρ ω ,1/

ln
ω ,1/ .

n n
g n M g n M I K g

n n

n
g n M I K g

n

−




−



 + = + + 

 + +  

Аналогичным образом можно показать, что 

( )( ) ( )
1

0

ln
ω ,1/ ω ,1/

n
I K f n f n M f

n

−


−  + . 

Отсюда находим цепочку неравенств            

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

ln
ω ψ,1/ ω ψ,1/ ψ

n
I K I K C n I K C n M I K C

n

− − − −



− +  + + +         

( ) ( ) ( )
1

0

ln ln ln
ω ψ,1/ ψ ψ ω ψ,1/ ψ

n n n
C n M C M I K C M n

n n n

−

 


 
 + + +  + 

 
.  

 
Поступая точно так же, как и в работе [15], легко показать, что выражение 


=

n

j

lj
f

1

0  в точках ( )τ , 1,lx l n= , является квадратурной формулой для интеграла 

( ) 
L

yk
dlyx,2

0
, 

причем 

( )( )
0

0

1,
1

ln
max 2 Φ τ ,

n

k l y lj
l n

jL

n
x y dl f M

n=
=

−  . 

Следовательно, 

 ( )
0

0

1,
1

ln
max 2max Φ ,

n

lj k y
x Ll n

j L

n
f x y dl M

n=
=

 +  . (14) 

Кроме того, из леммы 2 и 3 очевидны неравенства 

 
1

1,
1

max
n

jp
j n

p

k M+

=
=

 ,   
2

1,
1

max
n

jp
j n

p

k M−

=
=

 . (15) 
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В результате, принимая во внимание полученные выше неравенства в (13), 
получаем доказательство теоремы. 

Аналогичным образом можно доказать следующую теорему. 
Теорема 2. Выражение  

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

τ τ
n

n l l j j

j

B f x b f x
=

=  (16) 

в точках ( )τ , 1,lx l n= , является квадратурной формулой для ( )( )Bf x , причем   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,

ln
max τ τ ω ,1/l n l
l n

n
Bf x B f x M f n f

n=

 
−  + 

 
, 

где 

0

1 1 1

1

η

n n n

l j l p p m mt t j

p m t

b f k k g
i

− +

= = =

   
= −     

   
   ,  , 1,l j n= . 

Теперь дадим обоснование метода коллокации для уравнения (5). Используя 
квадратурные формулы (12) и (16), уравнение (5) заменяем системой алгебраиче-

ских уравнений относительно n

lz -приближенных значений ( )( )ψ τ ,lx  1,l n= , 

которую запишем в виде: 

 ( ) nnnnn fBzAI =+ , (17) 

где ( )n
jljl

n aA
1, =

= , ( )n
jljl

n bB
1, =

= , fpf nn = , а ( ) nn CLCp →:  – линейный ограничен-

ный оператор, определяемый формулой ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
Τ

1 2τ , τ ,..., τn

np f f x f x f x=  

и называемый оператором простого сноса.  

Теорема 3. Уравнения (5) и (17) имеют единственные решения ( )*ψ C L  и 

*

n nz C  соответственно, при этом 
* *ψ 0n nz p− →  при →n  с оценкой ско-

рости сходимости    

( )* *

ln
ψ ω ,1/n n n

z p M f n
n

 
−  + 

 
. 

Доказательство. Отметим, что здесь мы будем использовать теорему  
Г.М. Вайникко о сходимости для линейных операторных уравнений [18], при 
этом воспользуемся обозначениями и необходимыми определениями и предло-
жениями из работы [18]. Проверим выполнение условий теоремы 4.2 работы [18]. 

В монографии [1. С. 117] показано, что ( )  0=+ AIKer . Очевидно, что операто-

ры nn AI +  фредгольмовы с нулевым индексом, и система операторов простого 

сноса  npP =  является связывающей для пространств ( )LC  и 
nC  [18. С. 6–7]. 

Тогда по определению 1.1 из [18] в силу теоремы 2 получаем, что BffB
P

nn → . 

Теперь покажем, что AIAI
PP

nn +→+ . Принимая во внимание способ разбиения 

кривой L на «регулярные» элементарные части и лемму 1, нетрудно показать, что 
выражение 

( )( )
1,

τ
n

n

m m t

t
t m

F x c
=


=  
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в точках ( )τ , 1,mx m n= , является квадратурной формулой для слабо сингулярно-

го интеграла  

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( )
( )

0
Φ , Φ ,Φ ,

2 η
ν ν ν

k kk

y

L

x y x yx y
F x i dl

y x y

  − 
 = +
   
 

 , Lx , 

причем 

( )( ) ( )( )
1,

ln
max τ τn

m m
m n

n
F x F x M

n=
−  . 

Следовательно, 

 
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

1, 1,
1

1,

max 1 max τ

1 max τ τ max .

n
n

mt m
m n m n

t

n

m m
x Lm n

c F x

F x F x F x M

= =
=

=

= + 

 + − + 


 (18) 

Принимая во внимание неравенства (14), (15) и (18), приходим к оценке 

n
n

j

n

jlj
nl

nn zMzazA = 
=

=
1

,1

max , nn Cz  . 

Пусть ψ ψ
P

n → . Тогда в силу теоремы 1 получаем, что 

( ) ( )( )

( ) ( )

ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ 0

n n n

n

n n n n n

n n

I A p I A

p M p A p p A

+ − + 

 − + − + − →
  

при →n , 

следовательно, по определению 2.1 из [18] имеем, что AIAI
PP

nn +→+ .  

Так как II n →  устойчиво по определению 3.2 из [18], то согласно предложе-

нию 3.5 и определению 3.3 из работы [18] осталось проверить условие компакт-

ности, которое вследствие предложения 1.1 из работы [18] равносильно условию 

 nz , 
nn Cz  , Mz n  , существует относительно компактная последователь-

ность   ( )LCzA n

n
  такая, что 

( ) 0→− n

n

nnn zApzA   при  →n . 

В качестве  n

n
zA  выберем последовательность   

( )( ) ( )
=

=
n

j

n

jj

n

n
zxaxzA

1

,  Lx , 

где 

( ) ( )0

1 1 1

1

η

n n n

j p pm m t t j

p m t

a x f x k k c
i

− +

= = =

   
= −     

   
   ,  nj ,1= , 

( ) ( )=
pL

ykp
dlyxxf ,2

0

0
,  Lx ,  np ,1= . 

Принимая во внимание способ разбиения кривой L на «регулярные» элемен-

тарные части и лемму 1, имеем 
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )

0 0

0

0 0

1 1

τ 2 Φ τ , Φ τ , τ

ln
2 Φ τ , , 1, .

p

l

n n

l p p l k l k l p y

p p L
p l

k l y

L

f f x x y x x dl

n
x y dl M l n

n

= =


−  − +

+  =

  



 (19) 

Кроме того, очевидно, что 

 ( ) ( ) Mdlyxxf
L

yk

n

p

p
 

=

,2
0

1

0 . (20) 

Так как 

( ) ( ) ( )0

1 1 1 1

1

η

n n n n
n n

n j jp p m m t t

j p m t

A z x f x k k c z
i

− +

= = = =

    
= −           

    , 

то, учитывая условие Mz n   и неравенства (15), (18) и (19), получаем, что 

( ) 0→− n

n

nnn zApzA    при  →n . 

Возьмем любые точки Lxx ,  такие, что δ / 2x x d − =  . Тогда, принимая 

во внимание неравенства (15) и (18) и поступая точно так же, как и в работе [16], 
можно показать, что 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( )

0 0

0 0

δ/2 δ/2

0 0

δ/2 δ/2

0 0

δ/2 δ/2

0 0

1

\

Φ , Φ ,

Φ , Φ ,

Φ , Φ ,

Φ , Φ , δ ln δ

n
n n n

n n j j

j

n

k k y

L

n n

k y k y

L x L x

n n

k y k y

L x L x

n n

k k y

L L x L x

A z x A z x M z f x f x

M z x y x y dl

M z x y d l M z x y d l

M z x y d l M z x y d l

M z x y x y d l M z

=

 

 

 

   −  − 

  − 

  + +

 + + +

 + − 





 

 

 ,

 (21) 

а значит,   ( )LCzA n

n
 .   

Относительная компактность последовательности  n

n
zA  следует из теоремы 

Арцеля. Действительно, равномерная ограниченность непосредственно вытекает 

из неравенств (15), (18) и (20) и условия Mz n  , а равностепенная непрерыв-

ность следует из оценки (21). Тогда, применяя теорему 4.2 из работы [18], полу-

чаем, что уравнения (5) и (17) имеют единственные решения ( )*ψ C L  и 

nn Cz 
*

 соответственно, причем    

3 * * 3δ ψ δn n

n nm z p M −  , 

где   

0sup/1
3

+= nn

n

AIm  ,   ( ) +=
−1

3
sup nn

n

AIM , 

( )( )*δ ψn n n n n

n I A p B f= + − . 
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В силу теорем 1 и 2 находим   

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

* *
1,

1 1

* *
1,

1 1

* *

δ max ψ τ ψ τ τ

max τ τ ψ τ ψ τ

ln
ω ,1/ ω ψ ,1/ ψ .

n n

n l lj j lj j
l n

j j

n n

l lj j lj j j
l n

j j

x a x b f x

Bf x b f x a x A x

n
M f n n f

n

=
= =

=
= =

 

= + − =

   
= − + −    

   

 
 + + + 

 

 

   

Так как ( )
1

*ψ I A Bf
−

= + , то  

( )
1

*ψ I A B f
−

 
 + . 

Кроме того, принимая во внимание оценку  

( )0

ln
ω ρ,1/ ρ

n
F n M

n
 , 

имеем 

( )
ln

ω ,1/
n

Bf n M f
n

 ,   ( )*

ln
ω ψ ,1/

n
A n M f

n
 . 

Следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( )* * *

ln
ω ψ ,1/ ω ψ ,1/ ω ,1/ ω ψ ,1/

n
n Bf A n Bf n A n M f

n
= −  +  , 

чем и завершается доказательство теоремы. 

Замечания 2. Как видно, если ( ) ( )β\f C L C L , то предложенный в работе [10] 

метод не дает возможности исследовать решение интегрального уравнения, по-

лученного после дискретизации рассматриваемого уравнения. Кроме того, если 

( )βf C L , то скорость сходимости данного метода равна ( )
β

ln 1
ω ,1/

n
f n

n n
+  ,  

а в работе [10] скорость сходимости метода составила 
β α

ln
,

n

n −
 т.е. в этом случае 

скорость сходимости данного метода является более сильной, чем скорость схо-

димости метода в работе [10], где 0 α β 1   . 

 

3. Обоснование метода коллокации для гиперсингулярного  

интегрального уравнения (4) 
 

Сначала проведем регуляризацию уравнения (4). Пусть волновое число k0 не 

совпадает с собственными значениями внутренних задач Дирихле или Неймана 

(для этого достаточно выбрать любое значение k0 с 0Im
0
k ). Обозначим индек-

сом «0» то обстоятельство, что параметр k, входящий в операторы S, K
~

 и T, ра-

вен значению k0. Поскольку оператор 

( ) ( ) 1

0

1

000

~~ −−

+−−= KIKISA  

представляет собой обратный оператор к T0, уравнение (4) можно преобразовать 

к эквивалентному виду (см.: [1. С. 111]): 
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 φ φA Bg+ = , (22) 

причем полученное уравнение рассматривается в пространстве ( )LC  , где 

( ) ( )( )0 0

1
φ 1 ηλ η ηλ λ φ

η
A A i I K i T T i K S

i
 = − − − + − + +
 

,     
0

2

η
Bg A g

i
= . 

Для обоснования метода коллокации вначале построим квадратурные форму-

лы для интегралов ( )( )φA x  и ( )( )xgB
~

, Lx . Разобьем L на «регулярные» эле-

ментарные части: 
n

j

j
LL

1=

= . Принимая во внимание построенные квадратурные 

формулы (6)–(9) для интегралов S, K, K
~

 и T – T0 соответственно и их оценки по-

грешности, нетрудно показать, что выражение    

( ) ( )( ) ( )( )
1

φ τ φ τ
n

n l l j j

j

C x c x
=

=  

в опорных точках ( )τ , 1,lx l n= , является квадратурной формулой для интеграла 

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )0

φ 1 ηλ φ

φ η φ ηλ φ λ φ ,

C x i x x

K x i T T x i x K x x S x

= − −

− + − + +
 

где       

( )( )1 ηλ τl l lc i x= −    при  1,l n= ,           

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

0

2 2

1 2

2
τ τ

Φ τ , τ Φ τ , τΦ τ , τ
η

ν τ ν τ ν τ

l j j j

n nn
k l j k l jk l j

l l j

b a
c x x

n

x x x xx x
i

x x x

−
 = − + 

   −    + +     
 

 

( )( )
( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
Φ τ , τ

ηλ τ λ τ Φ τ , τ
ν τ

n

k l j n

l l k l j

j

x x
i x x x x

x


+ +



  при njl ,1, = ,   jl  , 

причем  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max φ τ φ τ ω φ,1/ φl n l
l n

n
C x C x M n

n=

 
−  + 

 
. 

Пусть элементы 
0

jl
f , njl ,1, = , определяются формулой (11), l jk −  – элемент  

l-й строки и j-го столбца матрицы ( ) 1

0

~ −

− nn KI , l jk +  – элемент l-й строки и  

j-го столбца матрицы ( ) 1

0

~ −

+ nn KI , 

0

1 1 1

1

η

n n n

l j l p p m mt t j

p m t

a f k k c
i

− +

= = =

   
=     

   
   ,    njl ,1, = , 

0

1 1

2

η

n n

l j l p p m m j

p m

b f k k
i

− +

= =

  
= −   

  
  ,    njl ,1, = . 



Халилов Э.Г. Конструктивный метод решения  

45 

Поступая точно так же, как и в доказательстве теоремы 1, можно показать, что 

выражения  

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

τ τ
n

n l l j j

j

B g x b g x
=

=  (23) 

и 

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

φ τ φ τ
n

n l l j j

j

A x a x
=

=  (24) 

в точках ( )τ , 1,lx l n= , являются квадратурными формулами для ( )( )Bg x  и 

( )( )φA x  соответственно, причем   

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1,

ln
max τ τ ω ,1/l n l
l n

n
Bg x B g x M g n g

n=

 
−  + 

 
, 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1,

ln
max φ τ φ τ ω φ,1/ φ ω λ,1/ φl n l
l n

n
A x A x M n n

n =

 
−  + + 

 
. 

Используя квадратурные формулы (23) и (24), уравнение (22) заменяем си-

стемой алгебраических уравнений относительно n

lz  – приближенных значений 

( )( )φ τ , 1,lx l n= , которую запишем в виде: 

 ( ) nnnnn gBzAI
~~

=+ , (25) 

где ( )n
jljl

n aA
1,

~~
=

= , ( )n
jljl

n bB
1,

~~
=

=  и gpg nn = . 

Поступая точно так же, как и в доказательстве теоремы 3, можно показать 

справедливость основного результата данного раздела. 

Теорема 4. Уравнения (22) и (25) имеют единственные решения ( )*φ C L  и 

nn Cz 
*

 соответственно, при этом 
* *φ 0n nz p− →  при →n  с оценкой скоро-

сти сходимости    

( ) ( )* *

ln
φ ω ,1/ ω λ,1/n n n

z p M g n n
n

 
−  + + 

 
. 
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