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Аннотация. Работа посвящена моделированию напряженно-деформированного 

состояния элементов ультразвукового пьезопреобразователя при тестировании ма-

териалов. Рассматривается вопрос минимального веса пригруза ультразвукового 

пьезопреобразователя, не повреждающего поверхность тестируемого материала,  

с одной стороны, и его достаточность для обеспечения полного контакта инденто-

ра с поверхностью тела при гармоническом колебательном процессе – с другой. 

Для численного моделирования колебательного процесса предложена одномерная 

конечно-элементная модель системы «ультразвуковой пьезопреобразователь–

образец». Получен частотный набор резонансов в рассматриваемом диапазоне ча-

стот 15–30 кГц, который соответствует экспериментальным данным с расхождени-

ем не более 7%. 

Ключевые слова: импедансный метод, ультразвуковой пьезопреобразователь,  
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Abstract. The work is devoted to modeling the stress-strain state of the elements of  

an ultrasonic piezoelectric transducer (UPT). UPT is used in the impedance method for 

testing materials. 

The issue of the minimum weight of the load is being considered. For a harmonic oscilla-

tory process in the system, the weight of the load must be sufficient to ensure contact of 

the UPT indenter with the body surface. At the same time, the loading action should not 

damage the surface of the test sample. 

A mathematical formulation of the problem is formulated to describe the oscillatory pro-

cess of the “UPT-test sample” system after ensuring the contact of the UPT indenter with 

the surface of the material. A one-dimensional finite element model of the oscillatory 

system “UPT-test sample” is proposed. A frequency set of resonances in the frequency 

range of 15–30 kHz has been obtained. When comparing the simulation results with  

experimental data, the error is no more than 7%. 

Keywords: impedance method, ultrasonic piezoelectric transducer, mathematical formu-

lation, stress state, oscillatory system, resonances 
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Введение 

 

Импедансный метод определения неоднородностей в материале основан на 

регистрации изменения механического импеданса дефектного и бездефектного 

участков. Метод эффективен для контроля клеевых, диффузионных и паяных 

соединений [1]. Для возбуждения в конструкциях механических колебаний и 

снятия информативного сигнала используют преобразователи специальной кон-

струкции. Наиболее перспективная конструктивная схема ультразвукового пьезо-

преобразователя (УЗПП) импедансного типа – это одноосная схема [2, 3]. Насто-
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ящая работа рассматривает усовершенствованную одноосную схему УЗПП с до-

полнительно установленными датчиком силы и двумя датчиками ускорения.  

Вопросам математического моделирования УЗПП посвящено достаточное ко-

личество публикаций [3–5]. Моделирование работы УЗПП, как правило, прово-

дится исходя из потребностей оптимизации каких-либо параметров. При модели-

ровании пьезоактюаторов основными параметрами являются стабильность и 

предсказуемость механической реакции на сигнал управления, зависящие от 

свойств пьезоматериала [6]. При моделировании источников микроперемещений 

акцентом является определение эффективного режима передачи энергии испол-

нительному устройству [7, 8]. Моделирование работы УЗПП как источников 

энергии ставит перед исследователями проблему поиска оптимальной конструк-

тивной формы пьезолемента и несущих его элементов, в том числе и подложки, 

направленного на увеличение энергоэффективности [9]. При этом физико-

механические свойства подложки и конструктивное распределение масс оказы-

вают непосредственное влияние на амплитудно-частотную характеристику (АЧХ) 

колебательной системы и ее напряженно-деформированное состояние (НДС).  
 

 

Рис. 1. Схема проведения эксперимента с помощью УЗПП: 1 – корпус, 2 и 6 – центраторы, 

3 – многослойный пьезоактюатор АПМ-2-7, 4 – толкатель, 5 – упругость предварительного 

поджатия, 7 – датчик силы, 8 – смотровые окна, 9 – стальные щеки, 10 – гайка предваритель-

ного поджатия, 11 – стопорная гайка, 12 – индентор, 13 – пригруз, 14 – образец (нагрузка) 

Fig. 1. Scheme of the experiment using the UPT: (1) housing, (2) and (6) centralizers, (3) multilayer 

piezoactuator APM-2-7, (4) pusher, (5) preload elasticity, (7) force sensor, (8) viewing windows, 

(9) cheeks, (10) preload nut, (11) locking nut, (12) indenter, (13) preload, and (14) sample (load)  
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Также в расчет принимается возможность расширения полосы рабочих ча-

стот, что связано с определением резонансных режимов колебательной системы. 

Другая немаловажная особенность пьезоэлектриков – эффекты прямого и обрат-

ного пьезоэффекта. При этом электроупругие свойства самого пьезолектрика 

зависят как от его внутренних электрических характеристик, так и от характери-

стик внешней электрической цепи, подключенной к пьезоэлектрику. Изменение 

физико-механических характеристик также сказывается на общем НДС кон-

струкции и ее АЧХ [10]. 

Характерной особенностью использования пьезоматериала также является 

необходимость его предварительного механического нагружения [4]. Предвари-

тельное нагружение пьезоактюаторов обязательно как для устройств микропере-

мещений, так и для УЗПП, используемых в методах неразрушающего контроля. 

При этом возникающее НДС конструкции, как и свойства используемых кон-

струкционных материалов, определяют собственную амплитудно-частотную ха-

рактеристику УЗПП. Результирующая АЧХ УЗПП определяется единой, вместе  

с исследуемым образцом, многоконтурной колебательной системой.  

Предлагаемая постановка задачи рассматривает ультразвуковой пьезопре-

образователь как единую колебательную систему и учитывает физико-

механические свойства составляющих эту систему элементов. При этом НДС 

конструкции и АЧХ могут являться исходными данными для определения таких 

физико-механических свойств исследуемых материалов, как жесткость и модуль 

упругости [11, 12].  

На рис. 1 представлена схема проведения экспериментальных исследований 

образца с помощью УЗПП. Конструкция УЗПП излучателя состоит из корпуса (1) 

со смотровыми окнами (8), центраторов (2) и (6), многослойного пьезоактюатора 

АПМ-2-7 (3), толкателя (4), упругости предварительного поджатия (5), датчика 

силы (7), стальных щек (9), гайки предварительного поджатия (10), стопорной 

гайки (11), индентора (12). Также на рис. 1 цифрами обозначены пригруз (13) и 

образец (нагрузка) (14).  

 

Постановка задачи 

 

Рассмотрим область Ω, представленную набором подобластей Ωj, j = 1,2, …, k, 

соответствующих элементам конструкции УЗПП с упругими, вязкоупругими и 

пьезоэлектрическими характеристиками материалов (см. рис. 1). Считаем, что 

физико-механические процессы, происходящие в подобластях Ωj, можно адек-

ватно описать в рамках теорий упругости, вязкоупругости и электроупругости. 

Пусть Г = ∂Ω – граница области Ω, одного из элементов конструкции УЗПП;  

n = n(x) – вектор внешней единичной нормали к Г (x ∈ Г) [7, 8]. 

Для элементов с чисто упругими свойствами считаем, что состояние элемен-

та определяется вектор-функцией перемещений u = u(x, t). Тогда уравнение дви-

жения элемента имеет вид [13]:  

 (0)

, ,ρ ( ) ,i d i ij j ij j iu u f + −  + =  (1) 

где ui, ij – компоненты вектора перемещения и второго тензора напряжений 

Пиолы–Кирхгофа; (0)

,ij j  – начальные напряжения сред, полученные в результате 

предварительного статического нагружения, αd – первый коэффициент демпфи-
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рования по Релею (инерционный коэффициент); ρ = ρ(x) – плотность материала;  

fi = f(xi, t), при i = 1, 2, 3, – массовые силы; iu , iu  – вторая и первая производные 

по времени i компоненты вектора перемещения. 

Связь деформаций и перемещений рассматривается в виде: 

 , , , ,

1
= ( ),

2
ij i j j i k j k iu u u u + −  (2) 

где ij – компоненты тензора деформаций Грина; ui,j – частная производная  

i-й компоненты вектора перемещения u по направлению j. 

Для моделирования механического поведения линейно упругих элементов 

конструкции УЗПП качестве определяющих соотношений использован закон 

Гука: 

 = +2 ,ij ij ij    (3) 

 11 22 33θ ε ε ε div ,u= + + =  (4) 

где ij – символ Кронекера, μ, λ – параметры Ламе. 

Для вязкоупругого элемента (тестируемого материала в импедансном методе) 

моделирование напряженного состояния проводится по соотношениям вязко-

упругости 

  
0

σ ( )=λθ( )δ +2 ε ( ) ( τ) ( (τ)) τ,
t

ij ij ij ijt t G t R t e d− − φ  (5) 

 ij ij ije = − . (6) 

Здесь eij – компоненты девиатора деформаций, G – модуль сдвига, t – общее время 

наблюдения, τ – предшествующее моменту наблюдения время, R(t – τ) – функция 

влияния (ядро релаксации), убывающая при возрастании t – τ, φ – функция нели-

нейности материала.  

Моделирование механического поведения вязкоупругого элемента так же, как 

и для упругой среды, производится с использованием соотношений (1) и (2). 

Постановка задачи для электроупругого элемента (пьезоактюатора) разде-

ляется на механическую и электрическую составляющие. 

Для моделирования электрического поведения электроупругого элемента ис-

пользуются выражения (7)–(10): 

 ,

φ
φi i

i

E
x


= − = −


. (7) 

– связь между тензором деформаций ε и вектором напряженности электриче-

ского поля E с тензором напряжений σ и вектором электрической индукции D:  

 = ( + ) ,
E

ij ijkl kl d kl kij kc e E    −  (8)  

 ,
S

ij ikl kl ik kD e E=  +   (9) 

– уравнение приближения квазиэлектростатики: 

 , ,i iD =   (10) 

где 
E

ijklc  – упругие свойства, 
kije  – пьезоэлектрические свойства, 

S

ik  – диэлек-

трические свойства пьезоэлектрического материала, d  – второй коэффициент 

демпфирования по Релею (конструкционный коэффициент), σΩ – объемная плот-

ность электрических зарядов, причем σΩ = 0 [5]. 
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Подставляя в (1) и (10) определяющие соотношения (8), (9) и формулы (2) и (7), 

получаем итоговую систему дифференциальных уравнений электроупругости: 

 
(0)

, , ,ρ ( ( + )  ) ,
E

i d i ijkl k l d k l kij k ij j iu u c u u e f +  −  −  + =  (11) 

 ,, ,( ) ,
S

ikl k l ik k ie u +   =   (12) 

Граничные условия для элементов конструкции УЗПП подразделяются на ме-

ханические и электрические. 

Для задания электрических граничных условий считаем, что граница электро-

упругой среды P разделена на два участка: P = Pφ + PD.  

На границе Pφ нанесены электроды, которые питаются генератором напряже-

ния с выходным потенциалом V(t), т.е. 

 φ = ΦГ, ΦГ = V(t), x ϵ Pφ. (13) 

На границе электроупругого элемента PD, где нет электродов, задается поверх-

ностная плотность электрических зарядов σГ = σГ (x,t): n*∙D = –σГ, σГ = 0, x ϵ PD. 

Для формулировки общих механических граничных условий для упругого, вяз-

коупругого и электроупругого элементов предположим, что граница элемента Г 

разбивается на участки: Гu и Гσ. 

Для закрепленных поверхностей элементов запишем условие вида: 

 u(x, t) = 0, x ϵ Гu. (14) 

Для предварительно нагруженных поверхностей элементов конструкции 

УЗПП справедливо выражение 

 p(x, t) = n*∙σ(0), x ϵ Гσ, (15) 

а для свободных от нагрузки поверхностей справедливо выражение 

 (0)

, ,( ) 0,ij j ij j jn x Г + =  , (16) 

где p = n*∙σ(0) – трехмерный вектор напряжений на площадке с нормалью n [5]. 

Далее рассмотрим три вида механического нагружения: предварительное ста-

тическое, динамическое «без нагрузки», динамическое «с нагрузкой» (рис. 2). 

Начальные условия для динамических режимов – это НДС, полученное при 

предварительном статическом нагружении.  

Краевые условия для динамического нагружения в режиме «без нагрузки».  

Граничные условия. Рассмотрим упругий элемент Τ, через поверхность T3 ко-

торого УЗПП прикреплен к раме установки (см. рис. 2, а). 

Контактное взаимодействие индентора и образца отсутствует. Тогда гранич-

ные условия для динамического режима «без нагрузки»: 

 u (x, t) = 0, x ϵ T3. (17) 

Начальные условия. При t = 0 поле перемещений u и скоростей u  предполага-

ется заданным: 

 u(x, 0) = 0, (18) 

 ( , 0) 0.u x =  (19) 

Краевые условия для динамического нагружения в режиме «с нагрузкой».  

Граничные условия. Рассмотрим упругий элемент Κ (элемент индентора 

УЗПП) и вязкоупругий элемент Ѳ (элемент нагрузки в виде образца). В динами-

ческом режиме «с нагрузкой» УЗПП под действием своего веса и веса пригруза 

свободно опирается индентором на образец, который расположен на опорах  

(см. рис. 2, а). 
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Рис. 2. Виды испытания: а – общий вид эксперимента, b – режим «без нагрузки», 

с – режим «с нагрузкой» 

Fig.2. Types of testing: (a) general type of the experiment, (b) “no load” mode,  

and (c) “with load” mode 

 

На граничных поверхностях KГ и ѲГ отсутствует сцепление и имеет место 

условие непроникания:   

 ( ) ( ),u x u x
+ −

=  при x ϵ KГ, x ϵ ѲГ, (20) 

где u+ и u– – перемещения двух граничащих между собой контактных поверхно-

стей [7, 8]. 

Начальные условия для динамического нагружения в режиме «без нагрузки», 

как в (18) и (19). 

 

Результаты моделирования 

 

Конструкции УЗПП и образца моделировались в пакете прикладных про-

грамм ANSYS: 

–  статический анализ и оценки НДС элементов конструкций (предваритель-

ное нагружение) рассматривались на трехмерной модели; 
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–  динамический анализ процесса воздействия УЗПП на образец и сравнение 

результатов численного моделирования с результатами экспериментов рассмат-

ривались на одномерной модели. 

Трехмерный случай. Трехмерная конечно-элементная модель (КЭМ) включает 

УЗПП и образец (нагрузку). КЭМ конструкции состояла из 40 365 узлов и  

27 428 элементов. Для КЭМ конструкции УЗПП использовался тип элементов 

SOLID5, позволяющий учесть анизотропные свойства пьезоэлектрического мате-

риала ЦТС-46 для многослойного пьезоактюатора и датчика силы. Для клеевых 

соединений в конструкции пьезоактюатора использовался объемный тип элемен-

та SOLID45. Для остальных элементов конструкции УЗПП использовался объем-

ный тип элемента SOLID187.  

В КЭМ УЗПП введены контактные пары (типы элементов TARGE170 и  

CONTA174) между элементами конструкции: 

1) между упругостью предварительного поджатия и корпусом для учета все-

стороннего сжатия упругого элемента; 

2) между упругостью предварительного поджатия и толкателем для  учета по-

терь из-за сухого трения в контактной паре. 

В табл. 1 приведены справочные свойства материалов элементов конструкции 

УЗПП, используемые для моделирования. 

Т а б л и ц а  1  

Свойства материалов элементов конструкций 

Материал Плотность, кг/м3 Модуль упругости, Па Коэффициент Пуассона 

Сталь 7 800 2.1·1011 0.29 

ПММА 1 190 3·109 0.33 

Резина 1 200 2.7·106 0.49 

Эпоксидный клей 1 250 5·1010 0.4 

 

В состав УЗПП входит многослойный пьезоактюатор, который состоит из се-

ми однотипных блоков. Блоки соединены эпоксидной смолой. При этом каждый 

блок состоит из 50 внутренних слоев. Поляризация каждой поры слоев в блоке 

ориентирована в противоположном направлении друг к другу. Данные о свой-

ствах пьезокерамического материала ЦТС-46, используемого при изготовлении 

многослойного пьезоактюатора, взяты из [6]. 

В реальных условиях элементы конструкции УЗПП (2)–(9) вставлены в кор-

пус (1) и сжаты гайкой предварительного поджатия (10) с усилием 200 Н  

(см. рис. 1). В КЭМ элементы (2)–(9) склеены между собой, с дном стакана кор-

пуса и внутренней поверхностью гайки (10). Между стержнем толкателя (4) и 

упругостью (10), также между боковой внутренней поверхностью корпуса (1) и 

упругостью (10) введены контактные пары.  

При статическом преднагружении многослойного пьезоактюатора в кон-

струкции УЗПП зоной максимальной интенсивности напряжений является зона 

смотровых окон корпуса УЗПП при σmax = 8.9∙107 Па (рис. 3, а).  

При статическом нагружении образца с помощью УЗПП зона контакта инден-

тора и образца является зоной максимальной интенсивности напряжений при  

σmax = 1.1∙107 Па (рис. 3, b). Результаты анализа НДС элементов УЗПП и образца 
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демонстрируют, что выбранные материалы элементов конструкции работают  

в зоне упругости. 
 

 
a 

 
b 

Рис. 3. Результаты численного моделирования. Трехмерный случай:  

а – НДС конструкции УЗПП; b – НДС образца (нагрузки) 

Fig. 3. Modeling results (3D case): (a) stress-strain state of the UPT design;  

(b) stress-strain state of the sample (load) 
 

Рассматриваемая конструкция УЗПП имеет осевое направление перемещений 

подвижных элементов. Нормальные и тангенциальные нагрузки на боковые по-

верхности отсутствуют. Таким образом, есть основания для одномерного моде-

лирования динамики УЗПП. 

Одномерный случай. Одномерная КЭМ модель включает УЗПП и образец 

(нагрузку). Каждый элемент конструкции описан одним одномерным конечным 
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элементом LINK1, учитывающим площадь поперечного сечения, длину и пара-

метры выбранного материала элемента конструкции. Пригруз и индентор учтены 

в качестве сосредоточенной массы элементом MASS21.Рассмотрено два расчет-

ных случая (см. рис. 2): 

1. Работа УЗПП без нагрузки (образца), т.е. в режиме короткого замыкания 

(КЗ). 

2. Работа УЗПП с нагрузкой (образцом) в виде пластинки, работающей на из-

гиб. 

Для каждого рассмотренного случая граничные условия для элементов кон-

струкции УЗПП, которые находились внутри корпуса, были одинаковыми, отли-

чались только внешние граничные условия. 

В первом рассмотренном случае перемещения узла верхней части корпуса 

УЗПП были нулевыми по всем осям (см. рис. 2, b).  

Во втором рассмотренном случае нагрузка (образец) располагается на двух 

зафиксированных опорах, индентор УЗПП оперт на образец по центральной оси, 

а боковая поверхность корпуса радиально ограничена в движении, т.е. у корпуса 

есть только осевое перемещение. При этом на верхнюю грань корпуса действует 

постоянная вертикальная сила пригруза 6 Н, прижимающая УЗПП к нагрузке 

(образцу) (см. рис. 2, с). Для моделируемой системы на основе доминирующей 

частоты колебаний, выявленной при модальном анализе, введен коэффициент 

конструкционного демпфирования  = 7.2∙10–7. 

Т а б л и ц а  2  

Сравнение результатов экспериментальных исследований и численного решения 

Вид  

испытания 

№ резо-

нанса 

Частота 

(эксперимент), 

кГц 

Частота 

(расчет), 

кГц 

Отклонение, 

% 

Амплитуда 

(эксперимент),  

м 

Амплитуда 

(расчет), 

м 

Без 

нагрузки 

(КЗ) 

1 15.5 16.45 6.1 1.13∙10–8 1.25∙10–7 

2 21.5 20.77 3.4 2.74∙10–8 1.5∙10–6 

3 26 27.65 6.3 3.7∙10–8 8∙10–7 

С нагруз-

кой 

1 – 16.1 – – 28∙10–8 

2 21.9 22.8 4.1 6.4∙10–8 4.8∙10–6 

 

В табл. 2 приведены результаты численного расчета в сравнении с экспери-

ментальными данными. Анализ результатов эксперимента и расчета показал хоро-

шее согласование по резонансным частотам, отклонение составляет не более 7%. 

Но величины амплитуд перемещения толкателя УЗПП на данных резонансных 

частотах различаются для эксперимента и расчета. По мнению авторов, причина 

несогласования величин амплитуд перемещения состоит в стандартном подходе 

при выборе коэффициента демпфирования для моделируемой системы. Данный 

вопрос требует дополнительных исследований. 

 

Заключение 

 

Полученные результаты позволяют сделать следующие выводы: 

1. Приведенная математическая постановка задачи учитывает влияние началь-

ного напряженного состояния пьезопакета УЗПП на амплитудно-частотные и 
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резонансные характеристики колебательной системы при взаимодействии с по-

верхностью испытуемого материала в импедансном методе. 

2. Результаты расчетов по одномерной модели динамического взаимодействия 

УЗПП с материалом показывают согласование с результатами эксперименталь-

ного определения резонансных частот импедансного метода тестирования мате-

риалов с разницей не более 7%. 

3. Существенное различие расчетных и экспериментальных резонансных ам-

плитуд можно объяснить необходимостью подбора подходящей модели демпфи-

рования в колебательной системе «УЗПП–образец». 
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