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Аннотация. Предложен и реализован новый сеточный вариант метода коллокации 
и наименьших квадратов с полиномами седьмой степени (C3-МКНК7), обладающий 
непрерывностью вплоть до третьих производных кусочно-полиномиального решения 
в смысле наименьших квадратов. C3-МКНК7 принципиально отличается от преды-
дущих версий МКНК отсутствием условий согласования, в которых в явном виде  
в нескольких точках на границах между соседними ячейками требовалась непре-
рывность решения и его производных. Приведены значения точности и порядка 
сходимости C3-МКНК7 при численном решении двумерных краевых задач для 
бигармонического уравнения в квадратной области и области с криволинейной 
границей. Показаны преимущества C3-МКНК7 над предыдущими вариантами 
МКНК. 
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Введение 

 
Краевые задачи для бигармонического уравнения четвертого порядка встре-

чаются в различных разделах механики сплошных сред, например в теории 
Кирхгофа–Лява изгиба пластин [1] и гидродинамике при малых числах Рейнольд-
са [2]. Главной особенностью и одновременно сложностью решения таких задач 
является наличие высоких производных, входящих как в само уравнение (четвер-
тый порядок), так и в граничные условия (вплоть до третьего порядка) [1], что 
приводит к плохой обусловленности [2–4]. 

Известно несколько основных способов численного решения бигармонического 
уравнения. Первый из них связан с непосредственной дискретизацией исходной 
задачи в сильной постановке. Так поступают, например, в коллокационных (псев-
до) спектральных методах (КМ) [3–5] и методах конечной разности (МКР) [6]. 
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Другой подход основан на сведении бигармонического уравнения к системе, со-
стоящей из двух уравнений с частными производными (УЧП), в которых порядок 
старших производных равняется двум [1, 2, 7]. Однако в этой ситуации может 
возникнуть дополнительная работа с краевыми условиями [2]. Наконец, в методе 
конечных элементов (МКЭ) ставится слабая постановка задачи, что приводит  
к понижению порядка старшей производной исходного решения в обновленном 
УЧП с возможностью использовать элементы второго или даже первого порядка [8]. 

Отметим, что, несмотря на хорошо проработанную технику решения линейных 
УЧП четвертого порядка МКР [2, 6] и МКЭ [8] существует не так много опубли-
кованных результатов интегрирования бигармонического уравнения в нерегу-
лярных областях и со сложными граничными условиями с помощью этих мето-
дов [3]. Кроме того, в КМ по сравнению с МКЭ уменьшаются временные затраты 
на формирование системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) за счет 
отсутствия процедуры интегрирования, а также в некоторых случаях количество 
ненулевых элементов матрицы СЛАУ у КМ меньше [9]. Таким образом, КМ об-
ладают своими достоинствами, выраженными прежде всего простотой применения 
и вычислительными аспектами. Однако решение УЧП высокого порядка в сильной 
постановке с помощью КМ может привести к матрице СЛАУ с достаточно боль-
шим числом обусловленности [3, 4], особенно в случае использования полиномов 
высоких степеней. Поэтому в таких ситуациях целесообразно использовать и ис-
следовать влияние различных предобусловливателей [10], а также решать СЛАУ 
численными методами линейной алгебры, которые не ухудшают число обуслов-
ленности исходной матрицы, например ортогональными. 

Метод коллокации и наименьших квадратов (МКНК) [4, 5, 11, 12] является 
одним из представителей КМ. Его принципиальное отличие от многих других 
заключается в необходимости решения переопределенных СЛАУ, состоящих из 
уравнений коллокации, условий согласования и краевых условий. При ее реше-
нии большую роль играют значения весовых множителей, на которые домножа-
ются уравнения приближенной задачи. Они влияют на точность решения, ско-
рость сходимости метода итераций по подобластям решения глобальной СЛАУ и 
ее обусловленность [11, 12]. В настоящий момент в МКНК поиск оптимальных 
значений весовых коэффициентов проводится экспериментальным путем. Для 
каждой задачи и вида используемых полиномиальных пространств это своя от-
дельная и непростая история. Про подобные проблемы выбора весовых множи-
телей также указано и в других работах, например в [13, 14]. 

Для решения бигармонического уравнения сеточным КМ требуется склеивать 
производные приближенного решения вплоть до третьего порядка на границах 
между соседними ячейками [4, 15]. При этом в МКНК возникает четыре весовых 
множителя [4], а в сумме с весовыми коэффициентами уравнений коллокации и 
краевых их количество равняется семи. В работе [11] показана сильная чувстви-
тельность числа итераций сходимости решения глобальной СЛАУ в зависимости 
от значений весовых множителей условий согласования в случае, когда в МКНК 
применялись полиномы четвертой степени для аппроксимации бигармонического 
уравнения. Очевидно, что построение варианта МКНК без условий согласования 
заметно снизит зависимость численного решения от значений весовых множите-
лей, которых станет еще и меньше. 
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Цель данной работы – построение МКНК с автоматической склейкой решения 
и его производных вплоть до третьего порядка, который позволит решить дву-
мерное бигармоническое уравнение в сильной постановке. На сегодняшний день 
в ряде случаев уже разработаны различные варианты КМ, основанные на сплайн-
аппроксимации, для УЧП, содержащих старшие производные второго порядка. 
Так, в работе [16] построен КМ с использованием полиномов второй степени для 
решения уравнений Пуассона и Гельмгольца. В [7] КМ с полиномами второй 
степени применялся для решения бигармонического уравнения, которое было 
сведено к системе, состоящей из двух УЧП второго порядка. В настоящей статье 
разработан новый вариант МКНК решения краевых задач для бигармонического 
уравнения без перехода к системе, принципиально отличающийся от предыду-
щих (см.: [4, 5, 11] и цитируемые там работы): 

– отсутствием условий согласования; 
– наличием в качестве неизвестных (степеней свободы) решения и его произ-

водных в вершинах прямоугольных ячеек, связанных прямоугольной матрицей 
перехода к коэффициентам полиномиального разложения. 

Отметим, что в предыдущих работах по применению МКНК для решения 
бигармонического уравнения (см.: [4, 5, 11] и цитируемые там работы) неизвест-
ными при решении глобальной переопределенной СЛАУ выступали как раз ко-
эффициенты полинома, а в данной работе – отмеченные выше значения решения 
и его производных в вершинах ячеек сетки. Численно установлено: чтобы получить 
прямоугольную матрицу глобальной СЛАУ и прямоугольную матрицу перехода 
с конечным числом обусловленности и склейкой решения вплоть до третьих 
производных на сетке с прямоугольными ячейками, необходимо использовать 
пространства полиномов седьмой степени. Поэтому такой вариант МКНК назо-
вем C3-МКНК7. Для решения задачи в области с криволинейной границей здесь 
применялся сеткопостроитель из статьи [5]. 

 
Постановка задачи и описание численного метода 

 
Рассмотрим бигармоническое уравнение на примере его приложения к теории 

Кирхгова–Лява изгиба пластин [1] в двумерной области Ω, имеющее следующий 
вид: 

 4 4 4

4 2 2 42 , ( , ) ,w w w q
x y

Dx x y y

  
+ + = 

   
 (1) 

где w(x, y) – прогиб изотропной пластины при изгибе поперечной нагрузкой  

q(x, y), 
3

212(1 )
Et

D =
−

 – жесткость пластины при изгибе, t = const – толщина,  

E = const и ν = const – модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала соответ-
ственно. 

Дополним (1) краевыми условиями защемления [1] 
 

0, 0, ( , ) ,w
w x y


= = 

n
 (2) 

или шарнирного закрепления 
 2 2

1 2 1 20, 2 0, ( , ) ,n x y xyw M M n M n M n n x y= = + + =   (3) 
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где 1 2( , )n n=n  – внешняя единичная нормаль к границе области  , 
2 2

2 2x

w w
M D

x y

  
= − +  

  
, 

2 2

2 2y

w w
M D

x y

  
= −  + 

  
, 

2

(1 )xy

w
M D

x y


= − + 

 
. 

Задача данного исследования заключается в разработке нового сеточного вари-
анта МКНК без условий согласования, позволяющего численно решить краевые 
задачи (2) и (3) для (1) в квадратной области и области с криволинейной грани-
цей областях. 

Для построения расчетной сетки в случае областей с криволинейной границей 
используется подход из [5]. Кратко приведем основные его моменты. Поместим 
область Ω в прямоугольник и покроем его сеткой, состоящей из N × N прямо-
угольных ячеек. Граничными нерегулярными ячейками будем называть ячейки, 
имеющие непустое пересечение с   и не совпадающие с исходными материн-
скими прямоугольными ячейками, которые содержат их внутри себя. Если центр 
материнской ячейки находится внутри Ω, то такие ячейки считаются самостоя-
тельными, иначе – несамостоятельными (см. ячейки с номерами 1–5 на рис. 1).  
В качестве решения в каждой фиксированной точке несамостоятельных ячеек 
принимается решение, продолженное из самостоятельной ячейки, центр которой 
находится ближе всего к рассматриваемой точке. Так, например, на рис. 1 реше-
ние из ячейки с номером 6 продолжается в светло-серую область несамостоя-
тельной ячейки 4, из ячейки номер 7 – в темно-серую ее область. 

 

 
Рис. 1. Пример расчетной сетки в кольце в МКНК при N × N = 4 × 4, где символ «»  

означает точки коллокации, «□» – точки записи краевых условий, «○» – центры  
материнских ячеек, включающих нерегулярные несамостоятельные ячейки 

Fig. 1. Example of a calculation grid in a ring in the LSCM at N × N = 4 × 4 where  
the symbol  means collocation points, □ are points of boundary condition records,  

and ○ are centers of mother cells including irregular nonautonomous cells 
 

В каждой j -й самостоятельной ячейке, 1,..., cellsj N= , где cellsN  – их количе-
ство, введем локальную систему координат 

 
1 2

1 2

, ,c cx x y y

h h

− −
 =  =  (4) 

где ( , )c cx y  – центр j-й прямоугольной ячейки, 1 22 ,2h h  – ее размеры. 
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В каждой j-й ячейке приближенное решение представляется в виде: 
 1

1 2

1 2
1 2

77

1 2 , 1 2 1 2
0 0

( , ) ( , ( , ))
i

i ih

i i j j j

i i

w c
−

= =

  =   =   c v , (5) 

где 
1 2 ,i i jc  – 36 неизвестных коэффициентов, 

1 200, 01, , 70,( , ,..., ,..., )j j j i i j jс c c c =c , 
1 2 7

1 2 2 1 2 1( , ) (1, ,..., ,..., )i i

j

  =    v . 
Будем искать приближенное решение в виде совокупности его значений и зна-

чений всех его производных вплоть до третьего порядка в каждом узле (вершине) 
самостоятельных прямоугольных ячеек. Прямоугольная матрица перехода tA  
размера 40 × 36 позволяет перейти от коэффициентов разложения 

1 2 ,i i jc  в (5)  
к необходимым значениям в узлах посредством решения следующей переопреде-
ленной СЛАУ: 

 ,1 ,1 ,1 ,1 ,2 ,2 ,4 ,4
, , , , ,( , , ,..., , ,..., ,..., ,..., ) ,h h h h h h h h

t j j j x j y j yyy j j yyy j j yyy jw w w w w w w w = =A c w

 
(6) 

где цифра в верхнем индексе после h обозначает значение в одном из четырех 
узлов, буквенный нижний индекс – частную производную, например 

3
,1 1 1

, 1 22 ( , )
h

h

xxy j

w
w

x y


=  
 

, 1 1
1 2( , )   – локальные координаты первого из четырех узлов 

ячейки. Вектор 
jc  из (6) определяется в смысле наименьших квадратов и равен 

1
j j

− =c R Q w , где QR  – QR-разложение матрицы tA : t =A QR , Q  – матрица  
с ортогональными столбцами размера 40 × 36, R  – верхнетреугольная матрица 
размера 36 × 36. 

Отметим, что наличие локальной системы координат (4) влечет за собой оди-
наковые координаты узлов каждой ячейки и одинаковый вид матриц перехода tA . 
При попытке использовать для аппроксимации (5) полиномы более низкой сте-
пени оказывается, что итоговая СЛАУ имеет неполный ранг, а в случае примене-
ния полиномов более высокой степени матрица tA  становится недоопределен-
ной. В обоих этих вариантах решение адекватно не удавалось найти. 

Для определения 
jw  в узлах сетки в каждой ячейке выписываются уравнения 

коллокации и краевые условия, если ячейка является граничной. Пусть точка 
коллокации в j-й самостоятельной ячейке имеет координаты 1 2( , )с c  . Тогда 
подстановка приближенного решения (5) в уравнение (1), умноженное на весовой 
множитель cp , в этой точке дает следующее выражение: 

 1
1 2

1 2
1 2

74 4 4 7

, 1 24 4 2 2 2 2 4 4
0 01 1 1 2 1 2 2 2

1 1 12
i

i i

c i i j c c c

i i

q
p c p

Dh h h h

−

= =

   
+ +   = 

    
 . (7) 

Обозначим вектор размера 36, элементами которого являются 1 2
1 2
i i

c c  , через v , 
а векторы, составленные из четвертых производных 1 2

1 2
i i
   в точке 1 2( , )с c   по 1  

четырежды, по 1  и по 2  дважды, по 2  четырежды, через 
4

4
1




v , 

4

2 2
1 2



 
v  и 

4

4
2




v  

соответственно. Тогда уравнение (7) с учетом 1
j j

− =c R Q w  можно переписать в виде: 
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4 4 4
1

4 4 2 2 2 2 4 4
1 1 1 2 1 2 2 2

1 1 1, 2c j c

q
p p

Dh h h h

−    
+ + = 

    
R Q w v v v . (8) 

Преобразуем левую часть уравнения (8), перенося операцию умножения на 
матрицу 1− 

R Q  во второй аргумент скалярного произведения, в результате чего 
получим следующее уравнение на неизвестные значения решения и его произ-
водных в узлах j-й ячейки: 

 4 4 4
1

4 4 2 2 2 2 4 4
1 1 1 2 1 2 2 2

1 1 1, ( ) 2c j c

q
p p

Dh h h h

− 
    

+ + =        
w Q R v v v . (9) 

В каждой самостоятельной ячейке выписываются уравнения коллокации (9)  
в точках, которые являются прямым произведением множеств, состоящих из 
корней полиномов Лежандра четвертой степени (см. рис. 1). 

Аналогичным образом выписываются уравнения в граничных ячейках. Так, 
например, если точка границы области   имеет локальные координаты 1 2( , )b b  , 
вектор v состоит из элементов 1 2

1 2
i i

b b  , то краевое условие для первого уравнения (2) 
будет иметь вид: 

 ( )
0

1, ( ) 0b jp −  =w Q R v , (10) 
где 

0bp  – весовой множитель первого уравнения (2) или (3). 
Для записи краевых условий в граничной ячейке по алгоритму из [5] выбира-

ется часть границы области, на которой в зависимости от количества соседних 
самостоятельных ячеек 

neighN  равномерно расставляется 4(4 )neighN−  точек. 
Объединяя уравнения коллокации и краевые условия в каждой ячейке, полу-

чим глобальную переопределенную СЛАУ, для решения которой используется 
диагональный предобусловливатель [10] и прямой ортогональный метод, реали-
зованный в библиотеке SuiteSparse [17] с возможностью распараллеливания на 
графических процессорах с помощью технологии CUDA. 

 

Результаты численных экспериментов 
 

В представленных ниже результатах численных экспериментов погрешность 
вычислялась по следующим формулам: 

 
2

2

1,...,1001,...,

1,...,1001,...,

max max | ( , ) ( , ) |

max max | ( , ) |

h ex

i i i i
ij Nw

r ex

i i
ij N

w x y w x y

E
w x y

==



==

−

= , (11) 

где ,h exw w  – приближенное и точное решение задачи соответственно, ( , )i ix y  – 
равномерно распределенные в j-й ячейке точки. В точках, не принадлежащих 
области Ω, погрешность не вычислялась. 

Порядок сходимости определялся по формуле 
 

2
2

1

1
2

2

log

log

E

E
R

N

N



= , (12) 
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где 1 2,E E
 

 – погрешности (11) на сетках с общим количеством неизвестных 
N1 и N2 соответственно. 

 

Пример 1 

 

Рассмотрим квадратную шарнирно закрепленную (3) пластину 2(0,1) = , на 
которую действует нагрузка ( , ) 0.1sin( )sin( )q x y x y=   . В таком случае прогиб 
пластины определяется следующим выражением [1]: 

 
4

( , )( , )
4
q x y

w x y
D

=


. (13) 

На рис. 2 приведены результаты сходимости C3-МКНК7 и hp-варианта (hp-
МКНК) из работы [5], в котором также использовались полиномы седьмой сте-
пени (5) для аппроксимации бигармонического уравнения (1), где ,n DOF=  
DOF– общее количество степеней свободы, т.е. неизвестных, используемых  
в вариантах МКНК для определения решения, 1 2,C C const= . В работе [4] были 
продемонстрированы достоинства h-, p- и hp-МКНК по сравнению с МКР [2], 
МКЭ [8] и спектральными методами [3, 15, 19] на примерах решения различных 
краевых задач для бигармонического уравнения в нерегулярных областях. Пара-
метры C3-МКНК7 были взяты следующими: 2 2

1 2cp h h= , весовые множители перед 

первым и вторым уравнениями (3) равнялись 
0 2

1 21,b b

h h
p p

D
= = . В hp-МКНК [5] 

2 2
1 2cp h h= , 

0 2

1 21,b b

h h
p p

D
= = , весовые коэффициенты условий согласования пе-

ред решением, первой, второй и третьей производными по нормали между сосед-
ними ячейками полагались равными 

0 1 2 31 2 1 21, 0.12, , 0.125m m m mp p p h h p h h= = = =  
соответственно. Глобальная СЛАУ в hp-МКНК решалась с помощью метода ите-
раций по подобластям [11]. 

 

 
а 

 
b 

Рис. 2. Сходимость C3-МКНК7 (△) и hp-МКНК [5] (○) в примере 1 (а)  
и C3-МКНК7 (△) в примере 2 (b) 

Fig. 2. Convergence of the (a) C3-LSCM7 (△) and hp-LSCM [5] (○) in example 1  
and (b) C3-LSCM7 (△) in example 2 
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Из рисунка видно, что в C3-МКНК7 достигаются лучшие значения погрешности 
rE


 по сравнению с hp-МКНК, а также порядок сходимости C3-МКНК7 здесь 

выше и равен приблизительно 8. Отношения количества уравнений к количеству 
неизвестных в СЛАУ в двух методах отличаются совсем немного: степень пере-
определения СЛАУ в C3-МКНК7 равнялась приблизительно 1.6, а в hp-МКНК – 1.8. 

Исследуем число обусловленности матриц A глобальных СЛАУ в C3-МКНК7 и 
влияние диагонального предобусловливателя [10]. В этом примере на сетке 10 × 10 
(DOF = 1 210) число обусловленности в спектральной норме 2 ( ) 9.97 8cond e= +A ,  
а с применением предобусловливания 2 ( ) 9.54 8.cond e= +A  Аналогичная картина 
с точки зрения отсутствия разницы между значениями 2 ( )cond A  также наблюда-
лась в примере 2. Числа обусловленности матриц перехода 2 ( )tcond A  варьиро-
вали от 104 до 106. 

Для оценки погрешности склейки проведены расчеты значений приближенно-
го решения и его частных производных вплоть до третьего порядка во всех узлах 
области. В каждом узле указанные значения рассчитывались во всех ячейках, 
содержащих рассматриваемый узел, и находилась максимальная относительная 
разница между ними. Установлено, что все отклонения находятся на уровне по-
грешности приближенного решения. Например, на сетке размера 10 × 10 погреш-
ность w

rE


= 3.07e–7, а отклонения рассматриваемых величин находятся в преде-

лах от 1.42e–10 до 6.97e–7. 
 

Пример 2 
 

Рассмотрим круглую защемленную по краям пластину с центральным отвер-
стием 2 2 2{( , ) :1 5 }x y x y =  +  , на которую действует постоянная нагрузка q. 
В этом случае решение задачи имеет вид [18]: 

 24
2 4

3 2 5 6( , ) (log 1) log
64 4

C rqr
w x y C r r C r C

D
= + − + + + , (14) 

где 2 2r x y= + . Константы C3–C6 определяются из решения СЛАУ размера 4 × 4, 
которая получается подстановкой (14) в краевые условия на внешнем и внутрен-
нем контурах пластины. В силу громоздкости выражения для них здесь не при-
водятся. 

В таблице и на рис. 2, b приведены результаты сходимости C3-МКНК7. В таб-
лице число indN  означает количество самостоятельных ячеек. В данном случае 
порядок сходимости метода колебался от 4 до 7. 

Результаты сходимости C3-МКНК7 в примере 2 

N × N Nind DOF 
w

rE


 R 

5 × 5 20 320 1.30e+0 – 
10 × 10 76 1 000 1.30e–1 4.04 
20 × 20 304 3 520 4.11e–3 5.49 
40 × 40 1 212 13 080 2.21e–4 4.45 
80 × 80 4 816 50 080 1.46e–6 7.48 
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Несмотря на то, что второй пример может быть решен в одномерной поста-
новке, здесь было важно, во-первых, показать возможность удобного применения 
сеткопостроителя [5] для областей с криволинейной границей при использовании 
прямоугольных ячеек в C3-МКНК7, а во-вторых, провести верификацию метода 
на задаче с известным точным решением. Более того, такую задачу не удастся 
решить p-вариантом различных КМ [3, 4, 19], в которых используются глобаль-
ные аппроксимации во всем прямоугольнике, включающем исходную область, 
без перехода, например, в полярную систему координат, поскольку решение (14) 
содержит слагаемые log r, для которых (0, 0) является точкой ветвления, где ре-
шения обращаются в бесконечность. Отметим также, что в более сложных обла-
стях перейти в какую-то специальную удобную систему координат далеко не 
всегда возможно. Таким образом, это подчеркивает актуальность развития сеточ-
ных численных методов. 
 

Заключение 
 

Впервые разработан и исследован вариант МКНК без условий согласования, 
позволяющий решать краевые задачи для бигармонического уравнения в сильной 
постановке. Его верификация проведена на решении задач изгиба пластин в рамках 
теории Кирхгофа–Лява. Сравнение реализованного здесь C3-МКНК7 с hp-МКНК 
из работы [5] при одинаковых степенях полиномов и DOF показало преимуще-
ства нового варианта. На тестовом бесконечно гладком решении в квадратной 
области показан высокий порядок сходимости, в среднем равный восьми. Проде-
монстрирована возможность применения C3-МКНК7 для решения бигармониче-
ского уравнения в области с криволинейной границей. Однако вопрос уменьшения 
числа обусловленности 2 ( )cond A  в МКНК с применением полиномов высоких 
степеней остается важным и открытым. 
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