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Аннотация. Предложен новый метод поиска прямолинейного участка на началь-
ной части диаграммы напряжение–деформация, основанный на проверке статисти-
ческой гипотезы по критерию Пирсона. С использованием этого метода по пяти 
диаграммам сжатия образов из полиэтилентерефталат-гликоля (PETG) был найден 
модуль Юнга данного пластика. Он оказался равным 2.044 × 109 Па, что согласует-
ся с результатами, полученными в работе J.M. Mercado-Colmenero и соавт., где ме-
ханические свойства PETG исследовались при аналогичных условиях.  
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Abstract. Polyethylene terephthalate glycol (PETG) is characterized by a double refraction 
effect which is used when modeling the stress states of building structures. This paper 
aims to study the mechanical properties of PETG due to the need for practical approval 
of the modeling results.  
Experiments show that, for most plastics, the initial region of the stress–strain diagram 
significantly deviates from a straight line. However, an extended interval can be distin-
guished in this region, where the diagram is well approximated by a linear function.  
If the deviations of the diagram from the straight line are random, it is possible to test the 
statistical hypothesis of their correspondence. Only diagrams with valid hypothesis are 
applied in this study.  
Twelve PETG samples have been tested using the fused deposition modeling (FDM) 
method. For the five diagrams, the hypothesis of the presence of the linear region in in-
terval   [0.0075; 0.0275] is confirmed at a deviation significance level of 1%. The 
Young's modulus determined using the diagrams is 0.047

0.0272.044    109 Pa. This value falls 
within interval 2.01  109  2.11  109 Pa presented on Wikipedia. The obtained yield 
strength is 49.71 ± 1.81 MPa, which is consistent with the results reported in the litera-
ture and reference data. 
Keywords: statistical hypothesis testing, Pearson criterion, stress–strain diagram, Young 
modulus 
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Введение 
 

В настоящее время пластики являются перспективными материалами для мно-
гих приложений, что объясняется широким разнообразием их свойств. В предла-
гаемой работе рассматривается полиэтилентерефталат-гликоль (PETG). Его ис-
пользование в качестве материала для изготовления предметов повседневного 
быта (контейнеры для пищевых продуктов, емкости для жидкостей и т.п.) хорошо 
известно. Он также применяется в медицине для производства одноразовых 
шприцев и других расходных средств [1, 2]. Развитие методов 3D-печати [3–5] 
открыло новые возможности для применения PETG. В частности, по этой техно-
логии теперь производятся имплантаты, а также фантомы для рентгеновской и 
магниторезонансной томографии [6, 7]. Изготовление изделий из PETG для раз-
личных отраслей промышленности и науки описано в работах [8, 9]. 

Интерес к PETG вызван не только его использованием в качестве материала 
для разнообразных промышленных изделий. Наряду с некоторыми другими ве-
ществами он обладает эффектом изменения оптических свойств в зависимости от 
внутренних напряжений, на котором основан метод фотоупругости [10, 11], нашед-
ший применение в научных исследованиях, технологических процессах, а также 
в медицине. В частности, в офтальмологии с его помощью исследуется роговица 
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глаза [12]. В стоматологии посредством фотоупругого анализа оценивается рас-
пределение напряжений в зубных протезах [13, 14], а в сосудистой хирургии – 
напряжения в моделях кровеносной сети сосудов [15, 16]. Метод фотоупругости 
является эффективным средством изучения напряженных состояний деталей и 
узлов машин и механизмов [17–19], а в работе [20] он использовался для оценива-
ния напряжений в массивах горных пород. В строительстве также представлены 
подобные исследования – как для моделей из пьезооптических материалов [21–
24], так и для участков натурных конструкций, на которые наносился слой фото-
упругого покрытия [25, 26]. 

Данные для метода фотоупругости получаются посредством расшифровки сня-
тых соответствующим образом интерференционных картин. Для этого использу-
ется специальное оборудование, описанное, например, в [27]. На нем проводились 
эксперименты с образами, изготовленными из PETG, результаты математической 
обработки которых представлены в [27–29]. В частности, в работах [28, 29] рас-
сматриваются методы определения координат точек, трассирующих серединную 
линию интерференционной полосы. 

Настоящее исследование посвящено изучению механических свойств PETG. 
Оно обусловлено необходимостью переносить результаты, полученные для изго-
товленных из него моделей, на реальные конструкции. Ставится задача получить 
из экспериментальной диаграммы напряжение–деформация, регистрируемой при 
одномерном сжатии образа, оценку значения модуля Юнга (ниже обозначается 
как E), а также диапазон напряжений, в котором материал работает в линейном 
режиме, т.е. для него выполняется закон Гука  = E, где  – нормальное напря-
жение,  – относительное изменение длины образа. Подобные работы уже прово-
дились ранее зарубежными исследователями. Смеси PETG с другими полимера-
ми изучались в [30, 31]. В [32, 33] рассматривалась деформация образцов, изго-
товленных из PETG, в частности в [33] оценивались механические параметры  
с учетом анизотропии, вызванной особенностями технологии 3D-печати. 

Отличие предлагаемого здесь метода состоит в способе выбора начального 
участка диаграммы, соответствующего работе материала в линейно-упругом ре-
жиме. Метод основывается на проверке соответствующей статистической гипо-
тезы по критерию Пирсона. Он позволяет более точно найти границы участка,  
а также количественно оценить его близость к графику линейной функции. Это,  
в свою очередь, позволяет уменьшить случайную ошибку, не прибегая к усред-
нению по большому количеству диаграмм, как это было сделано, например,  
в упомянутой работе [33]. Возможность избежать такого усреднения является 
важным преимуществом, поскольку оно может привести к потере важной ин-
формации.  

Заметим, что разработанный метод можно применять также и для анализа  
нелинейных участков диаграммы напряжение–деформация. При этом диаграмму 
на соответствующем интервале следует аппроксимировать подходящей функци-
ей и выполнить операции, описанные в следующем разделе. При этом будет по-
лучено согласованное с данными аналитическое выражение для зависимости (). 
Его наличие очень важно при исследовании механических свойств материалов, 
работающих в нелинейном режиме. В частности, по нему можно вычислять каса-
тельный и секущий модули, являющиеся аналогом модуля Юнга в нелинейном 
случае. 
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Предлагаемый метод 
 

Экспериментальные исследования показывают, что диаграммы напряжение–
деформация для большинства пластиков имеют широкую площадку текучести,  
а участок от нуля до ее начала может существенно отклоняется от прямой. Одна-
ко на нем можно выделить достаточно протяженный интервал, где диаграмма 
хорошо аппроксимируется линейной функцией  = a + b. Первым этапом разра-
ботанного метода является визуальное определение такого участка, единого для 
всех имеющихся диаграмм. Обозначим его левую и правую границы через 0 и n 
соответственно. Будем считать, что отклонения диаграмм от прямой на отрезке 
[0, n] являются случайными величинами, имеющими одинаковое распределение. 
Для каждой диаграммы в отдельности проведем процедуру, аналогичную извест-
ной в математической статистике процедуре проверки соответствия данных ги-
потетическому распределению по критерию Пирсона [34]. Разобьем интервал 
[0, n] на n одинаковых отрезков длины l = (n – 0)/n. Их концы будут находиться 
в точках k = 0 + kl, k = 0, 1, 2, …, n. Обозначим отрезки [k–1, k], k = 1, 2, …, n, 
через k соответственно. Диаграммы регистрировались в моменты времени, раз-
деленные одинаковыми промежутками. При этом число отсчетов, приходящееся 
на разные отрезки k, было различным (см. описание эксперимента в следующем 
разделе). Обозначим через mk число отсчетов, попавших в отрезок k, для рас-
сматриваемой диаграммы. (В случае если отсчет совпадает с границей считается, 
что он принадлежит левому интервалу.) Будем полагать, что отсчеты произво-
дятся достаточно часто, так что в каждый отрезок k, их попадает не менее двух. 
Вычислим критерий близости между прямой a + b и диаграммой на участке 
[0, n] по следующей формуле: 
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Здесь M – полное число отсчетов, попавших в интервал [0, n], т.е. сумма всех mk; 
Ik – интеграл от функции a + b на отрезке k: 
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В работе параметры a и b, определяющие прямолинейный участок, вычислялись 
для каждой диаграммы по всем M точкам, попавшим в интервал [0, n], методом 
наименьших квадратов. Через Sk в (1) обозначена аппроксимация интеграла от 
диаграммы на отрезке k конечной суммой: 
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1
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где (k,i) – значение диаграммы в точке k,i, i = 0, 1, 2, …, mk. Таким образом,  
в (3) перебираются все отсчеты, принадлежащие отрезку k. 

В силу того что отклонения диаграммы от прямой на интервале [0, n] носят 
случайный характер, критерий Z, вычисляемый по формуле (1), также является 
случайной величиной. Известны условия, при выполнении которых он будет 
иметь распределение 2 с n – 3 степенями свободы. Зададим малую вероятность p 
(на практике обычно берется 0.001  p  0.05). Обозначим через xp квантиль по-
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рядка 1 – p распределения 2(n – 3). Тогда вероятность события Z  xp равна p. 
Таким образом, если вычисленный для данной диаграммы критерий (1) оказался 
не меньше, чем xp, то произошло маловероятное событие. Это, в свою очередь, 
означает, что предположение о том, что прямая  = a + b хорошо аппроксимиру-
ет экспериментальную диаграмму на интервале [0, n], оказалось неверным и его 
следует отбросить. Далее для оценки величины модуля Юнга отбираются только 
те диаграммы, для которых было выполнено условие Z < xp. 

 
Описание эксперимента 

 
Образцы для испытаний, изготовленные из PETG, представляют собой круг-

лые цилиндры высотой h = 30 и диаметром d = 20 мм. Для их получения использо-
валась технология 3D-печати (см.: [3–5]). Применялся метод послойного наплавле-
ния FDM [35]. Слои при печати располагались перпендикулярно продольной оси 
образца, соответственно, ортогонально по отношению к линии приложения нагруз-
ки. Печать производилась на 3D-принтере FLSUN QQ при температуре 240°С. 
Заполнение материалом образца составляло 100%.  

Всего было изготовлено 12 цилиндров. Фотография одного из них представ-
лена на рис. 1 слева. Образцы сжимались на широко распространенной в россий-
ских высших учебных заведениях установке КСИМ-40 (Комплекс для статических 
испытаний материалов до 40 кН, английская аббревиатура CSTM-40). Оборудова-
ние работало в режиме постоянной скорости перемещения активного захвата, кото-
рая составляла 10 мм/мин при диапазоне возможных скоростей от 0.5 до 60 мм/мин. 
Размеры моделей и скорость нагружения соответствуют ГОСТу 4651–2014 [37]. 
Регистрировались приложенная сила и перемещение подвижной траверсы, которое 
равно абсолютной деформации образца. Запись проводилась через равные проме-
жутки времени. Из-за неравномерности истинного движения траверсы расстояния 
между ее последовательно измеренными позициями оказываются неравными. В про-
веденном эксперименте их значения принадлежат интервалу от 48 до 91 мкм при 
средней величине 62 мкм. Деформированный образец показан на рис. 1 справа. 

 

 

Рис. 1. Один из исследованных образцов до и после испытания 
Fig. 1. One of the tested samples before and after testing 
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Обработка экспериментальных данных 
 

Всего было снято 12 диаграмм, и только для пяти из них была подтверждена 
гипотеза о том, что они имеют линейный участок при   [0.0075, 0.0275] для 
1%-ного уровня значимости отклонения (т.е. вероятность p равняется 0.01). Их 
начальные участки показаны на рис. 2: по горизонтальной оси отложена коорди-
ната x подвижной траверсы в микрометрах, по вертикальной – прилагаемая сила F 
в Ньютонах. На рис. 3 эти же диаграммы представлены в координатах относи-
тельных деформаций  = x/h и расчетных напряжений c = 4F/d 

2, которые вы-
ражены в МПа. Приведенные ниже результаты относятся именно к этим диа-
граммам. 
 

 
Рис. 2. Диаграммы усилие–абсолютное сжатие 

Fig. 2. Force–absolute compression diagrams 
 

На рис. 3 также приведена кривая, полученная путем арифметического усред-
нения пяти диаграмм: 

 ( ) ( )
5

,
1

1
5avr i c j i

j=

  =   . (4) 

Она выделена жирной линией. В (4) через c,j(i) обозначено расчетное напряжение 
для j-й экспериментальной диаграммы при значении относительной деформации i. 
На рис. 4 представлена часть кривой avr() на интервале [0.0075, 0.0275], сплошная 

линия. Найденная методом наименьших квадратов прямая L1() = 2044 – 12.29, 

аппроксимирующая avr() при   [0.0075, 0.0275], показана пунктиром. Если 
считать, что модуль Юнга материала E численно равен тангенсу угла наклона 
прямой L1(), то получается, что E = 2.044  109 Па. Это значение попадает в ин-
тервал, приведенный в [36]: 2.01  109  2.11  109 Па. Также оно согласуется  
с результатами, опубликованными в работе [33]. Таким же образом были получе-
ны значения модуля Юнга для каждой из пяти диаграмм в отдельности. Макси-
мальное из них оказалось равным 2.091  109 Па, а минимальное – 2.017  109 Па. 
Поэтому точность результата мы оценили как 0.047

0.0272.044E =    109 Па. 
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Рис. 3. Диаграммы напряжение–деформация 

Fig. 3. Stress–strain diagrams 
 

 
Рис. 4. Различные аппроксимации участка   [0.0075, 0.0275] усредненной диаграммы 

Fig. 4. Various approximations of region   [0.0075, 0.0275] in the averaged diagram 
 

Как видно из рис. 3, при  > 0.036 кривая avr() становится приблизительно 

параллельной оси абсцисс. За оценку предела текучести пластика PETG (ниже 

обозначается как s) была принята величина avr(0.0375) = 49.71 МПа. Это согла-
суется с данными, приведенными в [36]: от 47.9 до 52.9 МПа. Значения напряже-
ния при s = 0.0375 для других кривых на рис. 3 следующие: c,1(s) = 53.42 МПа, 
c,2(s) = 51.17 МПа, c,3(s) = 49,85 МПа, c,4(s) = 47.98 МПа, c,5(s) = 47.72 МПа. 
По этим данным вычислялось среднее абсолютное отклонение (MAD – mean 
absolute derivation) для оценки предела текучести: 

 ( ) ( )
5

,
1

1 1.81
5s avr s c j s

j

MAD

=

=   −  = . (5) 



Механика / Mechanics 

92 

Отметим, что значения s – MADs = 47.9 МПа и s + MADs = 51.52 МПа также 
укладываются в диапазон, указанный в [36]. 

Штрихпунктирной линией на рис. 4 показана прямая L2() = 1981 – 8.63, ап-

проксимирующая усредненную диаграмму avr() на участке [0, s], где она заметно 

нелинейна. Определенный по ней модуль Юнга равен 1.81  109 Па, что несколь-

ко меньше нижней границы приведенной в [36] оценки. Модуль Юнга, вычислен-
ный по всем 12 зарегистрированным нами диаграммам на участках [0.0075, 0.0275] 
и [0; s] оказался соответственно равным 2.36  109 и 1.82  109 Па. Обе эти вели-

чины отличаются от справочных значений и результатов работы [33]. Кроме  
того, модуль Юнга был вычислен по диаграммам, приведенным на рис. 2,  
по ГОСТу 4651–2014. Его величина оказалась равной 1.84  109 Па. 

Рисунок 3 показывает, что на начальном участке   [0, 0.0375] диаграмма 
существенно отклоняется от линейной функции. Чтобы оценить степень близо-
сти между двумя кривыми, использовалось нормированное среднеквадратичное 
отклонение. Для оцифрованных кривых C1(i) и C2(i) оно вычисляется как 

 ( ) ( )( )
2

1 2
1

1 N

i i

i

C C
N =

 =  −  , (6) 

где N – число узлов на интервале, в котором сравниваются кривые. 
 

 

Рис. 5. Различные аппроксимации участка   [0, 0.0375] усредненной диаграммы 
Fig. 5. Various approximations of region   [0, 0.0375] in the averaged diagram 

 

По результатам численного моделирования оказалось, что гауссова функция 
значительно лучше, чем прямая, аппроксимирует экспериментальную диаграмму 
при малых деформациях. На рис. 5 сплошной линией проведена усредненная 
экспериментальная диаграмма avr(), штрихами изображен график функции 
g() = 50exp(– 0.0000118( – 0.00719)2). Ее параметры были найдены путем под-
бора. Отклонение (6) между avr() и g() составляет 0.0514. Это почти в полтора 
раза меньше, чем отклонение между avr() и L1() (штрих-пунктирная линия), 
которое равно 0.0883. 
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Заключение 

 

В работе предложен новый метод поиска участка на диаграмме напряжение–
деформация, где материал работает в линейно-упругом режиме. В его основе ле-
жит проверка гипотезы о соответствии участка диаграммы отрезку прямой по 
критерию Пирсона. Такой подход позволяет уменьшить статистическую ошибку 
по сравнению с обычно применяемой процедурой усреднения, не увеличивая при 
этом объем регистрируемых данных. На общедоступном оборудовании серийного 
производства, используемом в лабораториях высших учебных заведений России, 
были зарегистрированы диаграммы при сжатии 12 образцов, изготовленных из поли-
этилентерефталат-гликоля (PETG). Для пяти из них была подтверждена гипотеза 
о том, что на отрезке   [0.0075, 0.0275] они соответствуют прямой. Полученное 
по ним значение модуля Юнга оказалось равным 0.047

0.0272.044E =    109 Па. Это 
близко к величине 1.84  109 Па, которая была вычислена по ГОСТу 4651–2014 
по тем же диаграммам. Оба этих значения согласуются со справочными данны-
ми, а также не противоречат результатам работ зарубежных авторов, использо-

вавших высококлассное экспериментальное оборудование, на котором были сня-

ты десятки диаграмм. 
На всех зарегистрированных нами диаграммах имеется широкая площадка те-

кучести, лежащая в диапазоне относительных деформаций от 0.0372 до 0.192. По 
ним была получена следующая оценка предела текучести: s = 49.71 ± 1.81 МПа, 
что согласуется со справочными данными [36]. Прилагаемое к образцам усилие 
изменялось в диапазоне от нуля до 40 000 Н, максимальное расчетное напряже-
ние достигало 1.23  109 Па. Однако образцы не были разрушены окончательно, 
поэтому был сделан вывод, что предел прочности при сжатии PETG превосходит 
эту величину. Рассматриваемая полностью часть диаграммы до наступления те-
кучести оказалась существенно нелинейной. Наилучшей аппроксимацией для нее 
оказалась гауссова функция. 
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