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Аннотация. Рассматривается процесс образования присоединенной каверны при 
вертикальном и отрывном разгоне цилиндра в идеальной, несжимаемой, тяжелой 
жидкости. Предполагается, что точки пересечения внутренней свободной границы 
жидкости с поверхностью тела (точки отрыва) остаются неподвижными в течение 
некоторого небольшого промежутка времени. Изучается возможность представления 
решения данной задачи в виде асимптотического разложения по целым степеням 
малого времени, члены которого удовлетворяют условию ограниченности скоро-
сти жидкости вблизи точек отрыва. 
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Abstract. The plane problem of the initial stage of motion of a circular cylinder under  
the free surface of an ideal, incompressible, heavy fluid is considered. It is assumed that 
the cylinder moves from the rest state in the vertical direction with constant acceleration. 
A feature of this problem is that under certain conditions, liquid particles separate from 
the surface of the body, and an attached cavity is formed behind the body. This phenome-
non occurs when the cylinder moves at a high acceleration rate or when the accelerated 
motion of the body is accompanied by artificial cavitation. Assuming additionally that 
the separation points are immobile, the possibility of representing the problem solution  
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in terms of an asymptotic power series with respect to small time intervals is considered. 
The desired expansion with the first two terms of the asymptotics exists only at a certain 
Froude number and pressure in the cavity. These values are chosen such that the Kutta-
Zhukovskii condition is exactly fulfilled at the separation points. 
Keywords: circular cylinder, separation acceleration, attached cavity, fixed separation 
points, small times, power asymptotics, Froude number, cavity pressure 
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Введение 

 
Изучение различных физических ситуаций, возникающих при взаимодей-

ствии твердых тел с жидкостью, приводит к необходимости учитывать явление 
кавитации. В частности, это имеет место при ударе плавающего тела или его раз-
гоне с большими ускорениями [1]. Если задача разгона решается с учетом искус-
ственной кавитации, то ускорение цилиндра не обязательно предполагается 
большим. В этом случае отрыв происходит под влиянием двух факторов – уско-
ренного движения тела и искусственной подачи газа в предполагаемую зону от-
рыва непосредственно перед началом движения. В статье [2] рассматривалось 
ускоренное и отрывное движение кругового цилиндра в жидкости в горизонталь-
ном направлении. Для определения главного асимптотического приближения на 
малых временах была предложена модель с односторонними ограничениями, 
обобщающая классическую модель удара с отрывом на случай конечных ускоре-
ний цилиндра. Неравенства, которые формулировались в зонах контакта и отрыва, 
гарантировали ограниченность первых производных потенциала скорости вблизи 
точек отрыва (т.е. гарантировали выполнение условия Кутты–Жуковского). В сле-
дующем приближении по времени данное физическое условие обеспечивалось за 
счет специального выбора положения точек отрыва. При этом, строго говоря, 
условие Кутты–Жуковского выполнялось не точно, а приближенно. Это было 
связано с необходимостью сгладить корневые особенности у производной соот-
ветствующей граничной функции в маленьких окрестностях точек отрыва. По-
мимо этого, использовалась специальная замена переменных, фиксирующая по-
ложение точек отрыва, которая сильно осложняла техническую работу. По этим 
причинам до конца не ясным оставался вопрос о возможности представления 
решения задачи разгона кругового цилиндра в жидкости в виде асимптотическо-
го разложения по целым степеням малого времени, члены которого строго удо-
влетворяют сформулированному условию в точках отрыва. Здесь имеются в виду 
асимптотики, в которых кроме главного приближения учитывается еще по край-
ней мере один член.  

В настоящей статье предлагается исследовать данный вопрос при дополни-
тельном предположении о неподвижности точек отрыва. Поскольку в этом слу-
чае нет необходимости делать специальную замену переменных, то техническая 
работа сильно упрощается. Показывается, что при движении цилиндра в верти-
кальном направлении искомое разложение, содержащее первые два члена асимп-
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тотики, существует только при определенном выборе характерных физических 
величин – числа Фруда и давления в каверне. Эти величины выбираются таким 
образом, чтобы точно выполнялось условие ограниченности скорости жидкости  
в точках отрыва. В общем случае (для любой физической ситуации, без сделан-
ного предположения о неподвижности точек отрыва) структура асимптотики ме-
няется, а точки отрыва движутся. В такой общей ситуации эффективным оказы-
вается метод, предложенный в статье [2]. Заметим также, что при искусственной 
кавитации (когда давление в каверне порядка атмосферного и выше) условие по-
ложительности давления в зоне контакта обычно выполняется.  

Проблема построения регулярного асимптотического разложения по целым 
степеням малого времени при специальном выборе физических параметров воз-
никает также в задаче гидродинамического кавитационного удара. Для кругового 
цилиндра ее исследование проведено в [3].      

Впервые процедура разложения по целым степеням малого времени применя-
лась в задачах генерации волн движущимся в жидкости телом (круговым цилин-
дром) [4, 5]. В них использовался прямой асимптотический метод, а движение 
тела предполагалось безотрывным. В статьях [6, 7] такие асимптотики строились 
на основе интегро-дифференциального уравнения свободной границы. Подобный 
подход в задачах генерации волн является более обоснованным. Обзор основных 
результатов по близкой проблеме входа твердого тела в жидкость с учетом явле-
ния кавитации дан в [8]. В [9] представлены эксперименты по ударному воздей-
ствию жидкости на твердые стенки в условиях кавитации. В [10] исследовались 
задачи подводного старта ракет кавитационным способом. Многие важные ре-
зультаты, полученные в области численного и экспериментального моделирова-
ния многосвязных течений сплошных сред со свободными границами, отражены 
в [11–13]. В монографиях [14–15] изложены общие принципы кавитационных 
течений при взаимодействии жидкости с твердыми телами. 

 
Постановка задачи 

 
Рассматривается плоская задача о вертикальном движении кругового цилиндра 

в жидкости из состояния покоя с постоянным ускорением. Жидкость является 
идеальной, несжимаемой, однородной. При определенных физических условиях 
сразу после начала движения возникает отрыв жидкости от тела, вследствие кото-
рого формируется присоединенная каверна. Главным моментом работы является 
предположение о неподвижности точек отрыва. При таком допущении изучается 
возможность представления решения данной задачи в виде асимптотического 
разложения по целым степеням малого времени. Используя подвижные коорди-
наты и безразмерные переменные, приходим к следующей связанной нелинейной 
системе (рис. 1–3): 
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Рис. 1. Форма присоединенной каверны при t = 0.4 

Fig. 1. The shape of the attached cavity at t = 0.4 

 

 
Рис. 2. Форма присоединенной каверны при t = 0.6.  

Пунктирной линией изображены погранслойные решения 
Fig. 2. The shape of the attached cavity at t = 0.6.  

The dotted line indicates the boundary layer solutions 
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Рис. 3. Форма присоединенной каверны при t = 0.8 

Fig. 3. The shape of the attached cavity at t = 0.8 
 

Задача (1)–(9) содержит следующие характерные параметры: 

0| |w
Fr

g
= ,   

0

2
| |
a cp p

w a

−
 =


,   0

0| |
w

w
 = , 

где Fr – число Фруда, связанное с ускорением цилиндра w0; χ – безразмерная 
разность давлений на внешней свободной поверхности и в каверне; pa – атмо-
сферное давление; pc – давление в каверне; g – ускорение свободного падения;  – 
плотность жидкости; a – радиус цилиндра; α – параметр, характеризующий 
направление движения цилиндра (α = –1 соответствует движению вдоль вектора 
силы тяжести).  

Безразмерные переменные вводятся по формулам 

0| |
a

t t
w

 =  ,   x ax = ,   y ay = ,   0| |a w a =  ,   0| |p w ap =  , 

где штрихами помечаются размерные величины.  
Неподвижные координаты X, Y связаны с подвижными x, y соотношениями 

x = , ( )y h t = + , где ( )h t  – закон движения цилиндра, ось y направлена против 
вектора силы тяжести, начало координат находится в центре цилиндра. Картина 
течения жидкости является симметричной относительно оси y.  

В статье также используются следующие обозначения: Φ – потенциал скоро-
стей абсолютного движения жидкости, записанный относительно подвижной 
системы координат; Ω(t) – область течения жидкости; S11 – часть поверхности 
цилиндра, на которой не происходит отрыва частиц жидкости; S12(t) – внутренняя 
свободная граница (граница каверны); S2(t) – внешняя свободная поверхность 
жидкости (y = H – ее уравнение при t = 0); s , s−  – полярные углы, соответ-
ствующие точкам отрыва; bH = −  – плоское дно; Rx H=   – уравнения симмет-
ричных боковых стенок; через (x, y) обозначены координаты радиус-вектора r; 

,R   – цилиндрические координаты ( cosx R=  , siny R=  ).  
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Вкратце поясним происхождение системы (1)–(9). Так как течение идеальной 
жидкости, начинающееся из состояния покоя, является потенциальным, то в каж-
дый момент времени в силу условия несжимаемости потенциал скоростей удо-
влетворяет уравнению Лапласа во всей области, занятой жидкостью (формула (1)). 
В зоне контакта S11 нормальная компонента скоростей жидких частиц, непосред-
ственно прилегающих к границе тела, совпадает с нормальной компонентой ско-
ростей соответствующих точек границы тела (формула (2)). На свободных грани-
цах жидкости задаются динамические и кинематические условия. Динамическое 
условие состоит в том, что давление на свободной поверхности задано. Предпо-
лагается, что на внешней свободной границе действует атмосферное давление,  
а на внутренней свободной границе давление зависит от способа искусственной 
подачи газа в каверну. Динамические условия (3), (5) записываются на основании 
интеграла Коши–Лагранжа в подвижной системе координат. Кинематическое усло-
вие заключается в том, что жидкие частицы никогда не покидают свободную 
границу. Формы внутренней и внешней свободных границ определяются равен-
ствами 

1 ( , )R t= +  ;    ( , ) ( )y H x t h t= +  −  
Взяв производную от каждого из этих равенств по времени вдоль траектории 

движения жидкой частицы, придем к уравнениям (4), (6). В точках контакта 
внутренней свободной границы с поверхностью цилиндра ставится условие огра-
ниченности скорости жидкости. На дне и боковых стенках формулируются усло-
вия непротекания (формулы (7)). Так как в начальный момент времени жидкость 
невозмущена, то потенциал скоростей и возмущения свободных границ в этот 
момент равны нулю (формулы (8)). Последняя формула определяет закон движе-
ния цилиндра.  

 

Асимптотический анализ задачи на малых временах 
 

Неизвестные заранее физические величины Fr и χ должны быть определены 
из условия ограниченности скорости жидкости вблизи точек отрыва. При этом 
допускается зависимость величины χ от времени и от угловой координаты:  
 2 2

0 1 2 ( )t t f =  +  +   , (10) 
где 0 1 2, ,    являются постоянными величинами. 

В формуле (10) в качестве функции, зависящей от угловой координаты, может 
быть взята любая четная относительно точки 0.5π функция, производная которой 
имеет корневые особенности в точках отрыва. Последнее условие позволяет ре-
шить тонкие вопросы, связанные с регулярностью второго асимптотического 
приближения. В случае 2 0 =  получается самый простой закон искусственной 
кавитации, которому уделяется особое внимание. Конкретные численные приме-
ры, рассмотренные ниже, соответствуют именно этому случаю.     

Сделанное в работе весьма существенное предположение о неподвижности 
точек отрыва будет оправдано, если удастся построить корректное с физической 
точки зрения решение поставленной задачи, удовлетворяющее условиям ограни-
ченности скорости жидкости и положительности давления. 

Решение задачи (1)–(9) будем искать в виде асимптотических разложений по 
целым степеням малого времени: 
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 3
0 1 ...t t =  +  + , (11) 

 2 4
0 1( , ) ( ) ( ) ...t t t  =   +   + , (12) 

 2 4
0 1( , ) ( ) ( ) ...x t t x t x =  +  +  (13) 

Для упрощения технической работы будем использовать представление (10)  
с конкретной функцией ( )f  : 

0( ) ( )sin .f  =     
Заметим, что функция ( )f   применяется только во втором асимптотическом 

приближении, а функция 0 ( )   определяется на основе анализа первого прибли-
жения. Также обратим внимание на то, что при таком выборе функции ( )f   условие 
регулярности соответствующей граничной функции в задаче для второго асимпто-
тического приближения не будет зависеть от точки отрыва s . 

После подстановки выражений (11)–(13) в исходную задачу (1)–(9) выполня-
ется стандартная процедура переноса краевых условий на невозмущенный уро-
вень. Здесь в первую очередь следует обратить внимание на границы 12 ( )S t , 

2 ( )S t , 20.5by H t= − −  , которые меняются относительно подвижной системы ко-
ординат с течением времени. Все функции, входящие в краевые условия на этих 
границах (после подстановки выражений (11)–(13)), раскладываются по целым 
степеням малого времени с помощью формулы Тейлора. В результате получают-
ся краевые условия на неподвижных (первоначально невозмущенных) границах. 
Затем приравниваются коэффициенты при одинаковых степенях t. На остальных 
границах, которые остаются неподвижными относительно системы координат x, y, 
после подстановки выражений (11)–(13), сразу применяется метод неопределенных 
коэффициентов. В итоге приходим к следующим двум задачам для нахождения 
функций Φ0 и Φ1 (к первой задаче добавляются краевые условия типа неравенств): 
 0 0 = ,    (0)r ; (14) 

 0
yn

n


= 


,   2

0 00.5 ( ) 0Fr H y− − + −  ,   11r S ; (15) 

 0
yn

n


 


,   2

0 00.5 ( ) 0Fr H y− − + − = ,   12 (0)r S ; (16) 

 0 0 = ,   y H= ; (17) 

 0 0
y


=


,   by H= − ; (18) 

 0 0
x


=


,   Rx H=  ; (19) 

 1 0 = ,   (0)r ; (20) 

 1 0
n


=


,  11r S ; (21) 

( )
2

2 2 4 2 20 0
1 03 2 ( ) 0.5 sin 0.5 cos 0.5Fr Fr Fr

r r

− − −  
 = −   − + −  + −  + 

  
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 ( )2
1 2 00.5 0.5 ( )sinFr−+  − + −     ,  12 (0)r S ; (22) 

 ( )
2

20 0
13 0.5 3Fr

y y

−  
 = − − −  

  
,   y H= ; (23) 

 
2

01
20.5

y x

 
= − 

 
,   by H= − ; (24) 

 1 0
x


=


,   Rx H=  . (25) 

Так как неравенства в формулах (15) и (16) не являются прямым следствием 
описанного подхода, то необходимо пояснить их смысл. Соотношение в (15) 
означает, что в главном приближении давление в зоне контакта не может быть 
ниже давления в каверне. Неравенство в (16) показывает, что жидкие частицы 
могут перемещаться только в сторону жидкости. Задача (14)–(19) имеет такую же 
структуру, как и классическая модель удара с отрывом, для которой справедлива 
теорема существования и единственности решения [16]. Вследствие этого одно-
значно определяются точки раздела краевых условий (точки отрыва), в которых 
решение задачи (14)–(19) имеет непрерывные первые производные. Таким обра-
зом, в главном приближении по времени условие Кутты–Жуковского выполняет-
ся автоматически.  

Далее определим условия, при которых второе приближение для потенциала 
скорости будет непрерывно дифференцируемым в точках смены краевых усло-
вий. На основании свойств решения задачи (14)–(19) можно сделать вывод, что  
в общем случае функция, стоящая в правой части равенства (22), будет непре-
рывной в указанных точках, а ее первая производная будет иметь в них особен-
ность типа квадратного корня. Эта особенность содержится только в последнем 
члене формулы (22) (производные по угловой координате от первого слагаемого, 
а также от суммы второго и третьего слагаемых не имеют особенности). Таким 
образом, регулярность данной граничной функции будет обеспечена только при 
специальном выборе физических параметров задачи, которые должны быть свя-
заны соотношением  
 2

20.5 0Fr−+ −  =  (26) 
(зануляется коэффициент при корневой особенности у производной граничной 
функции). 

В дальнейшем соотношение (26) предполагается выполненным. В этом случае 
производная от решения задачи (20)–(25) по угловой координате θ при 

0s→  −  ( 1r = ) имеет корневую особенность. Таким образом, остается подо-
брать постоянную χ1 так, чтобы коэффициент при этой особенности обратился  
в ноль. Заметим, что при невыполнении условия (26) особенность у названной 
производной со стороны зоны контакта будет не чисто корневой (появляется еще 
логарифмический множитель). Это приводит к нарушению условия Кутты–
Жуковского со стороны зоны отрыва и делает неправильными дальнейшие рассуж-
дения по нахождению коэффициента χ1. При выполнении условия (26) логариф-
мический множитель появляется только в младших членах, что никак не влияет 
на дальнейшие рассуждения. Отметим, что в частном случае 2 0, 1 =  = −  число 
Фруда будет равно единице. Таким образом, если давление в каверне имеет квад-
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ратичную зависимость от времени с постоянными коэффициентами (сохраняются 
первые два члена в формуле (10)) и цилиндр движется вдоль вектора силы тяже-
сти, то регулярность граничного условия (22) обеспечивается только при данном 
конкретном числе Фруда, которое равно единице (ускорение цилиндра совпадает 
с ускорением силы тяжести). Интересно отметить, что при 2 0, 1 =  =  число Фруда 
не удается подобрать из условия регулярности данной граничной функции.    

Решение задачи (20)–(25) представимо в виде: 
1

1 16 u v− =  + , 
где функции u, v определяются решениями линейных краевых задач.  

Проводя аналогию с работой [2], в которой регулярность потенциала скорости 
обеспечивалась за счет выбора положения точек отрыва (при фиксированных 
физических параметрах задачи), приходим с следующему выражению для коэф-
фициента χ1: 

 2
1

1

6a

a
 = − ,    1 0

lim
s

s

u
a

→ −


=  −


,     2 0

lim
s

s

v
a

→ −


=  −


, (27) 

Таким образом, для построения регулярного асимптотического разложения 
потенциала скорости (с учетом первых двух членов асимптотики) нужно подо-
брать параметры Fr, χ2 так, чтобы выполнялось соотношение (26), а после этого 
найти коэффициент χ1 по формулам (27). Кроме этого нужно еще гарантировать 
существование самого отрыва жидкости от тела. Например, при небольших уско-
рениях цилиндра и очень маленьком давлении в каверне (естественная ситуация) 
движение цилиндра будет безотрывным. При выполнении условия (26) отрыв 
будет происходить при соответствующем выборе параметра χ0. Отметим, что 
если в (10) – (13) ограничиться только главным асимптотическим приближением, 
то величину χ0 можно интерпретировать как число кавитации. При небольших 
ускорениях цилиндра отрыв будет происходить при отрицательных числах кави-
тации.     

После решения краевых задач (14)–(25) по формулам (12) и (13) определяются 
возмущения свободных границ жидкости. Для коэффициентов асимптотических 
разложений (12) и (13) приходим к следующим равенствам: 

0
02 ( ) sin

r


  = − 


; 

( )( )2 21
1 0 04 ( ) 2 ( ) ( )cosFr

r

− 
  = −   + +   


; 

0
02 ( )x

y


 =


,      1

14 ( )x
y


 =


 

Интересно отметить, что в случае 2 0, 1 =  = −  ( 1Fr = ) вторая из этих фор-
мул сильно упрощается. При этом функция 1( )   оказывается непрерывной в 
точках отрыва (в общем случае она имеет там корневые особенности).   
 

Решения типа пограничного слоя 

 

Учитывая свойства задачи (14)–(19), можно утверждать, что производная 
функции 0 ( )   имеет в точках отрыва особенности типа квадратного корня. 
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Функция 1( )   в общем случае уже сама имеет такие особенности. Следователь-
но, актуальными являются построение решений типа пограничного слоя и согла-
сование их с внешним разложением (12). В силу симметрии задачи рассуждения 
проведем только для правой точки отрыва. Помимо этого, ограничимся случаем 

1 = −  (соотношение (26) предполагается выполненным). Учитывая, что при 1r = , 
0s→  +  справедливы асимптотические формулы 

 0 sin ~ s
r


+   −


,  20 ~ cos sFr−

− 


, (28) 

придем к следующему представлению уравнения (4) в маленькой окрестности 
точки отрыва:  

21 coss st t Fr
t

−  
  − = −  +   

, 

где коэффициент β определяется численно на основе первого из равенств (28). 
Решение последнего уравнения будем искать в виде: 

3( , ) ( ) ...t t F  =   + ,   2 .s

t

−
 =  

После подстановки этого проекта решения в дифференциальное уравнение 
приравняем коэффициенты при одинаковых степенях t2. В результате для опре-
деления функции ( )F   придем к следующей задаче: 

( )1 ( ) 1.5 ( ) 0.5F F −  −  = −  ,       ( )2
1 0.5 1 cos sFr− = −  , 

(0) 0F = ,     11( ) ~ ,
2 4

F
 

  − → 
 

. 

Условие сращивания получается путем перехода в (12) к погранслойной пе-
ременной τ и использования приведенной выше асимптотической формулы (28). 
Решение последней задачи при 1 0   ( 1Fr  ) имеет вид (аналогия с [2]): 

3/2

1

1( )
3

F  = 


,    10     ; 

 ( )
3/23/2

1
1

1( )
3

F   =  −  −
 

,   1      (29) 

Теперь, чтобы получить погранслойное решение, соответствующее случаю
2 0, 1 =  = −  ( 1Fr = ), нужно β1 устремить к нулю. При этом первая формула (29) 

в пределе исчезает вместе с промежутком изменения τ. Вторая формула (29) в пре-
деле принимает вид (например, можно воспользоваться правилом Лопиталя): 

( ) 0.5F  =  ,   0     . 
В рассматриваемом частном случае возмущение внутренней свободной гра-

ницы в маленькой окрестности точки отрыва имеет вид: 
2( , ) ~ 0.5 st    − ,    0s→  + . 

Обратим внимание на то, что последняя формула может быть получена из (12) 
заменой первого слагаемого его асимптотикой вблизи точки отрыва (при этом 
второе слагаемое не учитывается). Проведенные рассуждения показывают, что 
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при 1Fr =  внутренняя свободная граница составляет прямой угол с границей 
тела в точке отрыва, а при 1Fr   этот угол сглаживается.   
 

Численная реализация и анализ результатов 
 

Задача (14)–(19) решается с помощью итерационного метода, в котором по-
этапно уточняются неизвестные заранее точки контакта внутренней свободной 
границы жидкости с поверхностью тела [2]. На каждом шаге метода возникают 
линейные краевые задачи (с фиксированными точками смены краевых условий), 
для решения которых применяется пакет конечных элементов FreeFem++ [17]. 
Линейные краевые задачи для функций u и v также решаются с помощью данно-
го пакета. 

При рассмотрении конкретных численных примеров задаются следующие 
безразмерные параметры задачи: 0 1 = − ; 2 0 = ; 1 = − ; 1.2H = ; 5bH = ; 

5RH = . Угловая координата точки отрыва и коэффициенты χ1 и β находятся чис-
ленно и имеют следующие приближенные значения: 

0.766s = ,   1 5.28 = − ,   3.09 = . 
На рис. 1–3 показана динамика каверны в моменты времени t = 0.4, 0.6, 0.8. 

Рисунок 2 демонстрирует хорошее согласование решений типа пограничного 
слоя с разложением (12) в широком временном диапазоне и практически во всем 
диапазоне изменения угловой координаты θ (при уменьшении времени эти кри-
вые сливаются).      

Заметим, что коэффициент χ1 можно определить другим способом – из усло-
вия непрерывности нормальной производной функции 1  при 1, sr =  =  :  

2
1

1

6d

d
 = − ,   1 0

lim
s

s

u
d

r→ +


= −


,   2 0

lim
s

s

v
d

r→ +


= −


,   1r = . 

Численные расчеты показали хорошее согласование двух разных подходов. 
 

Заключение 
 

Рассмотрена задача об отрывном и вертикальном движении цилиндра в жид-
кости из состояния покоя с постоянным ускорением. При дополнительном пред-
положении о неподвижности точек отрыва изучена возможность представления 
решения данной задачи в виде асимптотического разложения по целым степеням 
малого времени. Показано, что искомые асимптотики, содержащие первые два 
члена разложения, существуют только при определенном выборе числа Фруда  
и давления в каверне. Указанные физические величины выбираются таким образом, 
чтобы в точках отрыва выполнялось условие ограниченности скорости жидкости 
(условие Кутты–Жуковского). Рассмотрены конкретные примеры с численными 
решениями.  
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