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Аннотация. Предложен новый подход к моделированию развития трещин авто-
гидроразрыва пласта. В рамках квазистационарной математической модели роста 
трещины автогидроразрыва пласта выделяются область, где происходит оседание 
дисперсных частиц, и область, в которой происходит рост трещины с запаздываю-
щим движением фронта суспензии. Математическая постановка задачи основана 
на системе уравнений механики многофазных сред. Решение полученной интегро-
дифференциальной системы уравнений проведено аналитически. Показано влия-
ние параметров породы и флюида на рост трещины автогидроразрыва пласта. 
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Abstract. A new approach for modeling the development of injection-induced hydraulic 
fractures is proposed in this paper. The fracture is assumed to be elliptical in the cross-
section. The initial fracture length is determined by the mass conservation law and Darcy's 
law. A quasi-stationary mathematical model of injection-induced hydraulic fracture 
growth is based on the specification of two characteristic areas of the fracture: in the first, 
the dispersed particles settle down near the boundaries of the developed fracture; in the 
second, the fracture expands with the retarded motion of the suspension front. The mathe-
matical formulation of the problem includes the law of conservation of phase mass, Darcy's 
law, and the equation for the integral hydraulic resistance. Boundary conditions corre-
spond to the injection of water with dispersed particles through the well into the fracture. 
The resulting integro-differential system of equations is solved analytically. The effect  
of the reservoir and fluid parameters on the growth of injection-induced hydraulic fracture 
is shown. The fracture growth decelerates over time. The increased rock-damage factor 
leads to faster fracture growth. 
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Введение 

 

При заводнении нефтяных месторождений в центральной части, как правило, 
осуществляется компенсация отбора жидкости закачкой в пласт воды [1, 2]. Уве-
личение темпов закачки воды приводит к росту давления вблизи нагнетательной 
скважины. В результате этого давление нагнетания может превысить максималь-
ное давление, которое выдерживает порода [3, 4], что приводит к образованию 
трещин автогидроразрыва пласта, или автоГРП [5, 6]. Вместе с закачкой техниче-
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ской воды в пласт поступают дисперсные частицы, что приводит к ухудшению 
фильтрационно-емкостных свойств пласта вблизи трещины [7, 8]. При постоян-
ном расходе закачиваемой воды засорение зоны вблизи трещины ведет к росту 
давления в трещине и увеличению ее размеров [3, 9] до тех пор, пока не произой-
дет компенсация закачки оттоком воды через боковые стенки трещины. Некон-
тролируемый рост трещины может вызвать образование высокопроводящего ка-
нала между нагнетательной и добывающими скважинами, что приведет к росту 
доли воды в добываемой продукции [10]. Прогнозирование развития трещины 
автоГРП позволяет определить время для начала мероприятий, направленных на 
ограничение ее размеров и роста [2, 11].  

Распространенным подходом к моделированию и прогнозированию развития 
трещин гидроразрыва пласта является использование одномерных моделей [12, 
13]. Среди одномерных моделей развития техногенной трещины выделяется две 
модели, различных по геометрии вертикального сечения техногенной трещины и 
геомеханическим соотношениям. В первой предполагается, что это сечение явля-
ется прямоугольным, а геомеханические напряжения на стенке трещины рассмат-
риваются в латеральной плоскости развития трещины. Такая модель называется 
KGD (модель Христиановича–Гирстмы–Де Клерка (Khristianovich–Geertsma–De 
Klerk)) [14, 15]. В другой модели вертикальное сечение трещины считается эл-
липтическим, а геомеханические напряжения рассматриваются в вертикальной 
плоскости. Такая модель называется PKN (модель Перкинса–Керна–Нордгрена 
(Perkins–Kern–Nordgren)) [16–18]. Обе модели основаны на законах сохранения 
массы и импульса, а также геомеханических соотношениях между шириной тре-
щины и давлением в ней. Хотя более сложные гибридные [19] и многомерные 
модели [20–22] позволяют проводить точные расчеты, для экспресс-оценок при 
оперативном принятии решений необходимо использовать одномерные модели. 
Описанные одномерные модели не учитывают рост трещины автоГРП, вызван-
ный падением оттока из трещины из-за оседания дисперсных частиц вблизи гра-
ницы трещины, и соответствующее нарушение баланса притока жидкости в тре-
щину и оттока из нее. Этот эффект учитывается в настоящей работе впервые. 
Механизм оседания дисперсных частиц отличен от законов переноса проппанта и 
требует разработки принципиально новой математической модели. 

Анализ процесса развития трещины в рамках одномерных моделей показал, 
что рост трещины происходит на масштабах времен минут и часов. В то же время 
процесс загрязнения зоны вблизи трещины автоГРП суспензией, переносимой 
вместе с закачиваемой водой, происходит на значительно больших масштабах 
времен. То есть снижение проницаемости зоны около трещины и соответствую-
щий рост давления в трещине при постоянном расходе закачиваемой жидкости 
можно рассматривать в рамках квазистационарного режима. Таким образом, за-
дача расщепляется на две составляющие: проникновение суспензии в пласт и 
снижение его проводимости, при этом в каждый момент времени реализуется 
стационарный режим работы трещины. В работе впервые предлагается квазиста-
ционарная модель развития трещины, рост которой обусловлен закачкой воды  
с дисперсными частицами в трещину. В отличие от существующих моделей, в этой 
модели процесс оседания дисперсных частиц в пористой среде вблизи границ 
трещины описывается в рамках приближения глубокого проникновения суспен-
зии в пористую среду [23, 24]. 
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Определение квазистационарной длины трещины автоГРП  

в нулевой момент времени 

 
Постановка задачи о стабилизации размеров трещины автоГРП является сле-

дующей. Пусть имеется пласт с абсолютной проницаемостью k, в который про-
бурена нагнетательная скважина для закачки воды с постоянным расходом 2Q0, 
где Q0 – расход закачиваемой в половину трещины воды. Давление гидроразрыва 
пласта превышает горное давление вышележащих пород, при отсутствии экспе-
риментальных и промысловых данных часто используется стандартная оценка 
минимальных напряжений по формуле Итона 

( ) ,
ν1

ν
lrmrf PPPPP +−

−
+=  

где Pr – пластовое давление, ν – коэффициент Пуассона, Pm – горное давление, Pl – 
предел прочности породы на разрушение, Pf – давление гидроразрыва породы. 

В силу предполагаемой симметрии трещины достаточно рассмотреть полу-
длину трещины l. Задача рассматривается в одномерном приближении с осью 
координат x, направленной вдоль трещины, начало координат расположено на 
забое нагнетательной скважины (рис. 1). Вертикальное сечение трещины счита-
ется эллиптическим, а горизонтальное подлежит определению, что соответствует 
геометрии модели PKN. Мощность трещины считается величиной, постоянной 
по всей ее длине. Пласт считается изотропным и состоящим из одного пропластка. 
Вводится допущение о линейности оттока жидкости в пласт, также не будут учи-
тываться различные краевые эффекты в прискважинных зонах. При этом скорость 
фильтрации жидкости должна быть достаточно низкой, чтобы было возможно 
использовать закон Дарси для описания оттока жидкости в пласт. Оседание дис-
персных частиц в пласте является «медленным» процессом по сравнению с форми-
рованием трещины автоГРП, поэтому на первом этапе этим оседанием пренебрега-
ется. Вводится односкоростное приближение для потока жидкости и дисперсных 
частиц по трещине. 
 

 
Рис. 1. Схема геометрии задачи с направлением потоков 

Fig. 1. Schematic geometry of the problem with flow directions 
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Первоначальное состояние трещины описывается стационарным уравнением 
сохранения массы суспензии в трещине эллиптической формы с постоянной дли-
ной. Это уравнение при условии h >> w (h – вертикальный размер трещины (счи-
тается, этот размер совпадает с мощностью продуктивного интервала), w – мак-
симальная ширина трещины в поперечном движению жидкости направлении) 
имеет вид: 

 ,
2

π
q

h

dx

dQ e−=  (1) 

где Q – суммарный поток суспензии через одно крыло трещины, q – удельный 
отток суспензии из трещины через ее стенки, he – эффективная мощность пласта 
(за вычетом глинистых пропластков). Граничное условие для потока задается как 
постоянный расход Q0 на входе в крыло трещины: 
 .00 QQ

x
=

=
 (2) 

Для рассмотрения стационарного состояния трещины автоГРП зона возмуще-
ний давления в пласте ограничивается «контуром питания скважины». Для верти-
кальной скважины принимается, что на удалении L от трещины поддерживается 
пластовое давление Pr. Для расчета распределения давления необходима матема-
тическая модель, состоящая из закона сохранения массы в одномерном случае 
для дисперсных частиц и для несущей фазы в дифференциальной форме 

( ) ( ) ,0=

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+




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
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закона Пуазейля для скорости течения суспензии по трещине 

,
μ16

2

x

Pw
v




−=  

закона Дарси для оттока жидкости из трещины в пласт 
( )

( )
μ

r or

r

kk S
q P P

L
= − . 

Здесь C – массовая концентрация частиц в потоке, v – скорость потока по тре-
щине, kr(Sor) – относительная фазовая проницаемость воды при остаточной 
нефтенасыщенности Sor, μ – вязкость закачиваемой суспензии в пластовых усло-
виях, P – давление. 

Граничные условия соответствуют заданному забойному Pw и пластовому Pr 
давлениям: 

( ) ( ) .,0 rw PlxPPxP ====  
Рассмотрение задачи в «квазистационарном» состоянии, когда характерные 

времена загрязнения пласта значительно превышают время роста трещины авто-
ГРП, позволяют считать, что поле давления вблизи трещины также имеет стаци-
онарный вид. Расчеты по традиционным моделям развития трещин показывают, 
что давление в трещине незначительно превышает давление гидроразрыва, в пре-
делах 3–5%, поэтому давление в трещине примерно равно давлению гидроразры-
ва [25]. Это же подтверждается расчетом по вышеприведенной математической 
модели. Тогда отток жидкости из трещины автоГРП, согласно закону Дарси и 
сделанным допущениям, примет вид: 
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 ( )
( ).

μ
r or

f r

kk S
q P P

L
= −  (3) 

С учетом квазистационарного приближения загрязнение призабойной зоны 
скважины и рост забойного давления до значения гидроразрыва приводят к фор-
мированию первого квазистационарного состояния – трещины автоГРП без за-
грязнения пласта вблизи ее стенок. Это квазистационарное состояние соответ-
ствует интегральному равенству потока суспензии, закачиваемой в пласт, и ее 
оттока через стенки трещины в незагрязненный пласт: 

 
( )

( )
0 0

0 0
0 0

π π
, ,

μ2 2

l l

r ore e

f r

kk Sh hdQ
dx qdx Q P P l

dx L
= − = −   (4) 

где l0 – начальная длина трещины автоГРП в квазистационарном приближении. 
Значение l0 определяет размеры первой зоны трещины. 

Трещины автоГРП на практике являются нежелательным явлением, приводя-
щим к преждевременному обводнению продукции добывающих скважин [26]. 
Для предотвращения их формирования необходимо контролировать расход зака-
чиваемой воды. В этом случае предельный расход, при котором трещина авто-
ГРП не формируется, может быть оценен по классической формуле Дюпюи как 
расход, при котором забойное давление не превосходит давления разрыва породы. 

 
Квазистационарная модель роста трещины автоГРП 

 
После «быстрого» формирования первой зоны трещины автоГРП в нулевой 

момент времени начинается «медленный» процесс фильтрации суспензии (потока 
воды и частиц малого размера, проникающих в пористую среду) в направлении, 
перпендикулярном развитию трещины. Процессы фильтрации суспензии и засо-
рения пористой среды в рамках известной теории глубокого проникновения ча-
стиц (deep bed suspension penetration) рассмотрены в работах [7, 8, 23, 24]. Задача 
о распространении суспензии в перпендикулярном к трещине направлении рас-
сматривается в одномерном приближении, когда распределение частиц в каждом 
сечении трещины меняется слабо и пренебрегается потоком суспензии в пласте  
в направлении оси x. Загрязнение пористой среды в приведенных исследованиях 
описывается функцией дополнительного гидравлического сопротивления g(t, z) [7], 
где z – координата, перпендикулярная оси x, t – время. Интегральное гидравличе-
ское сопротивление осевших в пористой среде частиц определяется интегралом 

( ) ( )0
0

1 , .
L

g t g t z dz
L

=   

Соответственно, проницаемость пласта с учетом загрязнения будет равна 
k*=k/g0(t). В первой области формирования исходной трещины автоГРП инте-
гральное загрязнение пласта проходит однородно по времени и не зависит от 
координаты x в силу одинаковых начальных и граничных условий для оттока 
суспензии вдоль первой зоны трещины. Загрязнение, как отмечалось выше, при-
водит к росту давления закачки при постоянном расходе суспензии, поступаю-
щей в трещину, и дальнейшему росту длины трещины. Таким образом, будет 
происходить формирование второй зоны развития трещины автоГРП. В первой, 
ограниченной размером l0, загрязнение пласта зависит только от времени, во вто-
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рой загрязнение будет зависеть от координаты x или от времени подхода конца 
трещины к этой же координате tx. Схема развития трещины в этот период приве-
дена на рис. 2. В этом случае закон сохранения массы суспензии сохранит вид (1) 
при том же граничном условии (2) на входе в первую зону. 

 

 
Рис. 2. Образование трещины автоГРП в первой области и ее развитие  

с образованием второй области 
Fig. 2. Formation of an injection-induced hydraulic fracture in the first area  

and its development with the formation of the second area 
 

Однако отток жидкости из трещины (3) будет учитывать наличие дополни-
тельного гидравлического сопротивления в двух вышеописанных зонах развития 
трещины автоГРП: 
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При этом функция tx является обратной к искомой функции l(t) во второй зоне 
x > l0. Баланс массы суспензии в первой области будет иметь вид: 
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Из этого соотношения можно определить расход на входе во вторую область 
Q1(t), а также найти производную скорости развития квазистационарной трещи-
ны в начальный момент времени: 
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Во второй области интегральный баланс массы суспензии записывается в виде: 
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При сложении формул (5) и (7) получается следующее выражение: 
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С учетом условия равенства потока нулю на конце трещины: 
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Результатом дифференцирования полученного выражения по l является диф-
ференциальное уравнение для скорости роста трещины 

 
( )

( )00
2
0

0 1,
dg tl dt

dt dlg t
= − +  (8) 

в котором учтено, что tx(l) = t. Для его решения необходимо определить динамику 
загрязнения пласта вблизи трещины g0(t). Начальным условием для этого уравне-
ния является выражение l(t = 0) = l0.  

Для определения дополнительного гидравлического сопротивления g0(t) 
необходимо решить задачу о фильтрации суспензии из трещины в пласт. Задача 
решается в рамках приближения глубокого проникновения в пласт суспензии 
(deep bed suspension penetration), учитывающего одинаковую скорость фаз. Ос-
новные уравнения этого приближения состоят из законов сохранения массы ча-
стиц в потоке, удержанных частиц и несущей фазы: 
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где m – пористость, C – массовая концентрация частиц в потоке, λ – коэффициент 
фильтрации, σ – массовая концентрация удержанных частиц. 

Обобщенный закон Дарси, учитывающий удерживание частиц в пористой сре-
де, имеет вид: 
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здесь P – давление в пористой среде, g(t, z) – дополнительное гидравлическое 
сопротивление за счет удержанных частиц, которое имеет вид: 
 ( ) ( ),,βσ1, ztztg +=  (11) 
где β – коэффициент повреждения породы. 

Модель проникновения частиц в пласт, или уравнения (9)–(11), решается от-
носительно пяти неизвестных: C, σ, q, P, g. Первый порядок малости имеют ве-
личины C и σ по сравнению с остальными величинами. 

При сложении уравнений в (9) можно получить выражение 
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Поскольку концентрация частиц примеси мала, то можно пренебречь малым 
членом – производной массовой концентрации удержанных частиц по времени – 
по сравнению с большим – производной потока q по z, тогда из получившегося 
уравнения поток q не зависит от координаты z. 

Далее для упрощения процедуры решения и уменьшения числа параметров, 
входящих в систему уравнений (9)–(11), вводятся безразмерные переменные 
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Начальные и граничные условия для представленной системы уравнений фор-
мулируются как задача Коши: 

00, 0 : σ 0; 0, 0 : ,T Z C T Z C C=  = =  = =  
где C0 – значение концентрации дисперсных частиц в закачиваемой смеси. 
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Решение задачи Коши для безразмерных уравнений методом характеристик 
подробно описано в [7] и имеет вид: 

Λ Λ Λ
0 0 0; σ Λ ; 1 β Λ .Z Z ZC C e m TC e g m TC e− − −= = = +  

Отличие полученного решения заключается в том, что в [7] решение строится 
для постоянного расхода суспензии, поступающей в пласт, в приведенном реше-
нии в трещине поддерживается постоянное давление. Значение интегрального гид-
равлического сопротивление приводится с учетом полученных решений к виду: 
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Начальное условие для интегрального гидравлического сопротивления осев-
ших в пористой среде частиц очевидно: 
 ( )0 0 1.g t = =  (13) 

Дифференцирование уравнения (12) позволяет получить обыкновенное диф-
ференциальное уравнение для определения функции g0(t), решение которого  
с учетом (13) имеет вид: 
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С учетом полученного решения для интегрального гидравлического сопро-
тивления можно аналитически разрешить уравнение (8). Согласно этому реше-
нию зависимость длины трещины от времени имеет вид: 
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Анализ результатов дифференцирования выражения (14) в момент времени t = 0 
приводит к эквивалентному (6) выражению, что свидетельствует о корректности 
проведенных преобразований. 

 
Расчет динамики роста трещины автоГРП 

 
Рассматривается модельный пласт со следующими параметрами породы и за-

качиваемого флюида: β = 400, C0 = 0.01, λ = 10 м–1, L = 250 м, k = 20 мД, μ = 1 мПа∙с, 
Q0 = 0.001 м3/с, Pr = 30 МПа, he = 20 м, kr(Sor) = 0.2, ν = 0.2, Pm = 70 МПа, Pl = 5 МПа. 
При указанных параметрах по формуле (14) рассчитана динамика увеличения 
длины трещины автоГРП, приведенная на рис. 3. Начальный размер трещины 
при заданных параметрах составляет 94 м. В соответствии с моделью PKN дан-
ное значение достигается за время порядка 1 ч. При этом процесс квазистацио-
нарного роста трещины за счет загрязнения дисперсными частицами зоны вблизи 
границ трещины продолжается несколько лет (см. рис. 3). Поэтому начальная 
длина трещины 94 м принята в момент времени t = 0. Анализ полученной зависи-
мости показывает, что за 5 лет длина трещины увеличивается примерно на 32%. 
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Рис. 3. Динамика развития трещины автоГРП 

Fig. 3. Dynamics of the injection-induced hydraulic fracture 
 

Медленный рост трещины подтверждает справедливость квазистационарного 
приближения, поскольку в соответствии с классической моделью PKN первона-
чальный рост трещины вследствие разрыва породы длится в пределах нескольких 
часов [18]. Скорость роста трещины постепенно снижается. Со временем часть 
трещины, которая увеличивается из-за превышения значения закачиваемого рас-
хода над величиной оттока из трещины, составляет все меньшую долю от общей 
длины трещины. Однако даже увеличение длины трещины на 32% может приве-
сти к ее попаданию в зону дренирования добывающей скважины, поэтому необ-
ходим контроль ее развития. 

 

 
Рис. 4. Влияние коэффициента повреждения породы β на динамику развития трещины 
автоГРП: сплошная кривая соответствует β = 100, штрихованная – β = 400, штрихпунк-

тирная – β = 700 
Fig. 4. Effect of the rock damage factor β on the dynamics of the injection-induced  

hydraulic fracture development: β = 100 (solid line), β = 400 (dashed line), and β = 700  
(dotted and dashed line) 

 

Рост трещины автоГРП на месторождении может быть быстрее или медленнее 
в зависимости от свойств пласта и флюида. Наибольший интерес с практической 
точки зрения представляют коэффициент повреждения породы, концентрация 
дисперсных частиц в воде и проницаемость пласта. Коэффициент повреждения 
породы характеризует снижение проницаемости из-за оседания дисперсных ча-
стиц в поровых каналах вблизи трещины. Концентрация дисперсных частиц C 
является показателем их массы в закачиваемой смеси. Проницаемость пласта 
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фактически характеризует его сопротивление разрыву, поскольку в более прони-
цаемых пластах отток из трещины будет больше. Оценка влияния коэффициента 
повреждения породы показывает, что с возрастанием его значения длина трещи-
ны увеличивается быстрее (рис. 4). Этот ожидаемый эффект вызван снижением 
оттока из трещины из-за снижения проницаемости при увеличении значения β. 

Увеличение C также приводит к более быстрому развитию трещины (рис. 5), 
поскольку в этом случае большая масса дисперсных частиц оседает в пористой 
среде вблизи границ трещины. 

 

 
Рис. 5. Влияние концентрации дисперсных частиц C0 на динамику развития  

трещины автоГРП: сплошная кривая соответствует C0 = 0.005, штрихованная –  
C0 = 0.01, штрихпунктирная – C0 = 0.05 

Fig. 5. Effect of the concentration of dispersed particles C0 on the dynamics  
of the injection-induced hydraulic fracture development: C0 = 0.005 (solid line),  

C0 = 0.01 (dashed line), and C0 = 0.05 (dotted and dashed line) 
 
С ростом проницаемости пласта отток из трещины в пласт увеличивается. По-

этому расход нагнетаемой смеси в большей степени скомпенсирован этим отто-
ком. В таком случае в соответствии с (4) и начальная длина трещины будет 
меньше (рис. 6), а трещина увеличивается до меньших размеров. 

 

 
Рис. 6. Влияние проницаемости пласта k на динамику развития трещины автоГРП:  

сплошная кривая соответствует k = 5 мД, штрихованная – k = 20 мД,  
штрихпунктирная – k = 100 мД 

Fig. 6. Effect of the reservoir permeability k on the dynamics of the injection-induced  
hydraulic fracture development: k = 5 mD (solid line), k = 20 mD (dashed line),  

and k = 100 mD (dotted and dashed line) 
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Заключение 
 

Разработан новый подход к моделированию развития трещин автоГРП, заклю-
чающийся в рассмотрении двух стадий процесса: стабилизации длины трещины 
при компенсации закачиваемого расхода смеси оттоком из трещины и квазиста-
ционарного роста трещины вследствие снижения оттока из-за оседания дисперс-
ных частиц в пласте вблизи границ трещины. Расчеты проведены при следующих 
параметрах: β = 400, C0 = 0.01, λ = 10 м–1, L = 250 м, k = 20 мД, μ = 1 мПа∙с,  
Q0 = 0.001 м3/с, Pr = 30 МПа, he = 20 м, kr(Sor) = 0.2, ν = 0.2, Pm = 70 МПа, Pl = 5 МПа. 

Показано, что решение интегро-дифференциальной системы уравнений поз-
воляет получить зависимость длины трещины автоГРП от времени, причем при 
увеличении времени рост трещины замедляется по зависимости с показателем 
степени –1/2. 

Установлено, что увеличение коэффициента повреждения породы и концен-
трации дисперсных частиц в закачиваемой смеси приводит к более быстрому 
росту трещины автоГРП. Это обусловлено большим снижением оттока из трещи-
ны при увеличении этих параметров. В случае если зона дренирования добыва-
ющей скважины расположена на расстоянии 125 м от нагнетательной, при задан-
ных модельных параметрах трещина автоГРП попадет в эту зону спустя 5 лет для 
значений концентрации дисперсных частиц, больших 0.01, после чего ее будет 
необходимо блокировать. Поэтому на практике необходима очистка нагнетаемой 
воды, чтобы концентрация частиц в ней не превышала 1%. 

Определено, что с ростом проницаемости пласта начальная длина трещины 
будет меньше, поскольку в этом случае расход нагнетаемой смеси в большей 
степени скомпенсирован оттоком из трещины, причем зависимость начальной 
длины трещины от проницаемости пласта является обратно пропорциональной. 
Показано, что для пластов с проницаемостью менее 5 мД начальная длина тре-
щины составит порядка 400 м, что приведет к попаданию трещины автоГРП  
в зону дренирования добывающей скважины. Поэтому для низкопроницаемых 
пластов необходимо поддерживать расход воды на таких значениях, которые 
меньше предельных, определенных по формуле Дюпюи. 

Установлено, что расход нагнетательной скважины для предотвращения форми-
рования трещины автоГРП должен быть меньше предельного значения, определя-
емого по формуле Дюпюи как значение расхода, при котором забойное давление 
не превышает давления разрыва породы. Если трещина автоГРП сформировалась, 
то необходимо провести расчет по разработанной модели и установить, через 
какое время длина трещины окажется такой, что она попадет в зону дренирова-
ния добывающей скважины, тогда необходимо либо снижать расход закачки, 
либо проводить блокирование трещины автоГРП суспензией. 
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