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Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления, описываемая разностным аналогом интегро-

дифференциального уравнения типа Вольтерра с недифференцируемым критерием качества. При этом пред-

полагается, что правая часть исходного уравнения и функционал качества по вектору состояния имеют про-

изводные по любому направлению. Сначала, применяя метод приращения и учитывая некоторые понятия  

негладкого анализа, установлены необходимые условия оптимальности в терминах производных по направле-

ниям, носящие общий характер. Затем, опираясь на них, установлены необходимые условия оптимальности, 

непосредственно выраженные через параметры рассматриваемой негладкой задачи. 
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Abstract. The optimal control problem described by the difference analog of the Volterra type integro-

differential equation with a non-differentiable quality criterion is considered. It is assumed that the right-hand side of 

the original equation and the quality functional with respect to the state vector have derivatives in any direction. First, 

using the increment method and taking into account some concepts of non-smooth analysis, the necessary optimality 

conditions are established in terms of derivatives in directions of a general nature. Then, based on them, the necessary 
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optimality conditions directly expressed through the parameters of the non-smooth problem under consideration are 

established. 

Keywords: Volterra type difference equation; non-smooth quality functional; directional derivative; optimality; 

minimax problem. 
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Введение 

 

Как известно (см., напр.: [1, 2]), математическое моделирование разнообразных задач экономи-

ки и техники приводит к специальным задачам оптимизации с негладкими целевыми функционалами. 

Такие задачи оптимального управления непрерывными системами изучены в работах [3, 4], где при-

ведена дополнительная библиография.  

Наряду с этим дискретные динамические модели управляемых систем являются довольно важ-

ным в теоретическом и практическом отношении классом математических моделей, они позволяют 

охватить очень широкий круг реальных объектов и соответствующих им задач оптимального управ-

ления. 

Различные аспекты задач оптимального управления, описываемых дискретными системами  

с негладкими функционалами качества, изучены в работах [5, 6] и др.  

Исследованию задач оптимального управления, описываемых разностными уравнениями типа 

Вольтера с гладким терминальным критерием качества, посвящены работы [7–9]. 

В предлагаемой же работе подобная задача изучается в случае негладкого функционала каче-

ства, при этом с учетом специфики функционала качества доказаны необходимые условия оптималь-

ности в терминах производных по направлениям [10].    

 

1. Постановка задачи 

 

Пусть  0 0 1, 1,..., 1T t t t= + −  – заданная конечная последовательность, причем разность 
1 0t t−  

есть натуральное число, а ( )x  – заданная скалярная функция, удовлетворяющая условию Липшица 

и имеющая производные по любому направлению. 

Предположим, что управляемый дискретный процесс описывается системой обыкновенных 

разностных уравнений типа Вольтера  

 
0

0 0( 1) ( , , ( ), ( )), , ( ) .
t

t

x t f t x u t T x t x
=

+ =     =  (1) 

Здесь ( , , , )f t x u  – заданная n-мерная вектор-функция, непрерывная по ( , )x u  с частными производ-

ными по x при всех ( , ),t  ( )u t  – r-мерный вектор управляющих воздействий. 

Если управляющая функция ( )u t  удовлетворяет ограничению 

 ( ) ,ru t U R t T   , (2) 

то такую управляющую функцию назовем допустимым управлением. Здесь U – заданное непустое, 

ограниченное множество. 

Задача заключается в минимизации негладкого функционала 

 
1

( ) ( ( ))S u x t=  (3) 

при ограничениях (1), (2).  

Допустимое управление ( )u t , доставляющее минимальное значение функционалу (3) при огра-

ничениях (1), (2), назовем оптимальным управлением, а соответствующий процесс ( ( ), ( ))u t x t  – оп-

тимальным процессом. 
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Цель настоящей статьи – получение необходимых условий оптимальности первого порядка  

в рассматриваемой дискретной негладкой задаче (1)–(3). 

 

2. Необходимые условия оптимальности в терминах производных по направлениям  

 

Считая ( ( ), ( ))u t x t  фиксированным допустимым процессом, введем множество 

  ( , , ( ), ) : ( , , ( ), ), .f t x U f t x v v U  =   =     (4) 

В дальнейшем будем предполагать, что множество (4) выпукло при всех ( , ).t    

Через ( ; )u t   обозначим произвольное допустимое управление такое, что соответствующее ему 

состояние ( ; )x t   процесса удовлетворяет соотношению 

 
0

0 0

( 1; ) ( , , ( ; ), ( , ))

(1 ) ( , , ( ; ), ( )) ( , , ( ; ), ( , )),

t

t

t t

t t

x t f t x u

f t x u f t x v

=

= =

+  =      =

= −      +      



 
 (5) 

где [0,1]  – произвольное число, а ( ) , ,v t U t T   – произвольное допустимое управление.  

Такое допустимое управление ( ; )u t   существует в силу выпуклости множества (4). 

Пусть по определению 

 
0.

( ; )
( )

x t
y t

=

 
=


 (6) 

Используя (5) и учитывая гладкость вектор-функции ( , , , )f t x u , получим, что вектор-функция 

),(ty  определяемая формулой (6), является решением следующего разностного уравнения в вариаци-

ях типа Вольтерра: 

 
0

( 1) ( , , ( ), ( )) ( ) ( ( , , ( ), ( )) ( , , ( ), ( )))]
t

x

t

y t f t x u y f t x v f t x u
=

+ =     +    −    . (7) 

С другой стороны, из (6) ясно, что 

 ( ; ) ( ) ( ) ( ; ).x t x t y t o t = +  +   (8) 

При этом специальное приращение функционала качества (3), отвечающее допустимым управ-

лениям );( tu  и )(tu , записывается в виде: 

  
1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

( ( ; )) ( ( )) ( ( ; )) ( ( ))

( ( ) ( ) ( ; )) ( ( ) ( ))

[ ( ( ) ( )) ( ( ))].

S u t S u t x t x t

x t y t o t x t y t

x t y t x t

 − =   − =

=  +  +  − +  −

−  +  −

 (9) 

Поскольку функция )(x  удовлетворяет условию Липшица, то ясно, что 

 1 1 1 1 1( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ).x t y t o x t y t o +  +  − +     (10) 

Отсюда, используя определение производной по направлениям, получаем 

1
1 1 1 2

1

( ( ))
( ( ) ( )) ( ( )) ( ).

( )

x t
x t y t x t o

y t


 +  − =  + 


 

Теперь предположим, что допустимое управление )(tu  оптимальное, тогда из последнего раз-

ложения получаем 

 1
2

1

( ( ))
( ) 0.

( )

x t
o

y t


+  


 (11) 

Таким образом, доказана следующая теорема. 

Теорема 1. Если множество (4) выпуклое, то для оптимальности допустимого управления 

)(tu  в рассматриваемой задаче (1)–(3) необходимо, чтобы неравенство 
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 1

1

( ( ))
0

( )

x t

y t





 (12) 

выполнялось для всех ( ) ,v t U t T  . 

Неравенство (12) является неявным критерием оптимальности относительно параметрам задачи 

(1)–(3). Используя его, удается получить необходимое условие оптимальности, выраженное непо-

средственно через параметры задачи (1)–(3). 

Уравнение (7) является линейным неоднородным разностным уравнением. Поэтому, применяя 

результаты, например, работ [7, 11] получаем, что решение )(tx  уравнения в вариациях, допускает 

представление 

 
0

1 1

( ) ( , 1)( ( , , ( ), ( )) ( , , ( ), ( )) .
t t

t s

y t R t s f s x v f s x u
− −

= =

 
= +    −    

 
   (13) 

Здесь ),( stR  является резольвентой уравнения (8), при фиксированном t удовлетворяет по )( tss   

матричному разностному уравнению Вольтерра 

 ( 1, ) ( 1, 1) ( , , ( ) ( )),
t

x

S

R t s R t f s x s u s s t
=

+ = +  +    (14) 

с начальным условием 

,)1,1( EttR =++  

где E – (n × n)-мерная единичная матрица. 

Учитывая (13), положим 

1 1

0

1 1

1 1( ) ( , 1)( ( , , ( ), ( )) ( , , ( ), ( )) .
t t

t s

L v R t s f s x v f s x u
− −

= =

 
= +    −    

 
   

Следовательно, доказана следующая теорема. 

Теорема 2. Если множество (4) выпуклое, то для оптимальности допустимого управления 

)(tu  в задаче (1)–(3) необходимо, чтобы неравенство 

1

1

( ( ))
0

( )

x t

L v





 

выполнялось для всех ( ) ,v t U t T  .  

 

3. Линеаризованное необходимое условие оптимальности 
 

В этом разделе дополнительно предположим, что в задаче (1)–(3) вектор-функция ( , , , )f t x u  

непрерывно дифференцируема по ( , ),x u  а множество U выпукло. Эти дополнительные условия поз-

воляют нам записать «возмущенную» систему вида: 

 
0 0

( 1; ) ( , , ( , ), ( , )) (1 ) ( , , ( , ), ( ) (1 ) ( )),
t t

t t

x t f t x u f t x v u
= =

+  =       −       + −    (15) 

где [0,1]  – произвольное число, а ( )v t  произвольное допустимое управление. 

Пусть 

 
0

( ; )
( , ) .

x t
z t v

=

 
=


 (16) 

Тогда из (15) следует, что ( , )z t v , определяемое формулой (16), является решением следующего 

уравнения в вариациях: 

 
0

( 1, ) [ ( , , ( ), ( )) ( , ) ( , , ( ), ( ))( ( ) ( ))].
t

x u

t

z t v f t x v z v f t x u v u
=

+ =     +     −   (17) 

При этом специальное приращение критерия качества (3), отвечающее допустимым управлени-

ям ( ; )u t   и ( )u t  представляется в виде: 
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 1
1 1 1 1

1

( ( ))
( ( ; )) ( ( )) [ ( ( ) ( , ) ( )) ( ( ) ( , )) ( ).

( , )

x t
S u t S u t x t z t v o x t z t v o

z t v


 − =  + +  − + =  + 


 (18) 

Из полученного разложения следует теорема. 

Теорема 3. Если множество U выпукло, то для оптимальности допустимого управления ( )u t  

в рассматриваемой задаче (1)–(3) при дополнительном предположении, что функция ( , , , )f t x u  

непрерывно дифференцируема по ( , ),x u  необходимо, чтобы неравенство 

 1

1

( ( ))
0

( , )

x t

z t v





 (19) 

выполнялось для всех ( ) , .v t U t T   

Как и раньше, конкретизируем полученное необходимое условие оптимальности, другими сло-

вами, выразим непосредственно через параметры задачи (1)–(3). 

Благодаря результатам работ [7, 11] решение ),( vtz  линеаризованного уравнения в вариациях (17) 

представимо в виде: 

 
0

1 1

( , ) [ ( , ) ( , , ( ), ( )]( ( ) ( )),
t t

u

t s t

z t v R t s f s x u v u
− −

= =

=     −   (20) 

где ( , )R t  – решение уравнения (14). 

Введя обозначение 

( , ) [ ( , ) ( , , ( ), ( )],
t

u

s

Q t R t s f s x u
=

 =     

из тождества (20) имеем  

0

1

( , ) ( , )( ( ) ( )).
t

t

z t v Q t v u
−

=

=   −   

Отсюда следует  
1 1

0

1

1 1( , ) ( , )( ( ) ( )).
t

t

z t v Q t t v t u t
−

=

= −  

Полагая  
1

0

1

2 1( ) ( , )( ( ) ( ))
t

t

L v Q t t v t u t
−

=

= − , 

из неравенства (19) получаем следующий результат. 

Теорема 4. Если множество U выпукло, то для оптимальности допустимого управления ( )u t  

в рассматриваемой задаче (1)–(3) необходимо, чтобы неравенство 

1

2

( ( ))
0

( )

x t

L v





 

выполнялось для всех ( ) , .v t U t T   

 

Заключение 
 

В предлагаемой работе рассматривается негладкая задача оптимального управления дискрет-

ными системами Вольтерра и при помощи метода явной линеаризации установлено необходимое 

условие оптимальности первого порядка в терминах производных по направлениям.  
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