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Аннотация. Представлены методика и результаты численного расчета нестационар-

ной скорости горения металлизированного смесевого твердого топлива (МСТТ) по 

известному закону изменения давления. Для определения нестационарной скорости 

горения использовался метод, основанный на численном решении системы уравне-

ний, описывающей физико-математическую модель горения МСТТ в сопряженной 

постановке, где физико-химические процессы в твердой фазе определяются уравне-

нием теплопроводности и уравнением разложения окислителя в конденсированной 

фазе, процессы в газовой фазе описываются на основе подходов динамики много-

фазных реагирующих сред, на поверхности твердого топлива ставятся условия со-

хранения потоков массы компонентов и энергии. Анализ результатов исследования 

показал, что нестационарная скорость горения ВЭМ при сбросе давления отличается 

от квазистационарной, а предложенный метод расчета является корректным. 
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Abstract. This paper presents the methodology and numerical calculations of the non-

stationary burning rate of a high-energy material (HEM) based on the well-known law  

of pressure variation. Numerical calculations are carried out using the method based on  

the numerical solution of a system of equations describing a physical and mathematical 

model of the burning of HEMs in a conjugate formulation. In this model, the physical and 

chemical processes occurring in the solid phase are determined by the equations of thermal 

conductivity and oxidizer decomposition in the condensed phase. The gas-phase processes 

are described using the approaches of the dynamics of multiphase reacting media. On the 

surface of the solid propellant, the conditions for the conservation of component mass and 

energy are specified. The analysis of the results reveals that the non-stationary burning rate 

of HEMs during pressure release differs from the stationary one, and the proposed calcu-

lation method is accurate. 
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Введение 

 

Получение информации о нестационарной скорости горения высокоэнергети-

ческого материала (ВЭМ) является актуальной научной задачей, особенно при 

быстром изменении давления [1–4]. Современная научная литература располагает 

значительным количеством предлагаемых методов [5, 6]. Широкое распростране-

ние получили методы, основанные на решении обратных задач внутренней балли-

стики (ОЗВБ-методы) [7–10].  

При этом активно развиваются методы математического моделирования  

нестационарных процессов горения конденсированных высокоэнергетических 
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систем [11–13]. Предложенная в работе методика расчета нестационарной скорости 

горения рассматривается как вариант развития методов нахождения нестационарной 

скорости горения по известному закону изменения давления в камере сгорания. 

В работе представлены методика и результаты численного расчета нестацио-

нарной скорости горения высокоэнергетического материала по известному закону 

изменения давления. Для определения нестационарной скорости горения использо-

вался метод, основанный на численном решении системы уравнений, описывающей 

физико-математическую модель горения металлизированного смесевого твердого 

топлива (МСТТ) в сопряженной постановке, где физико-химические процессы в твер-

дой фазе определяются уравнением теплопроводности и уравнением разложения 

окислителя в конденсированной фазе, процессы в газовой фазе описываются на ос-

нове подходов динамики многофазных реагирующих сред, на поверхности твердого 

топлива ставятся условия сохранения потоков массы компонентов и энергии. 

 

Методика эксперимента, описание экспериментальной установки 

 

Эксперименты проводились на установке, схема которой приведена на рис. 1. 

Детальное описание установки, составов и условий проведения экспериментов 

дано в [10]. 
 

 

Рис. 1. Схема установки [10]: 1 – камера сгорания; 2 – заряд исследуемого ВЭМ;  

3 – перфорированный контейнер; 4 – фиксаторы; 5 – диафрагма; 6 – основное сопло;  

7 – дополнительное сопло; 8 – сгорающая пробка; 9 – воспламенитель;  

10 – электрокапсюльный инициатор; 11 – датчик давления 

Fig. 1. Installation design [10]: 1, combustion chamber; 2, charge of the studied HEM;  

3, perforated container; 4, clamps; 5, diaphragm; 6, main nozzle; 7, additional nozzle;  

8, burning plug; 9, igniter; 10, electric capsule initiator; and 11, pressure sensor 
 

Экспериментальные исследования по определению нестационарной скорости 

горения проводились для ВЭМ на основе инертного углеводородного горючего-

связующего СКДМ-80 (раствор дивинильного каучука в трансформаторном масле 

в соотношении 20/80) и окислителя – бидисперсного перхлората аммония ПХА.  
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В качестве энергетических добавок использовались порошки алюминия промыш-

ленных марок АСД-4. Значение среднемассового диаметра частиц алюминия D43 

7.34 мкм. Экспериментально полученная зависимость давления от времени пред-

ставлена на рис. 2. Аппроксимация полученного в эксперименте закона изменения 

давления имеет вид:  

p(t) = (87.003922 + (–1.9153078 × pow(9.4525223 × t, 6.688972) –  

– 102.57151/(pow(9.4525223 × t, 5.9404836) – 0.46647462) –  

– 24.064697)/exp(t))/(2.2169473 + pow(8.4400129 × t, 218.28163)) + (7.2332478 +  

+ 46.266483/(pow(9.4525223 × t, 5.9404836) – 0.46647462))/exp(t) – 2.1986706. 
 

 

Рис. 2. Изменение давления во времени, полученное в эксперименте 

Fig. 2. Experimental pressure variation with time 

 

Физико-математическая модель и метод решения 
 

Постановка задачи основывается на работах [11, 13]. Физико-химические про-

цессы в твердой фазе определяются уравнением теплопроводности в конденсиро-

ванной фазе и уравнением разложения окислителя. Процессы в газовой фазе описы-

ваются на основе подходов динамики многофазных реагирующих сред Р.И. Нигма-

тулина [14]. Граница x = 0 находится и совпадает с поверхностью МСТТ, состоящего 

из окислителя, связки и порошка алюминия. Справа от границы находятся про-

дукты газификации МСТТ. Предполагается, что окислитель твердого топлива при 

нагревании разлагается с образованием газообразных продуктов разложения. Га-

зообразные продукты разложения окислителя образуются на последней стадии  

реакции, по достижении глубины превращения 0.99. Одновременно с поверхности 

топлива испаряется горючее связующее, увлекая за собой частицы алюмининия.  

В газовой фазе газообразные горючее и окислитель смешиваются и реагируют.  

Реакция в газовой фазе экзотермическая, скорость реакции описывается законом 
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Аррениуса первого порядка. Газ при нагревании расширяется, возникает течение 

его от поверхности МСТТ, которым захватываются частицы алюминия. Частицы 

алюминия имеют известное, заранее заданное распределение по размерам, номер 

фракции частиц изменяется от i до Nf. Частицы в потоке реагирующих продуктов 

газификации окислителя и горючего прогреваются и начинают гореть. Величина 

температуры зажигания частиц алюминия Tz,i зависит от их размера. Зависимость 

температуры зажигания частиц алюминия от их размера взята из [15]. При сформу-

лированных допущениях математическая постановка задачи имеет следующий вид. 
Для твердого топлива,       0x−  : 

уравнение теплопроводности в твердом топливе: 

 ( )
2

2
1 expc c c c

c c c c c c c

c

T T T E
c u Q k

t x RTx

    
 + =  +  − −  

     
, (1) 

уравнение разложения окислителя в твердом топливе: 

 ( )1 exp c

c c

c

E
u k

t x RT

  
+ = − − 

   
. (2) 

Уравнения для газовой фазы, 0     x L  : 

уравнение сохранения массы газа: 

 
1,

1..

g g g

i

i Nf

u
G

t x =

 
+ = −

 
 , (3) 

уравнение сохранения импульса газа: 

 
( )2

, 1,

1..

g gg g

tr i i g

i Nf

u pu
G u

t x =

  +
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уравнение сохранения энергии газа: 

 

( ) ( )

( ) ( )

22

2

1, , , , , , ,

1..

0.50.5

2 ,
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 (5) 

уравнение сохранения массы окислителя в газе: 

 
1,

1..

ox gox ox

g g i g

i Nf

u a
D G G

t x x x =

   
+ =  − − 

    
 , (6) 

уравнения баланса массы частиц i-й фракции: 

 
, , ,

1,

p i p i p i

i

u
G

t x

 
+ =

 
, 1..i Nf= , (7) 

уравнение сохранения импульса частиц i-й фракции: 

 

2

, , , ,

, 1,

p i p i p i p i

tr i i g

u u
G u

t x
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уравнение энергии частиц i-й фракции: 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
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1

2
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уравнение счетной концентрации частиц i-й фракции: 

 
, , ,

0
p i p i p in n u

t x

 
+ =

 
, 1..i Nf= , (10) 

уравнение состояния газа: 

 
g g gp R T=  ,  (11) 

начальные условия: 

( ) 00 : ,0 , 0cx T x T−   =  = , 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,
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,0 ,0 0, ρ ,0 ρ , ,0 0.

g p i b ox p i
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 (12) 

Граничные условия задаются из следующих соображений. Координата x = 0 
соответствует поверхности горения.  

На границе x = 0 выполняются законы сохранения потоков массы компонентов 
газификации твердого топлива и потоков энергии: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
c ,

0, 0,
ρ , 0, 0, , ρ 0, ,

0,

g gc

g c c f p i g g

g g
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x x R T t
 =  + = =

 
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,
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
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, (13) 
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 
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на левой границе, x = − : 
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0
cT t

x

 −
=


, (14) 

на правой границе, x L= : 

 
( ) ( ),,

0
gox

T L ta L t

x x


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 
,  (15) 

( ), ( )Lp L t p t= , 
, ,

( )
( ), .

b c

L

c

P const t t
p t

P t t t
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= 


. 

В уравнениях (1)–(15) cpg, cvg, cc – удельная теплоемкость газа при постоянном  
давлении, газа при постоянном объеме, твердого топлива, T – температура,  
uc – линейная скорость горения твердого топлива, u – скорость, p – давление,  
ρ – плотность, λ – коэффициент теплопроводности, Q – тепловой эффект реакции, 
k – предэкспоненциальный множитель в законе Аррениуса, η – глубина превраще-
ния в твердом топливе, E – энергия активации химической реакции, R – универ-

сальная газовая постоянная, ( ) 21 0.5 ρg g gp u =  − +  – полная энергия газа, 

2

, , , , ,ρ 0.5 ρp i p p i p i p i p ic T u = +  – полная энергия частиц i-й фракции, 

( ), , ,2p i p i g p iNu r =   – коэффициент теплообмена газа с частицами, Dg – коэффи-

циент диффузии, 
pg vgc c =  – показатель адиабаты, τtr – сила трения, 

c c,ox c,ox f f Al Alρ 1 ( ρ ρ ρ )=  + +  – плотность смесевого твердого топлива, ρc,ox – 

плотность вещества окислителя, ρf – плотность вещества связки, ρAl – плотность 



Механика / Mechanics 

130 

алюминия, Al Al,

1..

i

i Nf=

 =   – массовая доля порошка алюминия, αc,ox – массовая 

доля окислителя, αf – массовая доля горючего связующего, t – время, x – коорди-

ната, Lc – теплота испарения связки, ( )3
, , , Al3 4p i p i p ir n=     – радиус частицы  

i-й фракции; 
( )

1
3

,3Al O Al

Al, Al,0, 0

Al O,

ρ3 2 2

34 3 ρ

p i

i i

p i p

r r
n

   +  
= −  

     

 – размер (радиус) 

оставшейся части алюминия в частице, μAl, μO – молярные массы алюминия и кис-
лорода, L – правая граница расчетной области, давление на которой меняется по 
заданному закону. Индексом b отмечены начальные значения параметров состоя-
ния, p – параметры частиц, g – параметры газа, c – параметры смесевого твердого 
топлива, ox – окислитель, f – горючее, Al – алюминий, i – номер фракции частиц 
алюминия. 

Коэффициент теплоотдачи вычисляется по формуле [16] 

,

,2

g

p i

p i

Nu

r


 = ,  

2 22 l tNu Nu Nu= + + ,  0,50,664RelNu = ,  0,80,037RetNu = . 

Скорость изменения массы частиц при их горении определяется зависимостью 

( ) ( )( )0

1, 1 , , , , , , , ,ρi p i p p i ox Al i m i ox Al i m iG n S k a r k a r=   + , где ( ) ( ), ,ρm i g g g g p iT Nu c r =   – 

коэффициент массоотдачи частиц при числе Льюиса 
( ) ( )

1
ρ

g

g g g g

D
Le

T c
= =


, 

( ) 0.9

ox, Al, 02 Al,i f ik a r k a r= , α1 – стехиометрический коэффициент реакции алюми-

ния с окислителем, Sp,i – площадь поверхности частицы, 0ρ p
 – плотность вещества 

частицы. 
Скорость химической реакции в газовой фазе определяется из соотношения  

( )( )2 ox 0ρ expg g gG k E RT= − . 

Сила трения между частицами и газом определяется выражением 
, , ,tr i p i tr in F =  [11], 

где ( ), , , ,ρ 2tr i r m i g g p i g p iF C S u u u u= − −  – сила взаимодействия одиночной частицы 

с газом, ( )0.68224 1 0.15Re RerC = +  – коэффициент трения, 
, ,Re 2ρ ηg p i g p i g

r u u= −  – 

число Рейнольдса, Sm – площадь миделевого сечения, ηg – коэффициент динамиче-
ской вязкости газа. 

 

Методика решения 
 

Уравнения (1)–(15) решались численно. Уравнения (1), (2) решались с исполь-

зованием явной разностной схемы, для аппроксимации конвективных слагаемых 

использовались разности против потока. Шаг по пространству брался равным  

Δh = 2.5·10–7 м. Количество точек подбиралось таким, чтобы выполнялось гранич-

ное условие (14). Уравнения (3)–(6) решалась численно методом С.К. Годунова [17]. 

Слагаемые в правых частях уравнений, описывающие процессы переноса за счет 

теплопроводности и диффузии, аппроксимировались явно на трехточечном шаб-

лоне. Решение уравнений (7)–(10) проводилось методом [18]. Шаг по пространству 
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вблизи поверхности твердого топлива (до координаты x = 7.5·10–5 м) задавался по-

стоянным и равным Δhi = 2.5·10–7 м. После координаты x = 7.5·10–5 м шаг по про-

странству увеличивался в направлении правой границы по правилу Δhi+1 = 1.02·Δhi. 

Размер расчетной области выбирался таким, чтобы в этой области завершились все 

реакции горения газа и частиц алюминия. Величина схемной диффузии при вы-

бранном шаге Δh была много меньше коэффициента диффузии Dg. Шаг по вре-

мени определялся из условия устойчивости Куранта, Δt < Δhi/(max[c] + max[|ug|]), 

где c – скорость звука, и условия устойчивости явной разностной схемы для реше-

ния уравнений (1), (2) и выбирался минимальный. Граничные условия (13)–(15) 

аппроксимировались конечными разностями с первым порядком точности.  

Система уравнений (1)–(15) решается до установления стационарной линейной 

скорости горения твердого топлива uc при заданных начальных условиях, далее 

расчет проводится в соответствии с заданным законом изменения давления. 
 

Результаты расчетов 
 

В расчетах приняты следующие исходные данные: 1466.5pgc =  Дж/(кг·K), 

1202vgc =  Дж/(кг·K), 8.315R =  Дж/(кг·K), 1465cc =  Дж/(кг·K), 760pc =  Дж/(кг·K), 

0.25c =  Дж/(м·с·K), 0.35g =  Дж/(м·с·K), 55 10g

− =   Па·с, 0.7cQ =  МДж/кг, 

8

0 6.3 10ck =   1/с, 100000cE =  Дж/моль, 1 12.75Q =  МДж/кг, 5

02 2.22 10k −=   м1.5/с, 

42.61775gQ =  МДж/кг, 9

0 4.12 10gk =   1/с, 188325gE =  Дж/моль, 1 0.8889 = , 

0.15,Al =  ox 0.65, =  0.2,f =  
,ox 1950c =  кг/м3, 1270f =  кг/м3, Al 2700 =  кг/м3, 

0.5fa = , 293bT =  К. Для проведения расчетов была принято, что частицы, отте-

кающие от поверхности твердого топлива с газообразными продуктами газифика-

ции твердого топлива, имеют одинаковый размер (монодисперсная среда, Nf = 1), 

l,0 7.5Ar =  мкм. 

Проведены расчеты зависимости стационарной скорости горения от давления. 

На рис. 3 представлена зависимость стационарной скорости горения от давления. 

На рис. 4. представлена связь стационарной скорости горения с температурой по-

верхности топлива. 

Далее расчеты проводились при заданном законе изменения давления над по-

верхностью топлива, полученном из эксперимента при: 3.3bP =  МПа; функция 

p(t), определяющая закон изменения давления во времени при сбросе давления, 

была получена путем аппроксимации экспериментальных измерений:  

p(t) = (87.003922 + (–1.9153078 × pow(9.4525223 × t, 6.688972) –  

– 102.57151/(pow(9.4525223 × t, 5.9404836) – 0.46647462) –  

– 24.064697)/exp(t))/(2.2169473 + pow(8.4400129 × t, 218.28163)) + (7.2332478 +  

+ 46.266483/(pow(9.4525223 × t, 5.9404836) – 0.46647462))/exp(t) – 2.1986706. 

Представляет интерес определение отклонения нестационарной скорости горе-

ния от квазистационарных ее значений при изменении давления, как измерено  

в эксперименте. На рис. 5 представлено изменение скорости горения от времени 

при изменении давления во времени в соответствии с аппроксимацией экспери-

ментальных данных, пунктирной линией показана квазистационарная скорость  

горения при соответствующем мгновенном значении давления. На рис. 6 представ-
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лено изменение температуры поверхности топлива от времени при изменении дав-

ления над поверхностью горения в соответствии с экспериментальными данными.  

 

  

Рис. 3. Зависимость стационарной  

скорости горения от давления 

Fig. 3. Stationary burning rate  

as a function of pressure 

Рис. 4. Связь стационарной скорости горения 

с температурой поверхности топлива 

Fig. 4. Stationary burning rate as a function  

of temperature of the propellant surface  

 

  

Рис. 5. Нестационарная скорость горения  

во времени при изменении давления над  

поверхностью топлива, как в эксперименте 

(сплошная линия), и квазистационарная ско-

рость горения при соответствующем мгновен-

ном значении давления (пунктирная линия) 

Fig. 5. Time dependence of the non-stationary 

burning rate at varying pressure above the propel-

lant surface as in the experiment (the solid line) and 

quasi-stationary burning rate at the corresponding 

instantaneous pressure (the dotted line) 

Рис. 6. Изменение температуры  

поверхности топлива при изменении  

давления над поверхностью топлива,  

как в эксперименте 

Fig. 6. Variation of the propellant  

surface temperature with pressure above  

the propellant surface as in the experiment 
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На рис. 7 представлена связь нестационарной скорости горения с температурой 

поверхности топлива при изменении давления, как в эксперименте (сплошная ли-

ния), и в квазистационарном случае (пунктирная линия). На рис. 8 представлено 

отношение нестационарной скорости горения к квазистационарной скорости горе-

ния при изменении давления над поверхностью топлива при изменении давления 

во времени в соответствии с аппроксимацией экспериментальных данных. Соот-

ветствующее мгновенное значение квазистационарной скорости горения вычисля-

ется при значении давления в заданный момент времени. 
 

  

Рис. 7. Связь нестационарной скорости  

горения с температурой поверхности топлива  

при изменении давления, как в эксперименте 

(сплошная линия), и в квазистационарном  

случае (пунктирная линия) 

Fig. 7. Non-stationary burning rate  

as a function of temperature of the propellant surface 

at varying pressure both in the experiment (the solid 

line) and in the quasi-stationary case (the dotted line) 

Рис. 8. Отношение нестационарной  

скорости горения к квазистационарной 

скорости горения при соответствующем 

мгновенном значении давления,  

как в эксперименте 

Fig. 8. The ratio of non-stationary  

and quasi-stationary burning rates  

at the corresponding instantaneous  

pressure as in the experiment 

 

Заключение 

 

В работе предложена методика численного расчета нестационарной скорости 

горения высокоэнергетического материала по известному закону изменения дав-

ления. Для расчета нестационарной скорости горения использовалась ранее разра-

ботанная авторами физико-математическая модель горения металлизированного 

смесевого твердого топлива в сопряженной постановке [11–13]. В предложенной 

модели физико-химические процессы в твердой фазе определяются уравнением 

теплопроводности и уравнением разложения окислителя в конденсированной 

фазе, а процессы в газовой фазе описываются на основе подходов динамики мно-

гофазных реагирующих сред, на поверхности твердого топлива ставятся условия 

сохранения потоков массы компонентов и энергии. Анализ результатов исследова-

ния показывает, что предложенная методика применима для расчета нестационар-

ной скорости горения и отражает основные физические закономерности процесса. 
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