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Let Fq be a finite field of q elements. Let Vn(q) denote the vector space of length n
over Fq. Define a linear [n, k]q-code C as any linear subspace of dimension k of the
space Vn(q). This paper focuses on a special operation defined on the set of lin-
ear codes of the same length: the Schur — Hadamard product, also known as the
Schur product or Hadamard product. The Schur — Hadamard product of two vec-
tors x = (x1, . . . , xn) ∈ Vn(q) and y = (y1, . . . , yn) ∈ Vn(q) is defined as the vector
x ◦ y = (x1 · y1, . . . , xn · yn) ∈ Vn(q), where · is the field Fq multiplication. De-
fine the Schur — Hadamard square C◦2 of [n]q-code C as the linear span of the set
of vectors {c ◦ b : c, b ∈ C}. It is known that for any [n, k]q-code C the inequality
dim C◦2 ⩽ min (k(k + 1)/2, n) holds. For a random linear code, the probability that
its Schur — Hadamard square has the maximum possible dimension tends to 1 as
n, k →∞. This fact is used in the analysis of code-based cryptosystems. However, in
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practice researchers deal with fixed values of k and n. Therefore, the non-asymptotic
estimation of the probability that the Schur — Hadamard square of a random [n, k]q-
code has the maximum possible dimension is of interest. In the case n < k(k + 1)/2
such an estimate was obtained earlier. We provide a non-asymptotic estimate for the
case n > k(k + 1)/2. Two theorems are proven: the first gives an estimate for very
long codes, while the second applies to relatively short codes. Let k, n ∈ N be such that
k ⩾ 5 and n > k(k + 1)/2. Then the following inequality holds:

Pr
[
dim C◦2 = k(k + 1)/2

]
> 1− qk(k+1)/2+logq 2−(2−logq(2q−1))n.

If k ⩾ 6 and n < (k2 − 4k)/2(logq(2q − 1)− 1), then

Pr
[
dim C◦2 = k(k + 1)/2

]
> 1− qk(k+1)/2+logq 2−(1−logq(1+(q−1)q−δq(n,k)k))n,

where δq(n, k) =
1

2
+

1

2k
− 1

2k

√
2k + 1 + 2(logq(2q − 1)− 1)n. Finally, examples of

estimates are given for different values of n, k and q.

Keywords: Shur product of linear codes, Hadamard product of linear codes, random
codes, Shur square of linear code, Hadamard square of linear code, McEliece public
key cryptosystem.

Ââåäåíèå
Çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â îáëàñòè àíàëèçà êîäîâûõ ïîñòêâàíòîâûõ êðèïòîãðàôè-

÷åñêèõ ñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì íå â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü îáÿçàí ïðèìåíåíèþ òàêîé
îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè êîäàìè, êàê èõ ïîêîîðäèíàòíîå ïðîèçâåäåíèå, èëè ïðîèçâå-
äåíèå Øóðà�Àäàìàðà.

Â àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ïîìåõîóñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèå Øóðà�
Àäàìàðà ïîÿâèëîñü â 1992 ã. Â ðàáîòå [1] îïåðàöèÿ ïîêîîðäèíàòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëè-
íåéíûõ êîäîâ èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ ïàð ëîêàòîðîâ îøèáîê.

Â îáëàñòè àíàëèçà êîäîâûõ êðèïòîñèñòåì îïåðàöèÿ ïðîèçâåäåíèÿØóðà�Àäàìàðà
èñïîëüçîâàíà âïåðâûå â [2], ãäå ïîñòðîåíà ïåðâàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ àòàêà íà êðèïòîñè-
ñòåìó Áåðãåðà �Ëóàäðî [3].

Â 2013 ã. â ðàáîòå [4] áûë ïîñòðîåí ïåðâûé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâî-
ëÿåò îòëè÷àòü êîäû Ãîïïû ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è îò ñëó÷àéíûõ êîäîâ. Âûÿñ-
íèëîñü, ÷òî èíîãäà ïðîèçâåäåíèå Øóðà�Àäàìàðà êîäîâ, äóàëüíûõ ê êîäàì Ãîïïû, íå
çàïîëíÿåò ñîáîé âñ¼ ïðîñòðàíñòâî; ïðè ýòîì ñëó÷àéíûå êîäû äëèíû n ïðè âîçâåäåíèè
â êâàäðàò Àäàìàðà äîëæíû ñîâïàäàòü ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì âåêòîðîâ äëèíû n.

Â äàëüíåéøåì òîò ôàêò, ÷òî êîä, íà îñíîâå êîòîðîãî ïîñòðîåíà êîäîâàÿ êðèï-
òîñèñòåìà, âåä¼ò ñåáÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ Àäàìàðà íå êàê ñëó÷àéíûé, áûë
èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ àòàê íà ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè êðèïòîñèñòåìû Ìàê-
Ýëèñà [5�10].

Â 2015 ã. â ðàáîòå [11] óñòàíîâëåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà òîãî, ÷òî êâàäðàò Àäà-
ìàðà ñëó÷àéíîãî ëèíåéíîãî êîäà èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñòü. Òàêèì
îáðàçîì, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðîñòå ïàðàìåòðîâ êîäà íàéòè ñëó÷àéíî êîä, êâàäðàò
Àäàìàðà êîòîðîãî èìååò íå ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü, ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

Îäíàêî â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ êðèïòîàíàëèòèêè èìåþò äåëî ñ ôèê-
ñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíûõ êîäîâ. È âîçíèêàåò âîïðîñ, íàñêîëüêî
ýôôåêòèâåí òîò èëè èíîé îòëè÷èòåëü êîäà îò ñëó÷àéíîãî ïðè ýòèõ ïàðàìåòðàõ, à íå
â áåñêîíå÷íîñòè. Â 2023 ã. â ðàáîòå [12] áûëà ïðèìåíåíà òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñ îáîáù¼í-
íûì ðàññòîÿíèåì Õåììèíãà êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà, äëÿ ïîëó÷åíèÿ
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íåàñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî êâàäðàò Àäàìàðà ëèíåéíîãî êîäà
çàïîëíÿåò ñîáîé âñ¼ ïðîñòðàíñòâî. Îäíàêî ýòà îöåíêà ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè
ðàññìàòðèâàþòñÿ äëèííûå ëèíåéíûå êîäû, ò. å. òàêèå êîäû, ó êîòîðûõ äëèíà áîëüøå
ïîëîâèíû êâàäðàòà ðàçìåðíîñòè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé äëèííûõ êîäîâ. Äîêàçàíà íåàñèìïòîòè÷åñêàÿ
îöåíêà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûé ëèíåéíûé äëèííûé êîä èìååò ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñòü. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êâàäðàò Àäàìàðà òàêîãî êîäà
íå áóäåò çàïîëíÿòü âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, òàê êàê â ñèëó áîëüøîé äëèíû êîäà â êâàäðàòå
Àäàìàðà íå õâàòèò êîäîâûõ ñëîâ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåàñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè ïðèìåíåíà áîëåå ïðîñòàÿ òåõíèêà, ÷åì
â ðàáîòå [11], íî íîâàÿ îöåíêà âïîëíå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ èçó÷åíèÿ êîíêðåò-
íûõ âàðèàíòîâ êîäîâûõ êðèïòîñèñòåì ñ çàðàíåå ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì çíà÷åíèé èõ
ïàðàìåòðîâ.

1. Îñíîâíûå òåðìèíû è îïðåäåëåíèÿ
Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ïîëå Fq, ñîñòîÿùåå èç q ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vn(q)

ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ äëèíû n íàä Fq. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòàìè Vn(q) ÿâëÿþòñÿ
âåêòîðû-ñòðîêè ñ êîîðäèíàòàìè èç ïîëÿ Fq.

Ñëåäóÿ êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè [13], äàäèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè êî-
äîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè.

Ëèíåéíûì áëîêîâûì êîäîì, èñïðàâëÿþùèì îøèáêè, èëè ëèíåéíûì êîäîì, èëè ïðî-
ñòî êîäîì íàä ïîëåì Fq áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî C ïðîñòðàí-
ñòâà Vn(q). ×èñëî n â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ äëèíîé êîäà. Âåêòîðû c, ïðèíàäëåæà-
ùèå C, íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè (èëè ïðîñòî ñëîâàìè) êîäà C. Ëèíåéíûé êîä C
äëèíû n íàä ïîëåì Fq íàçûâàåòñÿ [n]q-êîäîì.

Ëþáîé [n]q-êîä C êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò ðàçìåðíîñòü k. Òîãäà k íàçû-
âàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ C è îáîçíà÷àåòñÿ dim C. Êðîìå òîãî, [n]q-êîä C ðàçìåðíîñòè k
íàçûâàåòñÿ [n, k]q-êîäîì.

Òàê êàê [n, k]q-êîä C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, îí ìîæåò áûòü çàäàí ñâîèì
áàçèñîì. Ìàòðèöà, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû êîäà C, íàçûâàåò-
ñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé. Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà [n, k]q-êîäà C ÿâëÿåòñÿ (k × n)-
ìàòðèöåé è èìååò ïîëíûé ðàíã, ðàâíûé k. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîëüíûé [n, k]q-êîä C
ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G ìîæåò áûòü çàäàí êàê ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáè-
íàöèé ñòðîê ìàòðèöû G, ò. å. C = {a ·G : a ∈ Vk(q)}.

Èíîãäà óäîáíî çàäàâàòü [n, k]q-êîä C íåêîòîðîé (ℓ×n)-ìàòðèöåé D, êîòîðàÿ îáëàäà-
åò òàêèì æå ñâîéñòâîì, êàê è ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà: ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê D
ñîâïàäàåò ñ êîäîì C, ò. å. C = {a · D : a ∈ Vℓ(q)}. Ìàòðèöà D íàçûâàåòñÿ îõâàòû-

âàþùåé ìàòðèöåé êîäà C [14]. Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G êîäà C ÿâëÿåòñÿ è îõâàòû-
âàþùåé. Ôàêòè÷åñêè ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îõâàòûâàþ-
ùåé, à èìåííî: ýòî îõâàòûâàþùàÿ ìàòðèöà, èìåþùàÿ ïîëíûé ðàíã. Â îáùåì ñëó÷àå
íè ïîðîæäàþùàÿ, íè îõâàòûâàþùàÿ ìàòðèöû íå çàäàíû îäíîçíà÷íî. Îäíàêî êàæäàÿ
ïîðîæäàþùàÿ è êàæäàÿ îõâàòûâàþùàÿ ìàòðèöà çàäà¼ò ðîâíî îäèí ëèíåéíûé êîä.

Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà v ∈ Vn(q) îáîçíà÷èì ÷åðåç wt(v) åãî âåñ Õåììèíãà, ò. å. ÷èñëî
íåíóëåâûõ êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà. Ñ [n, k]q-êîäîì C ñâÿæåì õàðàêòåðèñòèêó dC, êîòî-
ðàÿ ðàâíà ìèíèìàëüíîìó âåñó Õåììèíãà íåíóëåâûõ êîäîâûõ ñëîâ C: dC = min

c∈C, c ̸=0
wt(c).

×èñëî dC íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì êîäà C. Â äàëüíåéøåì [n, k]q-êîä C
ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì d áóäåì íàçûâàòü [n, k, d]q-êîäîì.
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Îáúåêòîì èññëåäîâàíèé íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ îïåðàöèÿ, çàäàí-
íàÿ íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ êîäîâ îäíîé äëèíû: ïðîèçâåäåíèå Øóðà�Àäàìàðà (ïðî-
èçâåäåíèå Øóðà èëè ïðîèçâåäåíèå Àäàìàðà).

Ïðîèçâåäåíèåì Àäàìàðà âåêòîðîâ x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Vn(q) è y = (y1, y2, . . . , yn) ∈
∈ Vn(q) íàçûâàåòñÿ âåêòîð x ◦ y ∈ Vn(q), ðàâíûé ïîêîìïîíåíòíîìó ïðîèçâåäåíèþ ýòèõ
âåêòîðîâ:

x ◦ y = (x1 · y1, x2 · y2, . . . , xn · yn).

Çäåñü ¾·¿� ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ïîëÿ Fq.
Îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ Àäàìàðà äâóõ [n]q-êîäîâ C è B ìîæíî çàäàòü äâóìÿ ýêâè-

âàëåíòíûìè ñïîñîáàìè [15].
Ï å ð â û é ñ ï î ñ î á. Ïðîèçâåäåíèåì Àäàìàðà äâóõ [n]q-êîäîâ C è B íàçûâàåòñÿ

[n]q-êîä C ◦ B, ðàâíûé ëèíåéíîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ {c ◦ b : c ∈ C, b ∈ B}.
Â ò î ð î é ñ ï î ñ î á � ÷åðåç áàçèñû êîäîâ C è B. Ïóñòü c1, c2, . . . , ckC � áàçèñ [n, kC]q-

êîäà C, à {b1, b2, . . . , bkB}� áàçèñ [n, kB]q-êîäà B. Òîãäà ïðîèçâåäåíèåì Àäàìàðà íàçûâà-
åòñÿ [n, k]q-êîä C ◦B, êîòîðûé îõâàòûâàåòñÿ ìàòðèöåé D, ñîñòàâëåííîé èç kC · kB ñòðîê
ci ◦ bj, i = 1, . . . , kC è j = 1, . . . , kB.

Êâàäðàòîì Øóðà�Àäàìàðà (èëè êâàäðàòîì Àäàìàðà) [n]q-êîäà C áóäåì íàçûâàòü
[n]q-êîä C◦2, ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ Àäàìàðà êîäà C íà ñåáÿ: C◦2 = C ◦ C.

Óòâåðæäåíèå 1 [11]. Äëÿ ëþáîãî [n, k]q-êîäà C âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

dim C◦2 ⩽ min (k(k + 1)/2, n) . (1)

Â ðàáîòå [11] óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî [n, k]q-êîäà íåðàâåíñòâî (1) îáðà-
ùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ñ âåðîÿòíîñòüþ, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n, k → ∞. Îäíàêî
â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, îñîáåííî â çàäà÷àõ êðèïòîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà, èñ-
ñëåäîâàòåëè èìåþò äåëî ñ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè k è n, ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿåò ïîëó÷åíèå íåàñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî
[n, k]q-êîäà íåðàâåíñòâî (1) ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì. Â ñëó÷àå, êîãäà n < k(k + 1)/2,
òàêàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíà ðàíåå â [12]. Äàëåå äîêàçàíà íåàñèìïòîòè÷åñêàÿ
îöåíêà â ñëó÷àå, êîãäà n > k(k + 1)/2.

2. Ïðîèçâåäåíèå Øóðà � Àäàìàðà ëèíåéíîãî êîäà
è êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Âïåðâûå ñâÿçü ìåæäó ïðîèçâåäåíèåì Àäàìàðà ëèíåéíûõ êîäîâ è ïðîñòðàíñòâîì
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå [16]. Ýòà ñâÿçü áûëà èñïîëüçîâàíà àâ-
òîðàìè ðàáîòû [11] äëÿ îïèñàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî
êâàäðàò Àäàìàðà ñëó÷àéíîãî ëèíåéíîãî êîäà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Ýòîò æå àïïàðàò ïðèìåí¼í äàëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåàñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê âåðîÿòíî-
ñòè ýòîãî ñîáûòèÿ.

Íà÷í¼ì ñ íåêîòîðûõ îïðåäåëåíèé.
Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé Q(x1, . . . , xk) íàä ïîëåì Fq íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûé ìíîãî-

÷ëåí ñòåïåíè 2 îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xk íàä òåì æå ïîëåì, ò.å.

Q(x1, . . . , xk) =
∑

1⩽i<j⩽k
ai,jxixj +

k∑
i=1

bix
2
i ,

ãäå ai,j ∈ Fq, 1 ⩽ i < j ⩽ k; bi ∈ Fq, 1 ⩽ i ⩽ k.
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Ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì íàä ïîëåì Fq îò k ïåðåìåííûõ áóäåì îáîçíà-
÷àòü êàê Qk(q). Î÷åâèäíî, ÷òî Qk(q) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì Fq.
Áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

x21, x
2
2, . . . , x

2
k, x1x2, . . . , xk−1xk.

Òàêèì îáðàçîì, Qk(q) èìååò ðàçìåðíîñòü k +
(
k

2

)
=
k(k + 1)

2
.

Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå Vk(q) ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê, óïîðÿäî÷èâ ýëåìåíòû
ïîëÿ Fq ëþáûì óäîáíûì ñïîñîáîì. Ýòîò ïîðÿäîê áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (Vk(q),⩽) =

= {x(0) < x(1) < · · · < x(q
k−1)}.

Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q(x1, . . . , xk) ∈ Qk(q) ðàññìîòðèì å¼ âåêòîð çíà÷åíèé

eval(Q) =
(
Q(x(0)), Q(x(1)), . . . , Q(x(q

k−1))
)
∈ Vqk(q).

Ìàòðèöà R, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòðîê

eval(x21), eval(x
2
2), . . . , eval(x

2
k), eval(x1x2), . . . , eval(xk−1xk),

ïîðîæäàåò íåêîòîðûé [qk, k(k + 1)/2, (q − 1)2qk−2]q-êîä, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îäíîðîä-

íûì êîäîì Ðèäà �Ìàëëåðà [17] è îáîçíà÷àåòñÿ êàê HRMq(2, k).
Êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû R, êàê è êàæäàÿ êîîðäèíàòà ñëîâà êîäà HRMq(2, k),

îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó x(i) ∈ (Vq(n),⩽), ïîýòîìó ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû
è êîîðäèíàòû êîäîâûõ ñëîâ ìîæíî çàíóìåðîâàòü ýëåìåíòàìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
(Vq(k),⩽); ÷åðåç Rx(i) áóäåì îáîçíà÷àòü ñòîëáåö ìàòðèöû R ñ íîìåðîì x(i).

Òåïåðü, åñëè G = (g⊤1 g
⊤
2 . . . g

⊤
n )� (k × n)-ìàòðèöà íàä ïîëåì Fq, ñîñòàâëåííàÿ èç

ñòîëáöîâ g⊤1 , g
⊤
2 , . . . , g

⊤
n , òî êàæäîìó gi ñîîòâåòñòâóåò ñòîëáåö Rgi ìàòðèöû R, à âñåé

ìàòðèöå � ïîäìàòðèöà RG, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ Rgi , i = 1, 2, . . . , n.
Èç [12, ñëåäñòâèå 1] íåñëîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k, n ∈ N, k > 1 è n > k(k + 1)/2, ðàññìîò-
ðèì íåêîòîðûé [n, k]q-êîä C. Ïóñòü G� åãî ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ðàâåíñòâî
dim C◦2 = k(k + 1)/2 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè rankRG = k(k + 1)/2.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü G = (g⊤1 g
⊤
2 . . . g

⊤
n )�ïðîèçâîëüíàÿ (k × n)-ìàòðèöà íàä

ïîëåì Fq è n > k(k + 1)/2. Òîãäà ðàíã ìàòðèöû RG ðàâåí k(k + 1)/2, åñëè è òîëüêî
åñëè äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q(x1, . . . , xk) ∈ Qq(k), Q ̸= 0, õîòÿ áû äëÿ îäíîãî
i ∈ {1, . . . , k} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Q(gi) ̸= 0.

Èç óòâåðæäåíèé 2 è 3 ïðÿìî ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k, n ∈ N, k > 1 è n > k(k + 1)/2, ðàññìîò-
ðèì íåêîòîðûé [n, k]q-êîä C. Ïóñòü G� åãî ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ðàâåíñòâî
dim C◦2 = k(k + 1)/2 âûïîëíÿåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû Q(x1, . . . , xk) ∈ Qk(q), Q ̸= 0, õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i ∈ {1, . . . , k} âåðíî íåðàâåíñòâî
Q(gi) ̸= 0.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ óòâåðæäåíèå, êîòîðîå çàäà¼ò çíà÷åíèå ñïåêòðà âå-
ñîâ êîäà HRMq(2,m) [17].

Óòâåðæäåíèå 5. ÏóñòüAw �êîëè÷åñòâî êîäîâûõ ñëîâ âåñà w â êîäåHRMq(2,m).
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
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1) A0 = 1;

2) Aqm−qm−1 = qm − 1 +
⌊(m−1)/2⌋∑

j=1

qj
2+j

m∏
i=m−2j

(qi − 1)
/ j∏
i=1

(q2i − 1);

3) Aqm−qm−1−τqm−j−1(q−1) =
qj

2+j + τqj
2

2

m∏
i=m−2j+1

(qi − 1)
/ j∏
i=1

(q2i − 1), ãäå τ ∈ {−1, 1}

è 1 ⩽ j ⩽ ⌊m/2⌋;
4) Aw = 0 äëÿ îñòàëüíûõ w.

3. Îöåíêà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûé ëèíåéíûé êîä èìååò
ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü

Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíóþ ñõåìó An,k(q) âûáîðà ñëó÷àéíîãî ëèíåéíîãî [n, k]q-êîäà.
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñëó÷àéíî, ðàâíîâåðîÿòíî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âûáè-
ðàòü âåêòîðû g1, g2, . . . , gn èç Vk(q). Ñôîðìèðóåì èç âûáðàííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöó
G = (g⊤1 , g

⊤
2 , . . . , g

⊤
n ). Ýòà ìàòðèöà îõâàòûâàåò íåêîòîðûé [n]q-êîä C, êîòîðûé èìååò

ðàçìåðíîñòü íå áîëåå k. Òîò ôàêò, ÷òî êîä C ïîñòðîåí îïèñàííûì ñïîñîáîì, áóäåì

îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: C $← An,k(q).
Äðóãèå âåðîÿòíîñòíûå ñõåìû îáñóæäàþòñÿ â çàêëþ÷åíèè.
Äàëåå, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 5, óñòàíîâèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âû-

áðàííûé íàáîð ýëåìåíòîâ èç Vk(q) ñîñòîèò èç êîðíåé õîòÿ áû îäíîé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû Q ∈ Qk(q). Íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 3 ýòà âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåò âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûé ëèíåéíûé êîä C, âûáðàííûé ïî ñõåìå An,k(q), èìååò ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñòü.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü k, n ∈ N è k > 1. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå δ ∈ R
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî 1 < δ · k ⩽ k/2. Âûáåðåì C $← An,k(q).
Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Pr
[
dim C◦2 = k(k + 1)/2

]
> 1− q2δ(1−δ)k2+2δk+logq(δk)−aqn − qk(k+1)/2−n(1−logq(1+(q−1)q−δk)),

ãäå aq = 2− logq(2q − 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îöåíèâàòü ñâåðõó âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñî-
áûòèÿ

Γ =
[
dim C◦2 ̸= k(k + 1)/2

]
.

Åñëè G = (g⊤1 , g
⊤
2 , . . . , g

⊤
n )�ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà C, òî íà îñíîâàíèè óòâåð-

æäåíèÿ 4 ñîáûòèå Γ âîçíèêàåò, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
Q ∈ Qk(q), Q ̸= 0, êîòîðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà âñåõ ñòîëáöàõ ìàòðèöû G:

Q(g1) = Q(g2) = . . . = Q(gn) = 0.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Pr[Γ] ⩽
∑

Q∈Qk(q),Q ̸=0

Pr
[
Q(g1) = Q(g2) = . . . = Q(gn) = 0

]
.

Òåïåðü, òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì An,k(q) êàæäûé âåêòîð gi, i = 1, . . . , n,
âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî èç Vk(q) íåçàâèñèìî îò äðóãèõ âåêòîðîâ, òî

Pr
[
Q(g1) = Q(g2) = . . . = Q(gn) = 0

]
=

n∏
i=1

Pr
[
Q(gi) = 0

]
.
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Íî òàê êàê Pr
[
Q(gi) = 0

]
= 1− Pr

[
Q(gi) ̸= 0

]
, i = 1, . . . , n, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Pr
[
Q(g1) = Q(g2) = . . . = Q(gn) = 0

]
=

n∏
i=1

(
1− Pr

[
Q(gi) ̸= 0

])
.

Â ñèëó âûáîðà gi ðàâíîâåðîÿòíî èç âñåõ âåêòîðîâ äëèíû k íàä ïîëåì Fq âåðíî ðàâåí-
ñòâî

Pr
[
Q(gi) ̸= 0

]
= wt(eval(Q))/qk, i = 1, . . . , n.

Çíà÷èò,
Pr
[
Q(g1) = Q(g2) = . . . = Q(gn) = 0

]
=
(
1− wt(eval(Q))/qk

)n
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

Pr
[
Γ
]
⩽

∑
Q∈Qk(q),Q ̸=0

(
1− wt(eval(Q))

qk

)n
.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå δ ∈ R, 1/k < δ ⩽ 1/2. Ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì
ðàçîáü¼ì íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà Q0 è Q1. Ïîäìíîæåñòâî Q0 ñîñòîèò
èç âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì Q ∈ Qk(q), äëÿ êîòîðûõ âåñ âåêòîðà eval(Q) íå áîëüøå
qk − qk−1 − (q − 1)qk−1−δk:

Q0 = {Q ∈ Qk(q) : wt(eval(Q)) ⩽ qk − qk−1 − (q − 1)qk−1−δk}.

Â ïîäìíîæåñòâî Q1 ïîìåñòèì îñòàâøèåñÿ Q ∈ Qk(q):

Q1 = {Q ∈ Qk(q) : wt(eval(Q)) > qk − qk−1 − (q − 1)qk−1−δk}.

Çàìåòèâ, ÷òî 0 ∈ Q0, ìîæíî çàïèñàòü

∑
Q∈Q,Q ̸=0

(
1− wt(eval(Q)

qk

)n
=

∑
Q∈Q0,Q ̸=0

(
1− wt(eval(Q)

qk

)n
+
∑
Q∈Q1

(
1− wt(eval(Q))

qk

)n
.

Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäàHRMq(2, k) ðàâíî dHRMq(2,k) = (q−1)2qk−2. Ïîýòîìó
ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà dHRMq(2,k), åñëè Q ∈ Q0 è Q ̸= 0, òî wt(eval(Q)) ⩾ dHRMq(2,k) =
= (q − 1)2qk−2, à çíà÷èò,

1− wt(eval(Q))

qk
⩽ 1− (q − 1)2

q2
=

2q − 1

q2
.

Äëÿ Q ∈ Q1 ïî îïðåäåëåíèþ âåðíî íåðàâåíñòâî

wt(eval(Q)) > (q − 1)qk−1 − (q − 1)qk−1−δk,

ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå

1− wt(eval(Q))

qk
< 1− q − 1

q
(1− q−δk) = 1

q
(1 + (q − 1)q−δk).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Pr
[
Γ
]
<

(
2q − 1

q2

)n
|Q0 \ {0}|+ (1 + (q − 1)q−δk)n

qn
|Q1|.
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Ïî ïîñòðîåíèþ Q1 ⊆ Qk(q), ïîýòîìó âåðíà òðèâèàëüíàÿ îöåíêà |Q1| ⩽ |Qk(q)| =
= q(k+1)k/2. Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

Pr
[
Γ
]
<

(
2q − 1

q2

)n
|Q0 \ {0}|+ (1 + (q − 1)q−δk)n qk(k+1)/2−n.

Ââåäÿ êîíñòàíòó aq = 2− logq(2q − 1), áóäåì èìåòü

Pr
[
Γ
]
< q−aqn|Q0 \ {0}|+ qk(k+1)/2−n(1−logq(1+(q−1)q−δk)). (2)

Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó |Q0\{0}|. Â ìíîæåñòâå Q0 ëåæàò êâàäðàòè÷íûå ôîðìû Q,
ó êîòîðûõ âåñ âåêòîðà eval(Q) íå áîëüøå, ÷åì qk− qk−1− (q− 1)qk−1−δk. Òàê êàê q > 1,
äëÿ ëþáîãî δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî qk − qk−1 − (q − 1)qk−1−δk < qk − qk−1 è, êðîìå
òîãî, äëÿ ëþáîãî j âåðíî, ÷òî qk − qk−1 < qk − qk−1 + (q − 1)qk−1−j. Çíà÷èò, ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 5, åñëè Q ∈ Q0, òî ëèáî wt(eval(Q)) = 0, ëèáî wt(eval(Q)) = qk − qk−1 −
− (q − 1)qk−1−j äëÿ íåêîòîðîãî j, 1 ⩽ j ⩽ ⌊k/2⌋. Èç íåðàâåíñòâà

qk − qk−1 − (q − 1)qk−1−j ⩽ qk − qk−1 − (q − 1)qk−1−δk

ñëåäóåò, ÷òî åñëè Q ∈ Q0 è wt(eval(Q)) ̸= 0, òî wt(eval(Q)) = qk − qk−1 − (q − 1)qk−1−j

äëÿ j ∈ Z, 1 ⩽ j ⩽ δk. Ñëåäîâàòåëüíî,

|Q0 \ {0}| =
⌊δk⌋∑
j=1

Aqk−qk−1−(q−1)qk−1−j .

Ñ ó÷¼òîì óòâåðæäåíèÿ 5 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

|Q0 \ {0}| =
⌊δk⌋∑
j=1

qj
2+j + qj

2

2

k∏
i=k−2j+1

(qi − 1)
/ j∏
i=1

(q2i − 1). (3)

Òàê êàê ïî óñëîâèþ δk > 1, òî ⌊δk⌋ ⩾ 1, ïîýòîìó ñóììà (3) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî
íåíóëåâîå ñëàãàåìîå.

Îöåíèì ñâåðõó êàæäîå ñëàãàåìîå ñóììû (3) äëÿ j = 1, . . . , ⌊δk⌋.
Ïðè q ⩾ 2 è i ⩾ 1 âåðíî íåðàâåíñòâî (q − 1)qi−1 ⩾ 1, ïîýòîìó qi − 1 ⩾ qi−1 äëÿ âñåõ

i ⩾ 1 è q ⩾ 2, à çíà÷èò,

j∏
i=1

(q2i − 1) ⩾
j∏
i=1

q2i−1 = q
2

j∑
i=1

i−j
= qj(j+1)−j = qj

2
.

Òîãäà

qj
2

(qj + 1)
/ j∏
i=1

(q2i − 1) ⩽
qj

2
(qj + 1)

qj2
= qj + 1.

Äàëåå,

k∏
i=k−2j+1

(qi − 1) <
k∏

i=k−2j+1

qi = q

k∑
i=k−2j+1

i

= qj(2k−2j+1).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ j ⩾ 1 âåðíî íåðàâåíñòâî

qj
2+j + qj

2

2

k∏
i=k−2j+1

(qi − 1)

j∏
i=1

(q2i − 1)

=
1

2

qj
2
(qj + 1)

j∏
i=1

(q2i − 1)

k∏
i=k−2j+1

(qi − 1) <
1

2
(qj + 1)qj(2k−2j+1).
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Òàê êàê qj > 1 ïðè q > 1 è j ⩾ 1, òî â ýòîì ñëó÷àå qj > (qj + 1)/2. Ïîëó÷èì îöåíêó
ìîùíîñòè Q0 \ {0}:

|Q0 \ {0}| <
⌊δk⌋∑
j=1

q2j(k−j+1).

Ôóíêöèÿ f(x) = x(k − x + 1) íà îòðåçêå 0 ⩽ x ⩽ (k + 1)/2 íå óáûâàåò; δ âûáðàíî
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû δk ⩽ k/2 < (k + 1)/2, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî 1 ⩽ j ⩽ ⌊δk⌋ ⩽ δk
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2j(k − j + 1) ⩽ 2δk(k − δk + 1). Çíà÷èò,

|Q0 \ {0}| < δkq2δ(1−δ)k
2+2δk = q2δ(1−δ)k

2+2δk+logq δk.

Èç íåðàâåíñòâà (2) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì îöåíêó âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ Γ:

Pr
[
Γ
]
< q2δ(1−δ)k

2+2δk+logq(δk)−aqn + qk(k+1)/2−n(1−logq(1+(q−1)q−δk)).

Ñ ó÷¼òîì Pr [dim C◦2 = k(k + 1)/2] = 1− Pr
[
Γ
]
ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Ïðîàíàëèçèðóåì îöåíêó èç óòâåðæäåíèÿ 6.

Òåîðåìà 1. Çàôèêñèðóåì ÷èñëà k, n ∈ N òàêèì îáðàçîì, ÷òî k ⩾ 5 è n >

> k(k + 1)/2. Âûáåðåì C $← An,k(q). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Pr
[
dim C◦2 = k(k + 1)/2

]
> 1− qk(k+1)/2+logq 2−(2−logq(2q−1))n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò δ, 1 < δk ⩽ k/2, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

2δ(1− δ)k2 + 2δk ⩽ k(k + 1)/2. (4)

Äåéñòâèòåëüíî, 2δ(1− δ) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðè δ = 1/2, ïîýòîìó äëÿ
ëþáîãî δ ⩽ 1/2 èìååò ìåñòî

2δ(1− δ)k2 ⩽ k2/2.

Åñëè k ⩾ 5, òî 1/k ⩽ 1/5 < δ = 1/4 < 1/2, ïîýòîìó, íàïðèìåð, ïðè δ = 1/4 âåðíî (4).
Äàëåå äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ k, k > 0, δ, 1/k < δ ⩽ 1/2, è ëþáîãî q, q > 1,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1− logq(1 + (q − 1)q−δk) > aq = 2− logq(2q − 1).

Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

logq
2q − 1

1 + (q − 1)q−δk
> 1,

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

2q − 1

1 + (q − 1)q−δk
> q ⇔ 2q − 1 > q + (q − 1)q1−δk.

Óïðîùàÿ è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå q > 1, ïðèä¼ì ê ðàâíîñèëüíîìó íåðàâåíñòâó 1 > q1−δk,
êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè δk > 1.

Èòàê, äëÿ âûáðàííûõ k, δ è q âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

k(k + 1)/2− (1− logq(1 + (q − 1)q−δk))n < k(k + 1)/2− aqn.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k ⩾ 5 ñóùåñòâóåò òàêîå δ, 1/k < δ ⩽ 1/2, ÷òî

q2δ(1−δ)k
2+2δk−aqn + qk(k+1)/2−(1−logq(1+(q−1)q−δk))n ⩽ 2qk(k+1)/2−aqn.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è óòâåðæäåíèÿ 6 ïîëó÷èì òðåáóåìóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðè ìàëåíüêèõ q êîíñòàíòà 2− logq(2q−1) ìàëà, îöåíêà òåîðåìû 1
èìååò ñìûñë òîëüêî ëèáî â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ q, ëèáî äëÿ î÷åíü äëèííûõ
êîäîâ, ó êîòîðûõ äëèíà áîëüøå, ÷åì k(k+1). Äëÿ îòíîñèòåëüíî êîðîòêèõ êîäîâ îöåíêó
ìîæíî óëó÷øèòü.

Òåîðåìà 2. Çàôèêñèðóåì ÷èñëà k, n ∈ N òàêèì îáðàçîì, ÷òî k ⩾ 6 è n <

<
k2 − 4k

2(logq(2q − 1)− 1)
. Âûáåðåì C $← An,k(q). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Pr
[
dim C◦2 = k(k + 1)/2

]
> 1− qk(k+1)/2+logq 2−(1−logq(1+(q−1)q−δq(n,k)k))n,

ãäå

δq(n, k) =
1

2
+

1

2k
− 1

2k

√
2k + 1 + 2(logq(2q − 1)− 1)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéä¼ì óñëîâèÿ íà n, k è q, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå δ
èç ïîëóèíòåðâàëà (k−1, 2−1], ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

2δ(1− δ)k2 + 2δk + logq(δk)− aqn ⩽ k(k + 1)/2− n(1− logq(1 + (q − 1)q−δk)). (5)

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïðè δ ⩽ 1/2, k > 1 è q > 1 âåðíî logq δk ⩽ k/2, ïîýòîìó äîáü¼ìñÿ
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

2δ(1− δ)k2 + 2δk + k/2− aqn ⩽ k(k + 1)/2− n(1− logq(1 + (q − 1)q−δk)),

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

2δ(1− δ)k2 + 2δk − aqn ⩽ k2/2− n(1− logq(1 + (q − 1)q−δk)).

Ïðè q > 1 èìååò ìåñòî logq(1 + (q − 1)q−δk) > 0, ïîýòîìó

k2/2− n < k2/2− n(1− logq(1 + (q − 1)q−δk)).

Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò δ ∈ (k−1, 2−1], ãàðàíòèðó-
þùåå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

2δ(1− δ)k2 + 2δk − aqn = k2/2− n.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îò-
íîñèòåëüíî ïåðåìåííîé δ:

2k2δ2 − 2δ(k2 + k) + k2/2− (1− aq)n = 0.

Ðàçäåëèâ óðàâíåíèå íà 2k2 ̸= 0, ïîëó÷èì

δ2 − δ
(
1 +

1

k

)
+

1

4
− (1− aq)

n

2k2
= 0.
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Ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà δ1 è δ2:

δ1 =
1

2
+

1

2k
− 1

2k

√
2k + 1 + 2(1− aq)n,

δ2 =
1

2
+

1

2k
+

1

2k

√
2k + 1 + 2(1− aq)n.

(6)

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî δ2 > 1/2, òàê êàê k > 0. Çíà÷èò, íóæíî èñêàòü òàêîå δ1, ÷òî
k−1 < δ1 ⩽ 2−1.

Óñëîâèå δ1 ⩽ 2−1 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: 1 ⩽ 2k + 1 + 2(1 − aq)n. Òàê êàê ïðè
q > 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî logq(2q− 1) > 1, òî 1−aq = logq(2q− 1)− 1 > 0; çíà÷èò,
2k + 2(1− aq)n > 0 è óñëîâèå δ1 ⩽ 2−1 âåðíî ïðè ëþáûõ n, k, q, q > 1.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü íåðàâåíñòâî k−1 < δ1. Îíî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

1

2k

√
2k + 1 + 2(1− aq)n <

1

2
− 1

2k
.

Óïðîùàÿ åãî, ïîëó÷èì

2k + 1 + 2(1− aq)n < (k − 1)2 = k2 − 2k + 1⇔ 2(1− aq)n < k2 − 4k.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè n <
k2 − 4k

2(logq(2q − 1)− 1)
, òî íàéä¼òñÿ òàêîå δ1 ∈ (k−1, 2−1], ïðè

êîòîðîì âûïîëíåíî (5).
Èç íåðàâåíñòâà (5) è óòâåðæäåíèÿ 6 ïðè δq(n, k) = δ1 ñëåäóåò îöåíêà âåðîÿòíîñòè

Pr
[
dim C◦2 = k(k + 1)/2

]
> 1− 2qk(k+1)/2−(1−logq(1+(q−1)q−δq(n,k)k))n,

ãäå ÷åðåç δq(n, k) îáîçíà÷åíî δ1 èç (6).

4. Ïðèìåðû
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
Íà÷í¼ì ñ äâîè÷íûõ êîäîâ. Ïóñòü n = 1600 è k = 50. Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò îöåíêà

âåðîÿòíîñòè

Pr
[
dim C◦2 = k(k + 1)/2

]
> 1− 250·51/2+1−(2−log2 3)1600 ≈ 1− 2611,

ò. å. â ýòîì ñëó÷àå îíà òðèâèàëüíàÿ. Îäíàêî ïðè âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ âåðíî íåðà-
âåíñòâî

502 − 4 · 50
2(log2(3)− 1)

> 1983,

ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2. Âû÷èñëèì δ2(1600, 50):

δ2(1600, 50) =
1

2
+

1

2 · 50
− 1

2 · 50
√
2 · 50 + 1 + 2 (log2(3)− 1) 1600 > 0,0658.

Äàëåå
1− log2(1 + 2−0,0658·50) < 0,85956.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî [1600, 50]-êîäà C
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Pr
[
dim C◦2 = 1275

]
> 1− 21275+1−0,85965·1600 > 1− 2−99,44.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå êîäû ðàçìåðíîñòè k = 50 è äëèíû n = 1600, íî óæå íàä
ïîëåì F3. Âåðíî íåðàâåíñòâî

502 − 4 · 50
2(log3(5)− 1)

> 2473.

Ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2. Â ýòîì ñëó÷àå

δ3(1600, 50) =
1

2
+

1

2 · 50
− 1

2 · 50
√

2 · 50 + 1 + 2 (log3(5)− 1) 1600 > 0,111.

Äàëåå
1− log3(1 + 2 · 3−0,111·50) < 0,996.

Çíà÷èò, èç òåîðåìû 2 ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî [1600, 50]3-êîäà C âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

Pr
[
dim C◦2 = 1275

]
> 1− 31275+log3(2)−0,996·1600 > 1− 3−317,9 > 1− 2−500.

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé k è n îöåíêà òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ íåòðè-
âèàëüíîé (ñòðîãî áîëüøå íóëÿ). Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàññìîòðåòü íåðàâåíñòâî

k(k + 1)/2 + logq 2 < (1− logq(1 + (q − 1)q−δq(n,k)k))n.

Îíî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

δq(n, k) k > logq

(
q − 1

q1−k(k+1)/(2n)−(logq 2)/n − 1

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå δq(n, k), ïîëó÷èì óñëîâèå

k

2
+

1

2
− 1

2

√
2k + 1 + 2(logq(2q − 1)− 1)n > logq

(
q − 1

q1−k(k+1)/(2n)−(logq 2)/n − 1

)
,

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ, ÷òîáû îöåíêà èìåëà ñìûñë. Ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâà k ⩽ n
ïîëó÷èì

k

2
+

1

2
− 1√

2

√
logq(2q − 1) + 1 > logq

(
q − 1

q1−k(k+1)/(2n)−(logq 2)/n − 1

)
.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ k è n ïðè óñëîâèè, ÷òî
îòíîøåíèå k(k + 1)/(2n) äîñòàòî÷íî ìàëî, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
à ëåâàÿ ïðè ýòîì èä¼ò ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k
îöåíêà òåîðåìû 2 èìååò ñìûñë äëÿ ïî÷òè âñåõ äîïóñòèìûõ n, ò. å. ïðè k(k + 1)/2 <

< n <
k2 − 4k

2(logq(2q − 1)− 1)n
.

Â çàâåðøåíèè ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ îöåíêè òåîðåìû 1.
Âûáåðåì k = 50 è n = 3200. Òîãäà êâàäðàò Àäàìàðà ñëó÷àéíîãî äâîè÷íîãî

[3200, 50]-êîäà C èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñòü 1275 ñ âåðîÿòíîñòüþ

Pr
[
dim C◦2 = 1275

]
> 1− 21276−(2−log2 3)·3200 > 1− 2−52,11.

Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ òðîè÷íûå êîäû, òî êâàäðàò Àäàìàðà ñëó÷àéíîãî [3200, 50]3-
êîäà C áóäåò èìåòü ðàçìåðíîñòü 1275 ñ âåðîÿòíîñòüþ

Pr
[
C◦2 = 1275

]
> 1− 31275+log3(2)−(2−log3 5)·3200 > 1− 3−436,45 > 1− 2−691,76.

Òàêèì îáðàçîì, íàéòè ñëó÷àéíî êîä, ó êîòîðîãî êâàäðàò Àäàìàðà íå èìååò ìàêñèìàëü-
íóþ ðàçìåðíîñòü, îêàçûâàåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé.
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Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñïåêòðå âåñîâ îäíîðîäíûõ êî-

äîâ Ðèäà�Ìàëëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà óñòàíîâëåíà îöåíêà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëó-
÷àéíûé ëèíåéíûé êîä äëèíû n è ðàçìåðíîñòè íå áîëåå k íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ
èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêîé è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â îáîñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ êðèïòîãðàôè÷åñêîãî
àíàëèçà ïîñòêâàíòîâûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå êîäîâ, èñ-
ïðàâëÿþùèõ îøèáêè.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.
Ïåðâîå êàñàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè. Âñå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ìîäåëè, â êî-

òîðîé ôàêòè÷åñêè ñëó÷àéíûé ëèíåéíûé êîä îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî ñëó÷àéíîé (k × n)-
ìàòðèöåé, êîòîðàÿ îõâàòûâàåò åãî. Îäíàêî ýòà ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò, ÷òî íà ïðàêòèêå
èñïîëüçóþòñÿ êîäû ñ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòüþ, à íå ïðîñòî îãðàíè÷åííîé ñâåðõó
íåêîòîðûì ÷èñëîì.

Ðàññìîòðèì äðóãóþ ìîäåëü. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíîãî [n, k]q-êîäà C âûáèðàåòñÿ
ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî (k×n)-ìàòðèöà G ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà èç ìíîæåñòâà âñåõ
(k×n)-ìàòðèö ðàíãà k è â êà÷åñòâå C âûáèðàåòñÿ êîä, ïîðîæäàåìûé ìàòðèöåé G. Ýòîò
ôàêò áóäåì çàïèñûâàòü êàê C $← Un,k(q).

Èçâåñòíî [11], ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ R âûïîëíÿåòñÿ

Pr
C $←An,k(q)

[dim C = k(k + 1)/2] > 1− q−a(n,k,q),

òî âåðíî íåðàâåíñòâî

Pr
C $←Un,k(q)

[dim C = k(k + 1)/2] > 1− q−a(n,k,q) − q−(n−k).

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî ñêîððåêòèðîâàòü îöåíêè òåîðåì 1 è 2. Îòìåòèì, ÷òî â êî-
íå÷íîì èòîãå äîáàâëåííîå â îöåíêó ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ íåñîèçìåðèìî ìàëîé âåëè÷èíîé
ïî ñðàâíåíèþ ñ îñíîâíûì ñëàãàåìûì.

Âòîðîå çàìå÷àíèå êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ n, k è q, ÷òî îöåíêè îáåèõ
òåîðåì 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè. Òàêîå âîçìîæíî ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ k è n.
Òàê, íàïðèìåð, åñëè k = 40 è n = 1024, òî äëÿ äâîè÷íûõ êîäîâ îöåíêà òåîðåìû 1
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ïðèìåðíî 1−2396 < 0, à îöåíêà òåîðåìû 2� ïðèìåðíî 1−219,89 < 0.
Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñ óñòàíîâëåíèÿ áîëåå òî÷íîé îöåíêè âåðîÿò-
íîñòè äëÿ êîäîâ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ äîñòàòî÷íî ìàëû.
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