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Îáõîäû ãðàôîâ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷. Îáû÷íûå âàðèàíòû îá-
õîäà ãðàôà � ýòî ïîèñê â ãëóáèíó è â øèðèíó. Ïðè îáõîäå ñâÿçíîãî ãðàôà ïî-
ñëåäîâàòåëüíî äîñòèãàþòñÿ âñå åãî âåðøèíû â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäîâ ïî ð¼áðàì.
Ïîèñê â øèðèíó � îáû÷íûé âûáîð ïðè ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ íà-
õîæäåíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà. Ìåòîäû ïðîñòîé èòåðàöèè äëÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè ìàòðèöàìè
ñìåæíîñòè ãðàôîâ è çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê àëãî-
ðèòìû îáõîäà ãðàôà. Ýòè àëãîðèòìû äàþò îáõîäû, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íûå îò
îáõîäîâ ãðàôà â ãëóáèíó è â øèðèíó. Ïðèìåðîì òàêîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ àë-
ãîðèòì îáõîäà ãðàôà, êîòîðûé äà¼ò ìåòîä Ãàóññà � Çåéäåëÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ñâÿçíîãî ãðàôà ýòîìó àëãîðèòìó òðåáóåòñÿ êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íå áîëüøåå, ÷åì
äëÿ îáõîäà â øèðèíó. Äëÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ äîñòàòî÷-
íî ìåíüøåãî ÷èñëà èòåðàöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáõîäû ãðàôîâ, çàäà÷è î ñâÿçíîñòè íà ãðàôàõ.

GRAPH TRAVERSALS IMPLEMENTED BY ITERATIVE METHODS
FOR SOLVING SYSTEMS OF LINEAR EQUATIONS

A.V. Prolubnikov

Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russia

Graph traversals, such as depth-first search and breadth-first search, are commonly
used to solve many problems on graphs. By implementing a graph traversal, we conse-
quently reach all graph vertices that belong to a connected component. The breadth-
first search is the usual choice when constructing efficient algorithms for finding con-
nected components of a graph. Methods of simple iteration for solving systems of
linear equations with modified graph adjacency matrices can be considered as graph
traversal algorithms if we use a properly specified right-hand side. These traversal
algorithms, generally speaking, turn out to be neither equivalent to depth-first search
nor to breadth-first search. An example of such a traversal algorithm is the one as-
sociated with the Gauss — Seidel method. For an arbitrary connected graph, the
algorithm requires no more iterations to visit all its vertices than it takes for breadth-
first search. For a large number of instances of the problem, fewer iterations will be
required.

Keywords: graph traversals, connectivity problems on graphs.
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Ââåäåíèå
Ìíîãèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ íàä¼æíîñòüþ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé, ñåòåé ïåðåäà÷è äàí-

íûõ, áîëüøèõ èíòåãðàëüíûõ ñõåì è äð. ôîðìóëèðóþòñÿ êàê çàäà÷è î ñâÿçíîñòè íà
ãðàôàõ. Ïðèìåðû òàêèõ çàäà÷� çàäà÷è íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, òî÷åê ñî-
÷ëåíåíèÿ, ìîñòîâ è äð.

Ïóñòü G� îáûêíîâåííûé ãðàô, òî åñòü íåîðèåíòèðîâàííûé íåâçâåøåííûé ãðàô
áåç êðàòíûõ ð¼áåð è ïåòåëü; V � ìíîæåñòâî åãî âåðøèí, E � ìíîæåñòâî ð¼áåð, èìå-
þùèå ñîîòâåòñòâåííî ìîùíîñòè n è m. Âåðøèíû ãðàôà ïîìå÷åíû (ïðîíóìåðîâàíû)
â íåêîòîðîì ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå îò 1 äî n. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà� ýòî
ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ åãî ñâÿçíûé ïîäãðàô. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí òàêîãî ïîäãðàôà.

Îáõîä ãðàôà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàòèâíûé ïðîöåññ, â õîäå êîòîðîãî, íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîé ñòàðòîâîé âåðøèíû, ïðîèçâîäÿòñÿ ïåðåõîäû ïî ð¼áðàì ãðàôà. Îáõîä ãðà-
ôà çàâåðøàåòñÿ, êîãäà ïîñåùåíû âñå åãî âåðøèíû. Ïîä ðåàëèçàöèåé îáõîäà ïîíèìàåòñÿ
ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðøèí, êîòîðûå ïîñåùàþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïå-
ðåõîäîâ ïî ð¼áðàì.

Îáû÷íûìè âàðèàíòàìè ðåàëèçàöèè îáõîäà ãðàôîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ñâÿçíîñòè
ÿâëÿþòñÿ ïîèñê â ãëóáèíó è ïîèñê â øèðèíó. Ïîèñê â ãëóáèíó (Depth-First Search,
DFS) [1] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó, â õîäå êîòîðîé ïðîèçâîäÿòñÿ ïå-
ðåõîäû ÷åðåç âñå âåðøèíû, ñìåæíûå òåêóùåé äîñòèãíóòîé âåðøèíå. Åñëè ÷åðåç ðåá-
ðî äîñòèæèìà åù¼ íå ïîñåù¼ííàÿ âåðøèíà, òî ÷åðåç íåãî ñîâåðøàåòñÿ ïåðåõîä â ýòó
âåðøèíó, èç êîòîðîé ðåêóðñèâíî çàïóñêàåòñÿ àëãîðèòì îáõîäà. Âîçâðàò èç ðåêóðñèè
ïðîèñõîäèò, åñëè äëÿ òåêóùåé âåðøèíû ñðåäè ñìåæíûõ åé íåò åù¼ íå ïîñåù¼ííûõ.

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíîãî íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè áîëüøèõ ãðà-
ôîâ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïîèñê â øèðèíó (Breadth-First Search, BFS) [1]. Ïðè ïðî-
âåäåíèè òàêîãî îáõîäà, íà÷èíàÿ ñî ñòàðòîâîé âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùåé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè ãðàôà, ïðîèçâîäÿòñÿ ïåðåõîäû â åù¼ íå ïîñåù¼ííûå âåðøèíû, ñìåæíûå âåð-
øèíàì, ïîñåù¼ííûì íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Â õîäå òàêèõ èòåðàöèé ñòðîèòñÿ äåðåâî
äîñòèæèìîñòè ãðàôà; (k+1)-ìó óðîâíþ ýòîãî äåðåâà ïðèíàäëåæàò âåðøèíû, äîñòè-
ãàåìûå â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåõîäîâ ïî k ð¼áðàì íåêîòîðîé ïðîñòîé öåïè
â ãðàôå. Ïîñòðîåíèå äåðåâà äîñòèæèìîñòè äëÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïðîèçâîäèòñÿ
çà ℓmax èòåðàöèé, ãäå ℓmax �äëèíà êðàò÷àéøåé ïðîñòîé öåïè, ñîåäèíÿþùåé ñòàðòîâóþ
âåðøèíó ñ íàèáîëåå óäàë¼ííîé îò íå¼ âåðøèíîé.

BFS áûë âïåðâûå èñïîëüçîâàí Ê. Öóçå â 1945 ã., íî íå áûë îïóáëèêîâàí ñ óêàçàíèåì
àâòîðà [2] äî 1972 ã. Âïåðâûå BFS îïóáëèêîâàí Ý. Ìóðîì â 1959 ã. â êîíòåêñòå ïîèñêà
ïóòè â ëàáèðèíòå [3]. Ïîçæå åãî íåçàâèñèìî îò Ìóðà ïðåäëîæèë ×. Ëè â êîíòåêñòå
ðàçâîäêè ïðîâîäíèêîâ íà ïå÷àòíûõ ïëàòàõ [4].

BFS è åãî îáîáùåíèÿ äëÿ âçâåøåííûõ ãðàôîâ ëåæàò â îñíîâå ìíîãèõ àëãîðèòìîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîãî àíàëèçà è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Îáõîäû èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ íàõîæäåíèÿ äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå, ïðîâåðêè ãðàôà íà äâóäîëüíîñòü,
íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè è äð.

Ïóñòü s ∈ V � ñòàðòîâàÿ âåðøèíà. Àëãåáðàè÷åñêèé BFS ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåà-
ëèçàöèþ BFS ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîå óìíîæåíèå âåêòîðà íà ìàòðèöó ñìåæíîñòè A
ãðàôà:

x(k+1) = Ax(k). (1)

Çäåñü x(0) = es; es � s-é åäèíè÷íûé âåêòîð ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â Rn, òî åñòü âñå åãî
êîìïîíåòû íóëåâûå, çà èñêëþ÷åíèåì s-é. Íà êàæäîé èòåðàöèè íåêîòîðûå êîìïîíåí-
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òû ýòîãî âåêòîðà ñòàíîâÿòñÿ íåíóëåâûìè. Èíäåêñû òàêèõ êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâóþò
ïîñåù¼ííûì íà ýòîé èòåðàöèè âåðøèíàì.

Àëãåáðàè÷åñêèé BFS ðåàëèçîâàí â áèáëèîòåêàõ ïðîãðàìì, íàèáîëåå ýôôåêòèâíî
èñïîëüçóþùèõ âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ àðõèòåêòóð äëÿ ïàðàëëåëü-
íûõ âû÷èñëåíèé è îïòèìèçàöèè ðàáîòû ñ ïàìÿòüþ. Îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðàáîòû ñ
ðàçðåæåííûìè ãðàôàìè, òî åñòü ñ òåìè, äëÿ êîòîðûõ m = O(n) è êîòîðûå íàèáîëåå
÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Òàêèå íèçêîóðîâíåâûå ðåàëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêî-
ãî BFS ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òðåáóþò ìåíüøå âðåìåíè äëÿ îáõîäà ãðàôà,
÷åì ðåàëèçàöèè òåîðåòè÷åñêè îïòèìàëüíîãî êîìáèíàòîðíîãî BFS [5�9]. Ïîñêîëüêó âû-
÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü BFS ñîñòàâëÿåò O(m + n), äëÿ ðàçðåæåííûõ ãðàôîâ àëãåá-
ðàè÷åñêèé BFS ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåàëèçàöèè ñ íàèìåíüøåé âîçìîæíîé äëÿ çàäà÷è
ëèíåéíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ [10].

Îäíàêî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âû÷èñëåíèÿ (1) äîïóñêàþò ýôôåêòèâíûå ïàðàëëåëüíûå
ðåàëèçàöèè ïðè íàõîæäåíèè òåêóùåãî óðîâíÿ äåðåâà äîñòèæèìîñòè, íå ñóùåñòâóåò
ðåàëèçàöèé BFS ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ ìåíüøå ëèíåéíîé, òî åñòü èìåþùèõ
ñëîæíîñòü O(nc), ãäå 0 < c < 1.

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ äâà ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íûõ äðóã îò äðóãà ïîäõîäà ê ÷èñ-
ëåííîé ðåàëèçàöèè îáõîäà ãðàôà� êîìáèíàòîðíûé è àëãåáðàè÷åñêèé (ëèíåéíî-àëãåá-
ðàè÷åñêèé).

Ïðè ðåàëèçàöèè êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ñòàðòîâîé âåðøè-
íû, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ âîçìîæíûå âàðèàíòû ïåðåõîäîâ ïî ð¼áðàì, èí-
öèäåíòíûì òåêóùåé äîñòèãíóòîé âåðøèíå. Ïîñëå ýòîãî ñîâåðøàþòñÿ ïåðåõîäû â åù¼
íå ïîñåù¼ííûå âåðøèíû ïî íåêîòîðûì âûáðàííûì ð¼áðàì.

Ïðè ðåàëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîèçâîäèòñÿ ëèíåé-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x(k). Àíàëèç êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà ïîçâî-
ëÿåò îïðåäåëèòü âåðøèíû, ïîñåù¼ííûå â õîäå èòåðàöèè. Ïîñåùåíèå âåðøèíû i ∈ V
ðåãèñòðèðóåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèå i-é êîìïîíåíòû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïåðåñòà-
¼ò áûòü íóëåâûì. Ïðèìåðîì ðåàëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà-
è÷åñêèé BFS, êîòîðûé â êà÷åñòâå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóåò óìíîæåíèå
âåêòîðà íà ìàòðèöó ñìåæíîñòè ãðàôà.

Ðàññìàòðèâàåìûå íàìè àëãîðèòìû îáõîäà ãðàôà èñïîëüçóþò äðóãèå ëèíåéíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ìåòîäàìè ïðîñòîé èòåðàöèè ðåøåíèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ). Âàðèàíòû ìåòîäà ïðîñòîé èòåðà-
öèè ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè ãðàôîâ è çàäàííîé
ïðàâîé ÷àñòüþ ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê îáõîäû ãðàôîâ. Ýòè ìåòîäû äàþò äâà âà-
ðèàíòà îáõîäà ãðàôà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ìåòîäîì ßêîáè è ýêâèâàëåíòåí
BFS, âòîðîé�ìåòîäîì Ãàóññà � Çåéäåëÿ, è îí íå ýêâèâàëåíòåí BFS.

Íàçîâ¼ì ïðîñòóþ öåïü â ãðàôå ïðàâèëüíîé, åñëè íîìåðà å¼ âåðøèí îáðàçóþò âîç-
ðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â îòëè÷èå îò DFS è BFS, ïðè ïîëó÷åíèè îáõîäà ãðàôà
ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé ìåòîäà Ãàóññà � Çåéäåëÿ ó÷èòûâåòñÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí â ãðàôå,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è. Òàêîé àëãîðèòì îáõîäà íå ýêâè-
âàëåíòåí íè BFS, íè DFS. Íà êàæäîé åãî èòåðàöèè ñíà÷àëà ïðîèçâîäèòñÿ èòåðàöèÿ
BFS è åñëè ïðè ýòîì áûëè äîñòèãíóòû âåðøèíû, èç êîòîðûõ íà÷èíàþòñÿ ïðàâèëüíûå
öåïè, òî ïðîèçâîäÿòñÿ ïåðåõîäû ïî âñåì ð¼áðàì ýòèõ ïðàâèëüíûõ öåïåé.

Äëÿ îáõîäà ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ñ ïîìîùüþ òàêîãî àëãîðèòìà íóæíî
ïðîèçâåñòè íå áîëüøå èòåðàöèé, ÷åì òðåáóåòñÿ äëÿ BFS. Ïðè ýòîì äëÿ áîëüøîãî êîëè-
÷åñòâà ãðàôîâ ïîíàäîáèòñÿ ìåíüøå èòåðàöèé. Åñëè â ãðàôå èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî
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ïðàâèëüíûõ öåïåé, òî äàæå ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêîãî àëãîðèòìà ìîæåò
äàâàòü îáõîä ãðàôà áûñòðåå, ÷åì ïàðàëëåëüíàÿ âåðñèÿ BFS.

1. Èòåðàòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ
è îáõîäû ãðàôîâ, àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè

Ðàññìîòðèì èòåðàöèè ìåòîäîâ ßêîáè è Ãàóññà � Çåéäåëÿ äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ

Ax = b. (2)

Îáà ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ âàðèàíòàìè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè. Èòåðàöèè ìåòîäà ßêîáè
èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

x(k+1) = b−D−1Ax(k),

ãäå D�äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû A. Òî åñòü äëÿ
i-é êîìïîíåíòû ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïîñëå (k+1)-é èòåðàöèè, èìååì

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

∑
j ̸=i

aijx
(k)
j

)
. (3)

Èòåðàöèè ìåòîäà Ãàóññà � Çåéäåëÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(L+D)x(k+1) = −Ux(k) + b,

ãäå L è U �ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû A, íàõîäÿùèìèìñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîä å¼
äèàãîíàëüþ è íàä íåé, òî åñòü

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
. (4)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ÑËÀÓ ñ ìàòðèöàìè ãðàôîâ èìåëè ðåøåíèå, à èñïîëüçóåìûå ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ ñõîäèëèñü, ìû ìîæåì ìîäèôèöèðîâàòü ìàòðèöû ñìåæíî-
ñòè, çàìåíÿÿ íóëåâûå ýëåìåíòû íà èõ äèàãîíàëè íà çíà÷åíèÿ d > 0, êàê ýòî äåëàåòñÿ
â [11, 12]. Åñëè ìàòðèöà A èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå, òî åñòü äëÿ i = 1, . . . , n
èìååì

|aii| = d ⩾
∑
i ̸=j
|aij|,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî j îò 1 äî n, è åñëè õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñòðî-
ãîå, òî ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå íà èòåðàöèÿõ (3) è (4), ñõîäÿòñÿ ê òî÷íîìó
ðåøåíèþ, êîòîðîå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè b.

Ðàññìîòðèì ÑËÀÓ (2), ãäå A�ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ñ äèàãî-
íàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì è b = es. Àëãîðèòìû îáõîäà ãðàôà, ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå,
ïðîèçâîäÿò èòåðàöèè (3) è (4). Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ íå áîëåå ÷åì n èòåðàöèé (3) èëè (4)
ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì x(0) = d · es, âîçìîæíî, áåç äîñòèæåíèÿ ñõîäèìîñòè ê òî÷íîìó
ðåøåíèþ ÑËÀÓ (2), ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé x(k).
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ êàê òåêóùåå çíà÷åíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x(k) íà k-é
èòåðàöèè, íåæåëè êàê ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ îáõîäîâ ãðà-
ôîâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå íå îáÿçàòåëüíî.
Äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òîáû íà äèàãîíàëè ìîäèôèöèðîâàííîé ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôà
áûëè íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå íåêîòîðîìó çàäàííîìó d.
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Ïåðåõîäû ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà â õîäå ýòèõ èòåðàöèé ðåãèñòðèðóþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïåðåõîä èç âåðøèíû, äîñòèãíóòîé íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, â âåðøèíó
i ∈ V ïðîèñõîäèò íà (k + 1)-é èòåðàöèè, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

(x
(k)
i = 0) è (x

(k+1)
i ̸= 0). (5)

Òî åñòü âåðøèíà i íå áûëà äîñòèãíóòà íà èòåðàöèÿõ, ïðåäøåñòâóþùèõ (k + 1)-é èòå-
ðàöèè, è áûëà äîñòèãíóòà ïîñëå å¼ âûïîëíåíèÿ. Âåðøèíà j, èç êîòîðîé áûë ñîâåðø¼í
ïåðåõîä â âåðøèíó i ïî ðåáðó ãðàôà, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â õîäå âûïîëíåíèÿ èòå-
ðàöèè (3) èëè (4). Ôðîíòèð F (k+1) äëÿ (k + 1)-é èòåðàöèè� ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí,
êîòîðûå áûëè äîñòèãíóòû â ðåçóëüòàòå å¼ âûïîëíåíèÿ; F (0) = {s}.

Ïðîèçâîäÿ èòåðàöèè ìåòîäà ßêîáè èëè ìåòîäà Ãàóññà � Çåéäåëÿ ñ çàäàííûìè íà-
÷àëüíûì çíà÷åíèåì âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è ïðàâîé ÷àñòüþ ÑËÀÓ (2), ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷àåì ôðîíòèðû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì îáõîäîâ ãðàôà, â ðåçóëüòàòå ïîñåùàÿ
âñå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà.

Ìåòîäû ïðîñòîé èòåðàöèè ðåøåíèÿ ÑËÀÓ äàþò äâà îòëè÷íûõ äðóã îò äðóãà àëãî-
ðèòìà îáõîäà ãðàôà. Îäèí èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðîâåäåíèåì èòåðàöèé (3) è,
êàê ìû ïîêàæåì äàëåå, îí ýêâèâàëåíòåí BFS, òîãäà êàê äðóãîé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí
ïðîâåäåíèåì èòåðàöèé (4), è îí íå ýêâèâàëåíòåí BFS.

2. Èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèè óìíîæåíèÿ âìåñòî îïåðàöèè äåëåíèÿ
â èòåðàöèÿõ ìåòîäîâ ßêîáè è Ãàóññà � Çåéäåëÿ

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîâåäåíèÿ îáõîäà ãðàôà ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé (3) è (4) íåò íåîá-
õîäèìîñòè äîáèâàòüñÿ ñõîäèìîñòè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ÑËÀÓ (2), âìåñòî îïåðàöèè
äåëåíèÿ â (3) è (4) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî óìíîæåíèå. Íå âëèÿÿ íà îáõîäû, ïðîèçâî-
äèìûå ïðè âûïîëíåíèè èòåðàöèé, è íà äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ïðîâîäÿòñÿ äàëåå, ýòî
ïîçâîëÿåò ñäåëàòü òåêñò áîëåå êîìïàêòíûì. Ïîñëå òàêîé ìîäèôèêàöèè çíà÷åíèÿ x

(k+1)
i

ñòàíîâÿòñÿ ïîëèíîìàìè îò d, à íå îò 1/d, ÷òî èìååò ìåñòî ïðè èñïîëüçîâàíèè äåëåíèÿ.
Áîëåå òîãî, òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ èìååò è ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë, ïîñêîëüêó ðåàëèçà-

öèÿ îïåðàöèè äåëåíèÿ ìàøèííûõ ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé â íåñêîëüêî ðàç ìåäëåí-
íåé, ÷åì ðåàëèçàöèÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå óìåíüøàåòñÿ âðåìÿ, òðåáóåìîå
äëÿ ïðîâåäåíèÿ îáõîäà.

Òàêèì îáðàçîì, äàëåå, ñîïîñòàâëÿÿ ãðàôó ìàòðèöó ñìåæíîñòè, â êîòîðîé íóëåâûå
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû çàìåíåíû íåêîòîðûì d > 0, ìû ðàññìàòðèâàåì èòåðàöèè äâóõ
ìåòîäîâ êàê ñîîòâåòñòâåííî

x
(k+1)
i =

(
−bi +

∑
j ̸=i

aijx
(k)
j

)
(−d); (6)

x
(k+1)
i =

(
−bi +

i−1∑
l=1

aijx
(k+1)
j +

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
(−d). (7)

Çäåñü d ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèåì.

3. Êîìáèíàòîðíûå âàðèàíòû àëãîðèòìîâ îáõîäà ãðàôà
Öåïüþ â ãðàôå íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, â êîòîðîé êàæ-

äàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ñ ïîñëåäóþùåé ðåáðîì. Öåïü ìîæåò ïîíèìàòüñÿ è êàê íàáîð
ýòèõ ð¼áåð. Ïðîñòûå öåïè� ýòî öåïè áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí. Äëèíà öåïè c, êîòî-
ðóþ ìû îáîçíà÷àåì êàê ℓ(c), � êîëè÷åñòâî ð¼áåð â íåé. Öåïü ñ ñîâïàäàþùèìè íà÷àëü-
íîé è ïîñëåäíåé âåðøèíîé íàçûâàåòñÿ öèêëîì. Ìû íàçûâàåì öåïü ïðàâèëüíîé, åñëè
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íîìåðà âåðøèí â íåé îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî åñòü ýòî öåïü
c= {i0, i1, . . . , ik}, ij ∈ V , òàêàÿ, ÷òî (ij−1, ij) ∈ E, ij−1 < ij, j = 1, . . . , k. Ïðàâèëüíûå
öåïè� ýòî ïðîñòûå öåïè. Ìàðøðóò � ýòî òàêàÿ öåïü, â êîòîðîé ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ
êàê âåðøèíû, òàê è ð¼áðà.

Íàçîâ¼ì ïîèñêîì ïðàâèëüíûõ öåïåé (Correct Chain Search, CCS) àëãîðèòì îáõî-
äà ãðàôà, ïîëó÷àåìûé â õîäå èòåðàöèé (7). Ìû ðàññìàòðèâàåì è BFS, è CCS êàê
àëãîðèòìû äâóõ òèïîâ: êîìáèíàòîðíûå (îïèñàíèå ïðèâåäåíî â àëãîðèòìàõ 1 è 2) è
àëãåáðàè÷åñêèå (îáùàÿ ñõåìà äà¼òñÿ â ï. 4 àëãîðèòìîì 3).

Ñõîäñòâî BFS è CCS ñîñòîèò â òîì, ÷òî, ïðîèçâîäÿ èòåðàöèè (7), êàê è ïðè âûïîë-
íåíèè èòåðàöèè BFS, ìû ïðîèçâîäèì ïåðåõîäû ïî ð¼áðàì, èíöèäåíòíûì âåðøèíàì,
äîñòèãíóòûì íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Ðàçíèöà ìåæäó íèìè â òîì, ÷òî åñëè ïîñëå
ýòèõ ïåðåõîäîâ ìû îêàçûâàåìñÿ â âåðøèíàõ, èç êîòîðûõ èñõîäÿò ïðàâèëüíûå öåïè, òî
â ñëó÷àå CCS íà òîé æå èòåðàöèè áóäóò ïðîèçâåäåíû ïåðåõîäû ïî âñåì ð¼áðàì, ïðè-
íàäëåæàùèì ýòèì öåïÿì. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî, ïðîèçâîäÿ èòåðàöèè (7), ìû
ïðîèçâîäèì âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò òåêóùåãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ
êîìïîíåíò, êîòîðûå óæå ðàññ÷èòàíû ðàíåå íà òåêóùåé èòåðàöèè. Òàê, åñëè âåðøèíà j
ñìåæíà âåðøèíå i, j < i, è j-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïåðåñòàëà áûòü íóëåâîé
íà òåêóùåé èòåðàöèè, òî íà ýòîé æå èòåðàöèè å¼ çíà÷åíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðè
âû÷èñëåíèè i-é êîìïîíåíòû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è îíà òàêæå ïåðåñòàíåò áûòü íóëåâîé,
åñëè îíà áûëà òàêîâîé äî ýòîãî.

Ïðè âûïîëíåíèè èòåðàöèé BFS âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îáíîâëÿåòñÿ òîëüêî èñõîäÿ èç
ðåçóëüòàòîâ îòäåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ êàæäîé åãî êîìïîíåíòû. Ýòî ïîçâîëÿåò ýô-
ôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëèâàòü âû÷èñëåíèÿ ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ìàòðèöó, íî ïðè
ýòîì â íîâûé ôðîíòèð ïîïàäàþò òîëüêî âåðøèíû, ñìåæíûå âåðøèíàì ôðîíòèðà, ïî-
ëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè.

Ïóñòü N îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ âåðøèíàì èç F (k) è íå ïîñå-
ù¼ííûõ ïîñëå k èòåðàöèé àëãîðèòìà; C(k) �ìíîæåñòâî âåðøèí èç V , ïîñåù¼ííûõ ïî-
ñëå k èòåðàöèé.

Àëãîðèòì 1. Êîìáèíàòîðíûé BFS

Âõîä: ãðàô G, ñòàðòîâàÿ âåðøèíà s ∈ V .
Âûõîä: êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè C.
1: k := 0, x(0) := es, F (0) := {s}, C(0) := {s}, C(1) := ∅.
2: Ïîêà C(k) ̸= C(k+1):
3: N :=

{
i ∈ V \ C(k) : ∃j ∈ F (k)

(
(i, j) ∈ E

)}
;

4: F (k+1) := N ;
5: C(k+1) := C(k) ∪ F (k+1);
6: k := k + 1.
7: C := C(k+1).

Íà èòåðàöèè CCS â äîïîëíåíèå ê ïåðåõîäàì ïî ð¼áðàì, èíöèäåíòíûì âåðøèíàì
èç F (k), â âåðøèíû F (k+1) ïðîèçâîäÿòñÿ ïåðåõîäû ïî ð¼áðàì ïðàâèëüíûõ öåïåé, èñõî-
äÿùèì èç óæå äîñòèãíóòûõ íà ýòîé èòåðàöèè âåðøèí F (k+1). Ïóñòü C(s̃, i)�ìíîæåñòâî
ïðàâèëüíûõ öåïåé, èñõîäÿùèõ èç âåðøèí s̃ ∈ N è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â âåðøèíå i.

Òàêèì îáðàçîì, íà øàãå 3 îáîèõ àëãîðèòìîâ ïðîèçâîäÿòñÿ ïåðåõîäû ïî ð¼áðàì, èí-
öèäåíòíûì âåðøèíàì ôðîíòèðà F (k), ïîëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Äîïîë-
íèòåëüíûå ïåðåõîäû ïî ð¼áðàì ïðàâèëüíûõ öåïåé èç C(s̃, i) âûïîëíÿþòñÿ íà øàãå 4
àëãîðèòìà 2.
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Àëãîðèòì 2. Êîìáèíàòîðíûé CCS

Âõîä: ãðàô G, ñòàðòîâàÿ âåðøèíà s ∈ V .
Âûõîä: êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè C.
1: k := 0, x(0) := es, F (0) := {s}, C(0) := {s}, C(1) := ∅.
2: Ïîêà C(k) ̸= C(k+1):
3: N :=

{
i ∈ V \ C(k) : ∃j ∈ F (k)

(
(i, j) ∈ E

)}
;

4: F (k+1) := N ∪
{
i ∈ V \ (C(k) ∪N ) : ∃s̃ ∈ N

(
C(s̃, i) ̸= ∅

)}
;

5: C(k+1) := C(k) ∪ F (k+1);
6: k := k + 1.
7: C := C(k+1).

4. Àëãåáðàè÷åñêèå âåðñèè êîìáèíàòîðíûõ BFS è CCS,
ðåàëèçóåìûå êàê èòåðàöèè ìåòîäîâ ßêîáè è Ãàóññà � Çåéäåëÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F
(
x(k)
)
ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (6) èëè (7). Äëÿ çàäàííîé ñòàðòîâîé

âåðøèíû s àëãîðèòì 3 äà¼ò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè C, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò s, ïðîèç-
âîäÿ îáõîä ýòîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà F�ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (6),
ýòîò àëãîðèòì, êàê ïîêàçàíî äàëåå, ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì àëãåáðàè÷åñêîãî BFS; ïðè
èñïîëüçîâàíèè F âèäà (7) ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêèé CCS.

Àëãîðèòì 3. Îáõîä êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

Âõîä: ãðàô G, ñòàðòîâàÿ âåðøèíà s ∈ V .
Âûõîä: êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè C.
1: k := 0, x(0) := es, F (0) := {s}, C(0) := {s}, C(1) := ∅.
2: Ïîêà C(k) ̸= C(k+1):
3: x(k+1) := F

(
x(k)
)
;

4: F (k+1) :=
{
i ∈ V (G) : (x

(k)
i = 0) ∧ (x

(k+1)
i ̸= 0)

}
;

5: C(k+1) := C(k) ∪ F (k+1);
6: k := k + 1.
7: C := C(k).

Àëãîðèòì 4 íàõîäèò âñå êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
îáîçíà÷àþòñÿ Ci, i = 1, . . . , K, ãäå K �èõ êîëè÷åñòâî.

Àëãîðèòì 4. Íàõîæäåíèå âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

Âõîä: ãðàô G.
Âûõîä: âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè {C1, . . . , CK}.
1: V ′ := ∅, K := 1.
2: Ïîêà V ′ ̸= V :
3: âûáðàòü s ∈ V \ V ′;
4: CK := Îáõîä êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè (G, s);
5: V ′ := V ′ ∪ CK ;
6: K := K + 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàÿ ñòàðòîâûå âåðøèíû äëÿ îáõîäîâ íà øàãå 3 àëãîðèòìà 4,
ìû íàõîäèì âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà.
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Ïîêàæåì, ÷òî èòåðàöèè (6) äàþò àëãîðèòì îáõîäà ãðàôà, ýêâèâàëåíòíûé êîìáèíà-
òîðíîìó BFS, òîãäà êàê èòåðàöèè (7) � êîìáèíàòîðíîìó CCS.

5. Èòåðàöèè ìåòîäà ßêîáè êàê ðåàëèçàöèÿ êîìáèíàòîðíîãî BFS
Ïóñòü C(s, i) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïðîñòûõ öåïåé, ñîåäèíÿþùèõ ñòàðòîâóþ âåð-

øèíó s è âåðøèíó i ∈ F (k+1). Åñëè C(s, i) ̸= ∅, òî âñå îíè èìåþò äëèíó k: ℓ(c) = k äëÿ
âñåõ c ∈ C(s, i).

Ëåììà 1. Äëÿ èòåðàöèé (6)

x
(k+1)
i =

∑
c∈C(s,i)

(−1)ℓ(c)+1dℓ(c)+2,

â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷åì äëÿ i-é êîìïîíåíòû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èìååì(
x
(t)
i = 0, t = 1, . . . , k

)
è
(
x
(k+1)
i ̸= 0

)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i ∈ F (k+1) äëÿ êîìáèíàòîðíîãî BFS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó k âûïîëíåííûõ èòåðàöèé.
Ïóñòü k = 1. ×òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ x

(1)
i èç óðàâíåíèé (6) äëÿ (s, i) ∈ E, â íèõ

ïîäñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå x
(0)
s = d, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì x

(1)
i = −d2 ̸= 0. Åñëè i-å óðàâ-

íåíèå â (6) íå ñîäåðæèò x
(k)
s â ïðàâîé ÷àñòè, òî åñòü åñëè ais = 0 è (s, i) ̸∈ E, òî x(1)i = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðâîé èòåðàöèè ëåììà 1 âåðíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà 1 âåðíà äëÿ k-é èòåðàöèè, ò. å. äëÿ t < k è i ∈ F (k)

âûïîëíÿåòñÿ x
(t)
i = 0 è

x
(k)
i =

∑
c∈C(s,i)

(−1)ℓ(c)dℓ(c)+1 ̸= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ëåììà 1 âåðíà è äëÿ (k + 1)-é èòåðàöèè. Äëÿ i ̸= s èìååì

x
(k+1)
i =

( n∑
j=1

aijx
(k)
j

)
(−d) =

( ∑
(i,j)∈E

( ∑
c∈C(s,j)

(−1)ℓ(c)dℓ(c)+1
))

(−d) =

=

( ∑
(i,j)∈E

( ∑
c∈C(s,j)

(−1)ℓ(c)+1dℓ(c)+2
))

=
∑

c∈C(s,i)

(−1)ℓ(c)+1dℓ(c)+2 ̸= 0.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (5) âûïîëíåíî äëÿ i ∈ F (k+1). Ïîêàæåì, ÷òî x
(k+1)
i = 0, åñëè

i ̸∈ F (k+1) è âåðøèíà i íå áûëà ïîñåùåíà íà ïðåäûäóùèõ k èòåðàöèÿõ êîìáèíàòîðíî-
ãî BFS. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñðåäè âåðøèí j, ñìåæíûõ i, íåò òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ â õîäå
èòåðàöèé (6) áûëè ïðîéäåíû ïðîñòûå öåïè äëèíû k, ñîåäèíÿþùèå s è j â õîäå ïðåäû-
äóùèõ k èòåðàöèé. Ïîñêîëüêó ëåììà 1 âåðíà äëÿ k, äëÿ âñåõ òàêèõ âåðøèí j èìååì
x
(k)
j = 0. Ïîýòîìó

x
(k+1)
i =

( n∑
i=1

aijx
(k)
j

)
(−d) =

( n∑
(i,j)∈E

x
(k)
j

)
(−d) = 0 · (−d) = 0.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, ïî (5) è ëåììå 1, èòåðàöèè (6) äàþò òå æå ñàìûå ôðîíòèðû F (k),
k = 1, 2, . . ., ÷òî è èòåðàöèè êîìáèíàòîðíîãî BFS. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû ïîëó÷àåì òîò
æå ñàìûé îáõîä ãðàôà. Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 1. Äëÿ ãðàôà G è çàäàííîé ñòàðòîâîé âåðøèíû s êîìáèíàòîðíûé BFS
è èòåðàöèè ìåòîäà ßêîáè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ b = es è x

(0) = d · es äàþò îäèí è òîò æå
îáõîä.
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6. Èòåðàöèè ìåòîäà Ãàóññà � Çåéäåëÿ
êàê ðåàëèçàöèÿ êîìáèíàòîðíîãî CCS

6.1. Â û ÷ è ñ ë å í è å ê î ì ï î í å í ò â å ê ò î ð à ñ î ñ ò î ÿ í è ÿ ñ ï î ì î ù ü þ
î á õ î ä î â ö å ï å é , è ñ õ î ä ÿ ù è õ è ç â å ð ø è í ò å ê ó ù å ã î

ô ð î í ò è ð à

Ðàññìàòðèâàÿ (k + 1)-þ èòåðàöèþ êîìáèíàòîðíîãî CCS è èòåðàöèþ âèäà (7) ñ òåì
æå íîìåðîì, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Â îòëè÷èå îò ï. 5, ÷å-
ðåç C(s̃, i) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðîñòûõ öåïåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû s̃ ∈ F (k) ñ âåð-
øèíîé i ∈ F (k+1). Íà (k + 1)-é èòåðàöèè êîìáèíàòîðíîãî CCS ïðîèçâîäÿòñÿ ïåðåõîäû
ïî ð¼áðàì ýòèõ öåïåé. Ïóñòü c + (j, i) îáîçíà÷àåò öåïü, ïîëó÷àåìóþ èç c ñîåäèíåíèåì
å¼ ïîñëåäíåé âåðøèíû j ñ âåðøèíîé i ðåáðîì (j, i) ∈ E.

Âñå âû÷èñëåíèÿ íà èòåðàöèÿõ (6) è (7) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê äåéñòâèÿ, ïðî-
èçâîäèìûå â ñîîòâåòñòâèè ñ îáõîäàìè îòäåëüíûõ öåïåé (íå îáÿçàòåëüíî ïðîñòûõ), ñî-

åäèíÿþùèõ ñòàðòîâóþ âåðøèíó è âåðøèíó i, äëÿ êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå x
(k+1)
i .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîñòûå öåïè, ïîñêîëüêó ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâ ëåììû è òåîðåìû, ñôîðìóëèðîâàííûõ äàëåå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðè ðåàëèçà-
öèè âû÷èñëåíèé âèäà (6) èëè (7) ìíîæåñòâî âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, âûïîëíÿ-
åìûõ íà îäíîé èòåðàöèè, ñîñòîèò èç âû÷èñëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ìàðøðóòàì,
ñîåäèíÿþùèì ñòàðòîâóþ âåðøèíó ñ äðóãèìè âåðøèíàìè â ãðàôå. Ìû èëëþñòðèðóåì
ýòî äàëåå ïðèìåðîì íà ðèñ. 1, à è á.

Öåïè, êîòîðûå îáõîäÿòñÿ â õîäå îäíîé èòåðàöèè êîìáèíàòîðíîãî CCS, òî åñòü öåïè
c = (i0, i1, . . . , iℓ(c)) ∈ C(s̃, i), ãäå i0 = s̃, ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ. Öåïü c ∈ C(s̃, i)�
öåïü òèïà (I), åñëè i0 < i1, è òèïà (II), åñëè i0 > i1. Äëÿ öåïåé îáîèõ òèïîâ, âîçìîæíî,
çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî ðåáðà (i0, i1), èìååì ij−1 < ij äëÿ j = 1, . . . , ℓ(c). Ïåðåõîä ïî
ðåáðó (i0, i1) ïðîèçâîäèòñÿ íà øàãå 3 êîìáèíàòîðíîãî CCS, ïåðåõîäû ïî ïîñëåäóþùèì
ð¼áðàì öåïè� íà øàãå 4.

Äëÿ s̃, i ∈ V ïóñòü ℓ(s̃, i) = max{ℓ(c) : c ∈ C(s̃, i)}�ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïðîñòîé
öåïè, èñõîäÿùåé èç s̃ ∈ F (k), â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäîâ ïî ð¼áðàì êîòîðîé äîñòèãàåñÿ
âåðøèíà i ∈ F (k+1) íà (k + 1)-é èòåðàöèè.

Ïóñòü i0 = s̃; iℓ(c) = i�ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíû â öåïè c = (i0, . . . , iℓ(c));
vs̃ � çíà÷åíèå, êîòîðîå â õîäå îäíîé èòåðàöèè ïåðåäà¼òñÿ ïî öåïè c, ñîåäèíÿþùåé s̃
è âåðøèíó i, ïðè ïîäñòàíîâêå vs̃ â óðàâíåíèÿ (7) â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðàìè âåðøèí
èç c. Âû÷èñëåíèå ýòîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 5 (îáõîäà öåïè).

Àëãîðèòì 5. Àëãîðèòì îáõîäà öåïè

Âõîä: öåïü c, vs̃.
Âûõîä: x(k+1)

i,c .

1: c′ := ∅; x
(k+1)
i0,c′

:= vs̃.
2: Äëÿ t = 1, . . . , ℓ(c):

3: c′′ := c′ + (it−1, it); x
(k+1)
it,c′′

:= x
(k+1)
it−1,c′

(−d); c′ := c′′.

4: Âåðíóòü x
(k+1)
it,c′

.

Â ðåçóëüòàòå ïåðåäà÷è vs̃ ïðè îáõîäå öåïè c ìû ïîëó÷àåì âêëàä x
(k+1)
i,c â çíà÷å-

íèå x
(k+1)
i , êîòîðûé ïåðåäà¼òñÿ ïî ýòîé öåïè. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü x

(k+1)
i ̸= 0,

äîëæíû èìåòüñÿ öåïè, ïî êîòîðûì â âåðøèíó i ïåðåäà¼òñÿ íåíóëåâîå çíà÷åíèå vs̃.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ s̃ ∈ F (k) è c ∈ C(s̃, i) ìû îïðåäåëÿåì x
(k+1)
i,c êàê âêëàä çíà÷å-

íèÿ vs̃, êîòîðîå ïåðåäà¼òñÿ ïî öåïè c ∈ C(s̃, i) èç s̃ â i:

x
(k+1)
i,c = vs̃(−d)ℓ(c), (8)

ãäå

vs̃ =

{
x
(k+1)
s̃ , åñëè c � öåïü òèïà (I),

x
(k)
s̃ , åñëè c � öåïü òèïà (II).

Âñå âû÷èñëåíèÿ íà èòåðàöèè (7) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê âû÷èñëåíèÿ âêëàäîâ
îòäåëüíûõ öåïåé, êîòîðûå ïðîèçâîäÿòñÿ ïî àëãîðèòìó 5.

Äëÿ s̃ ∈ F (k) îïðåäåëèì x
(k+1)
i(s̃) êàê

x
(k+1)
i(s̃) =

∑
c∈C(s̃,i)

x
(k+1)
i,c . (9)

Åñëè C(s̃, i) = ∅, òî x(k+1)
i(s̃) = 0, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íåò öåïåé, ÷åðåç êîòîðûå

âêëàä vs̃ ìîæåò áûòü â õîäå (k+1)-é èòåðàöèè (7) ïåðåäàí â âåðøèíó i èç âåðøèíû s̃.

Çíà÷åíèå x
(k+1)
i(s̃) ðàâíî ñóììå âñåõ âêëàäîâ â çíà÷åíèå x

(k+1)
i , êîòîðûå ïåðåäàþòñÿ ÷åðåç

âñå öåïè èç C(s̃, i) â õîäå (k + 1)-é èòåðàöèè (7).
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè èòåðàöèé (7) âåðøèíû èç F (k+1) ìîãóò äîñòèãàòüñÿ íå

òîëüêî â ðåçóëüòàòå îáõîäà ïðîñòûõ öåïåé. Îáõîä öåïè òèïà (II) ìîæåò ïðèâåñòè ê òî-
ìó, ÷òî ïðàâèëüíàÿ öåïü, èñõîäÿùàÿ èç âåðøèíû j, óæå äîñòèãíóòîé íà èòåðàöèè (7),
íà òîé æå èòåðàöèè áóäåò ïîâòîðíî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó s̃, èç êîòîðîé j áûëà äî-
ñòèãíóòà. Çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå ïðè îáõîäå òàêèõ öèêëîâ, áóäåò äîáàâëåíî ê èñõîäíîìó
çíà÷åíèþ x

(k)
s̃ è ïåðåäàíî äàëåå ÷åðåç âñå öåïè èç C(s̃, i). Òî åñòü îíî áóäåò âêëþ÷åíî

â çíà÷åíèå vs̃ èç (8) ïðè ïîâòîðíîì ïîñåùåíèè s̃. Ýòî ìîæåò ïðîèñõîäèòü, åñëè s̃ > j.
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàía òàêàÿ ñèòóàöèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå (7) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

x
(k+1)
1 = x

(k)
2 (−d),

x
(k+1)
2 =

(
−1 + x

(k+1)
1 + x

(k)
3

)
(−d),

x
(k+1)
3 = x

(k+1)
2 (−d).

Ñòàðòîâàÿ âåðøèíà� âåðøèíà 2. Íà ïåðâîé èòåðàöèè x
(0)
1 = 0, x

(0)
2 = d, x

(0)
3 = 0,

ïîýòîìó

x
(1)
3 = x

(1)
2 (−d) =

(
−1 + x

(1)
1

)
d2 =

(
−1 + x

(0)
2 (−d)

)
d2 = (−1− d2)d2 = −d2 − d4.

Ïåðåäàííîå ïî öèêëó (2, 1, 2) çíà÷åíèå vs = d âíîñèò âêëàä −d4 â çíà÷åíèå x
(1)
3 ïðè

îáõîäå âñåãî ìàðøðóòà c1 = (2, 1, 2, 3) íà ïåðâîé èòåðàöèè. Ñóììèðóÿ åãî ñ âêëàäîì,
êîòîðûé ïåðåäà¼òñÿ ïî ïðîñòîé öåïè c2 = (2, 3), ñîñòîÿùåé èç îäíîãî ðåáðà, ïîëó÷à-

åì èòîãîâîå çíà÷åíèå x
(1)
3 íà ïåðâîé èòåðàöèè êàê ñóììó âêëàäîâ, ïåðåäàâàåìûõ èç

âåðøèíû 2 â âåðøèíó 3 ïî ìàðøðóòó c1 è ïî ïðîñòîé öåïè c2:

x
(1)
3 = x

(1)
3,c1

+ x
(1)
3,c2

= −d4 − d2.
Äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 2 òàêèå ïåòëè (öèêëû) îòñóòñòâóþò â ñëó÷àå ñòàðòîâîé âåðøè-

íû 1. Íà ðèñ. 2 òàêæå ïîêàçàíî, êàê ñêëàäûâàþòñÿ âêëàäû, ïåðåäàâàåìûå â âåðøèíó 5
ïî äâóì ïðàâèëüíûì öåïÿì, êîòîðûå îáõîäÿòñÿ â õîäå îäíîé èòåðàöèè CSS. Ýòî öåïè
c1 = (1, 2, 5) è c2 = (1, 3, 4, 5);

x
(1)
5 = x

(1)
5,c1

+ x
(1)
5,c2

= d3 − d4.
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Ðèñ. 1. Ïîëó÷åíèå çíà÷åíèÿ x
(1)
3 äëÿ öåïè íà òð¼õ

âåðøèíàõ â õîäå îäíîé èòåðàöèè CCS

Ðèñ. 2. Ïîëó÷åíèå çíà÷åíèÿ x
(1)
5 äëÿ öèêëà íà ïÿòè

âåðøèíàõ â õîäå îäíîé èòåðàöèè CCS

6.2. È ò å ð à ö è è ì å ò î ä à Ã à ó ñ ñ à � Ç å é ä å ë ÿ ê à ê ð å à ë è ç à ö è ÿ
ê î ì á è í à ò î ð í î ã î C C S

Äëÿ i ̸= s èç (7) èìååì

x
(k+1)
i =

( i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j +

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
(−d) =

∑
j<i

(i, j)∈E

x
(k+1)
j (−d) +

∑
j>i

(i, j)∈E

x
(k)
j (−d). (10)

Äîêàçûâàåìàÿ äàëåå ëåììà 2 óòâåðæäàåò, ÷òî ïîëó÷åíèå íà (k + 1)-é èòåðàöèè (7)
âåêòîðà x(k+1) ýêâèâàëåíòíî åãî ïîëó÷åíèþ ïî ïðîñòûì öåïÿì èç C(s̃, i) (9) äëÿ âñåõ
s̃ ∈ F (k).

Îòìåòèì, ÷òî ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñèòóàöèþ íàëè÷èÿ öèêëîâ, íà÷èíàþùèõñÿ è
çàêàí÷èâàþùèõñÿ â âåðøèíå s̃, ïðèìåð êîòîðîé ïðèâåä¼í âûøå. Ïîñêîëüêó ðàñïðî-
ñòðàíÿþùèéñÿ äàëåå ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ òàêîé ïåòëè (öèêëà) âêëàä áóäåò îäèíàêîâî
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî âñåì èñõîäÿùèì èç âåðøèíû ïðàâèëüíûì ïðîñòûì öåïÿì ïîñëå
ïîâòîðíîãî ïðîõîæäåíèÿ âåðøèíû, ýòî íå ïîìåíÿåò ðàâåíñòâà èëè íåðàâåíñòâà íóëþ
ñóììû âêëàäîâ, ïåðåäàííûõ ïî öåïÿì â õîäå èòåðàöèè (7).

Ëåììà 2. Ïóñòü i ∈ F (k+1) äëÿ êîìáèíàòîðíîãî CCS è x
(k+1)
i � çíà÷åíèå, âû÷èñ-

ëÿåìîå íà (k + 1)-é èòåðàöèè (7). Òîãäà

x
(k+1)
i =

∑
s̃∈F(k)

x
(k+1)
i(s̃) =

∑
s̃∈F(k)

∑
c∈C(s̃,i)

x
(k+1)
i,c =

∑
s̃∈F(k)

∑
c∈C(s̃,i)

vs̃(−d)ℓ(c),

ãäå vs̃ = x
(k)
s̃ �ïåðåäàâàåìîå íà (k + 1)-é èòåðàöèè èç s̃ çíà÷åíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó èòåðàöèé êîìáèíàòîðíîãî CCS è
èòåðàöèé (7). Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíèÿ èíäóêöèè è èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî äëèíå öåïåé èç C(s̃, i) äëÿ s̃ ∈ F (k) è i ∈ F (k+1).
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Ïîêàæåì, ÷òî ëåììà 2 âåðíà äëÿ ïåðâîé èòåðàöèè. Íà ýòîé èòåðàöèè ôðîíòèð
ñîäåðæèò òîëüêî ñòàðòîâóþ âåðøèíó s: F (0) = {s}. Ïóñòü i ∈ F (1) � òàêàÿ âåðøèíà,
÷òî ℓ(s, i) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå C(s, i) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé öåïè c = (s, i) äëèíû 1,

ñîäåðæàùåé òîëüêî îäíî ðåáðî (s, i) ∈ E. Òàêèì îáðàçîì, ïî (8) ïîëó÷àåì x
(1)
i,c = −d2,

ïîñêîëüêó vs = d íà ïåðâîé èòåðàöèè (7).

Íà ïåðâîé èòåðàöèè (7) èìååì x
(0)
j = 0 äëÿ âñåõ j > i, (j, i) ∈ E, j ̸= s. Êðîìå òîãî,

x
(1)
j = 0 è äëÿ j < i, (j, i) ∈ E, j ̸= s. Äîïóñòèì, ýòî íå òàê è x

(1)
j ̸= 0 äëÿ òàêîãî j.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò öåïü òèïà (I) èëè òèïà (II), ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíû s è j, òàêàÿ, ÷òî

ïðè ïîäñòàíîâêàõ íà ïåðâîé èòåðàöèè çíà÷åíèÿ x
(0)
s = d â óðàâíåíèÿ (7) ñ íîìåðàìè,

ðàâíûìè íîìåðàì âåðøèí èç ýòîé öåïè, ìû ïîëó÷èëè áû x
(1)
j ̸= 0. Íî â ýòîì ñëó÷àå

ℓ(s, i) > 1, ïîñêîëüêó (j, i) ∈ E, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ℓ(s, i) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñëàãàåìûå â (10) íóëåâûå, êðîìå x
(0)
s , åñëè i < s, èëè êðîìå x

(1)
s ,

åñëè i > s. Ïîýòîìó èìååì
x
(1)
i = x

(1)
i(s) = x

(1)
i,c = −d2,

ãäå c = (s, i). Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 2 âåðíà äëÿ âåðøèíû i, äîñòèãàåìîé íà ïåðâîé
èòåðàöèè (7) ïî öåïÿì äëèíû 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà 2 âåðíà íà ïåðâîé èòåðàöèè (7) äëÿ âñåõ i ∈ F (1), òàêèõ,
÷òî ℓ(s, i) = l. Ïîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà è äëÿ âñåõ i ∈ F (1), òàêèõ, ÷òî ℓ(s, i) = l + 1.

Ïîñêîëüêó íà ïåðâîé èòåðàöèè x
(0)
j = 0 äëÿ j > i, j ̸= s, òî èç (10) èìååì

x
(1)
i =

∑
j<i, j ̸= s,
(i, j)∈E

x
(1)
j (−d) + αvs(−d), (11)

ãäå α = 1, åñëè (s, i) ∈ E, s > i, è â ýòîì ñëó÷àå C(s, j) = {(s, i)}. Â ñëó÷àå α = 0,
j ̸= s âûïîëíÿåòñÿ ℓ(c) ⩽ ℓ(s, j) ⩽ l äëÿ âñåõ c ∈ C(s, j), ïîñêîëüêó ℓ(s, i) = l + 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ l èìååì

x
(1)
j =

∑
c′∈C(s,j)

x
(1)
j,c′ . (12)

Ïîñêîëüêó x
(1)
i,c = x

(1)
j,c′(−d) äëÿ c′ ∈ C(s, j), òàêîé, ÷òî c = c′ + (j, i), c ∈ C(s, i), òî,

ïîäñòàâëÿÿ (12) â (11) è èìåÿ vs(−d) = x
(1)
i,c äëÿ c = (s, i), ïîëó÷àåì

x
(1)
i =

∑
c∈C(s,i)

x
(1)
i,c = x

(1)
i(s)

äëÿ îáîèõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé α.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðâîé èòåðàöèè ëåììà 2 âåðíà äëÿ âåðøèí i ∈ F (1), äîñòèãà-

åìûõ ïî öåïÿì èç C(s̃, i) ëþáîé äëèíû.
Ïðåäïîëîæèì, ëåììà 2 âåðíà äëÿ âñåõ èòåðàöèé ñ íîìåðàìè îò 1 äî k. Ïîêàæåì,

÷òî îíà âåðíà è äëÿ (k + 1)-é èòåðàöèè.
Ïóñòü âåðøèíà i ∈ F (k+1) òàêîâà, ÷òî ℓ(s̃, i) = 1 äëÿ âåðøèí s̃ ∈ F (k). Â ýòîì ñëó÷àå

âñå öåïè c ∈ C(s̃, i)� ýòî ð¼áðà (s̃, i) ∈ E, êàæäîå èç êîòîðûõ â (10) ñîîòâåòñòâóåò

íåíóëåâîìó ñëàãàåìîìó âèäà x
(k+1)
i,c = x

(k+1)
s̃ (−d), åñëè s̃ < i, èëè x

(k+1)
i,c = x

(k)
s̃ (−d), åñëè

s̃ > i. Ïîýòîìó èìååì

x
(k+1)
i =

∑
s̃∈F(k)

∑
c∈C(s̃,i)

x
(k+1)
i,c =

∑
s̃∈F(k)

x
(k+1)
i(s̃) .
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Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 2 âåðíà äëÿ i ∈ F (k+1), òàêèõ, ÷òî ℓ(s̃, i) = 1 äëÿ s̃ ∈ F (k).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà 2 âåðíà äëÿ i ∈ F (k+1), òàêèõ, ÷òî ℓ(s̃, i) ⩽ l, s̃ ∈ F (k).

Ïîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà äëÿ âñåõ i ∈ F (k+1), òàêèõ, ÷òî ℓ(s̃, i) = l + 1 (èíäóêöèÿ ïî l).

Ïóñòü F (k)
1 = {s̃ ∈ F (k) : s̃ < i}, F (k)

2 = {s̃ ∈ F (k) : s̃ > i}, F (k)
1 ∪ F (k)

2 = F (k).
Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå S1 â ïðàâîé ÷àñòè (10):

S1 =
∑
j<i,

(i, j)∈E

x
(k+1)
j (−d).

Åñëè j < i è x
(k+1)
j ̸= 0, òî C(s̃, j) ̸= ∅, ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ïî k

íåíóëåâûìè ìîãóò áûòü òîëüêî òå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåò-
ñòâóþò âåðøèíàì, äîñòèãíóòûì íà èòåðàöèÿõ äî k-é âêëþ÷èòåëüíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ x

(k+1)
j èç ïðàâîé ÷àñòè (10) òðåáóþòñÿ ïðîñòûå öåïè, ñîåäèíÿþ-

ùèå òàêèå âåðøèíû è j. Äëèíà ëþáîé öåïè èç C(s̃, j) ìåíüøå èëè ðàâíà l, ïîñêîëüêó
èíà÷å ℓ(s̃, i) > l + 1. Ïîýòîìó ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïî l èìååì

S1 =
∑

s̃∈F(k)
1

∑
c∈C(s̃,j)

x
(k+1)
j,c (−d).

Ïîñêîëüêó ïî (8) âåðíî x
(k+1)
j,c (−d) = x

(k+1)
i,c′ , ãäå c′ = c+ (j, i), ñ ó÷¼òîì (9) ïîëó÷àåì

S1 =
∑

s̃∈F(k)
1

∑
c∈C(s̃,i)

x
(k+1)
i,c =

∑
s̃∈F(k)

1

x
(k+1)
i(s̃) . (13)

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå S2 èç ïðàâîé ÷àñòè (10):

S2 =
∑
j>i,

(i, j)∈E

x
(k)
j (−d).

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïî k äëÿ j > i èìååì x
(k)
j ̸= 0, åñëè j ∈ F (k)

2 .
Ïîýòîìó

S2 =
∑

s̃∈F(k)
2

x
(k+1)
i(s̃) , (14)

ïîñêîëüêó x
(k)
s̃ (−d) = x

(k+1)
i,c = x

(k+1)
i(s̃) äëÿ öåïåé c = (s̃, i), s̃ ∈ F (k)

2 , ℓ(c) = 1.

Ñêëàäûâàÿ S1 è S2, èç (13) è (14) ïîëó÷àåì

x
(k+1)
i = S1 + S2 =

∑
s̃∈F(k)

1

x
(k+1)
i(s̃) +

∑
s̃∈F(k)

2

x
(k+1)
i(s̃) =

∑
s̃∈F(k)

x
(k+1)
i(s̃) .

Çíà÷èò, ëåììà 2 âåðíà äëÿ âñåõ i ∈ F (k+1), òàêèõ, ÷òî ℓ(s̃, i) = l + 1. Òàêèì îáðàçîì,
ïî èíäóêöèè ïî l óòâåðæäåíèå ëåììû 2 âåðíî äëÿ âñåõ âåðøèí èç F (k+1), ò. å. ëåììà
âåðíà äëÿ (k + 1)-é èòåðàöèè, è ïî èíäóêöèè ïî k îíà âåðíà äëÿ âñåõ k (k ⩽ n).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ãðàôàG è ñòàðòîâîé âåðøèíû s êîìáèíàòîðíûé CCS è èòåðàöèè
ìåòîäà Ãàóññà � Çåéäåëÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ b = es è x

(0) = d·es äàþò îäèí è òîò æå îáõîä.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî â õîäå âûïîëíåíèÿ èòåðàöèé (7)

óñëîâèå (5) äëÿ âåðøèíû i ∈ V âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i ∈ F (k+1) äëÿ
êîìáèíàòîðíîãî CCS.
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Ïî ëåììå 2
x
(k+1)
i =

∑
s̃∈F(k)

∑
c∈C(s̃,i)

vs̃(−d)ℓ(c),

ãäå vs̃ = O(dℓ(s,s̃)) ̸= 0 è ℓ(s, s̃)�ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïðîñòîé öåïè, ñîåäèíÿþùåé ñòàð-
òîâóþ âåðøèíó s è âåðøèíó s̃ ∈ F (k). Ïî (8), ïðè ïåðåõîäå ïî êàæäîìó ðåáðó òàêîé
öåïè çíà÷åíèå vs̃, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòåïåíåé d ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïåðåä íèìè, óìíîæàåòñÿ íà −d. Â ýòîì ñëó÷àå îäíè è òå æå ñòåïåíè d â èòîãîâîì
çíà÷åíèè x

(k+1)
i,c èìåþò îäèí è òîò æå çíàê, ïîñêîëüêó îíè ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå

îäíîãî è òîãî æå êîëè÷åñòâà óìíîæåíèé íà −d, ïðîèçâîäèìûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ aëãî-
ðèòìîì 5 äëÿ öåïåé îäíîé äëèíû. Ïîýòîìó åñëè C(s̃, i) ̸= ∅, òî x(k+1)

i ̸= 0 è óñëîâèå (5)
âûïîëíåíî äëÿ i ∈ F (k+1) êîìáèíàòîðíîãî CCS ïîñëå (k + 1)-é èòåðàöèè.

Ïóñòü i ∈ V \ C(k+1) äëÿ êîìáèíàòîðíîãî CCS, ò. å. âåðøèíà i íå äîñòèãàåòñÿ ïîñëå

(k+1)-é èòåðàöèè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî C(s̃, i) = ∅ äëÿ âñåõ s̃ ∈ F (k). Ïîñêîëüêó x
(k+1)
i(s̃) = 0,

åñëè C(s̃, i) = ∅, òî ïî ëåììå 2 èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

x
(k+1)
i =

∑
s̃∈F(k)

x
(k+1)
i(s̃) = 0,

ò. å. óñëîâèå (5) íå âûïîëíåíî äëÿ i ∈ V \ C(k+1).
Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ èòåðàöèÿ êîìáèíàòîðíîãî CCS äà¼ò òå æå ôðîíòèðû F (k),

k = 1, 2, . . ., ÷òî è èòåðàöèè (7). Çíà÷èò, ìû ïîëó÷èì òå æå ñàìûå îáõîäû ãðàôà ïðè
èõ âûïîëíåíèè.

7. Ïðèìåðû îáõîäîâ ãðàôîâ, ðåàëèçóåìûõ èòåðàöèÿìè ìåòîäîâ ßêîáè
è Ãàóññà � Çåéäåëÿ

Â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ ñòàðòîâàÿ âåðøèíà� ýòî âåðøèíà 1; d = 2.
Ñðàâíèì îáõîäû ãðàôîâ, ðåàëèçóåìûå BFS è CCS, äëÿ ãðàôà G1 (ðèñ. 3). Äëÿ ýòî-

ãî ãðàôà ïðåîáðàçîâàíèå F âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ x(k) âèäà (6) çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèìè
óðàâíåíèÿìè: 
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(15)

Ðèñ. 3. Ãðàô G1
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Îáõîä, êîòîðûé ýòè èòåðàöèè äàäóò äëÿ G1, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4. Òðåáóåòñÿ ÷åòû-
ðå èòåðàöèè äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü îáõîä ãðàôà, èñïîëüçóÿ àëãåáðàè÷åñêèé BFS,
ðåàëèçóåìûé èòåðàöèÿìè ìåòîäà ßêîáè (6).

Ðèñ. 4. Îáõîä ãðàôà G1, ðåàëèçóåìûé BFS

Äëÿ èòåðàöèé àëãåáðàè÷åñêîãî CCS ïðåîáðàçîâàíèå F âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ x(k) çà-
äà¼òñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:
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(16)

Ïðîèçâîäÿ èòåðàöèè (16), ïîëó÷àåì îáõîä ãðàôà çà äâå èòåðàöèè. Êàê ìîæíî âè-
äåòü (ðèñ. 5), â îòëè÷èå îò BFS, íà ïåðâîé èòåðàöèè CCS ïðîèçâîäÿòñÿ ïåðåõîäû ïî
ð¼áðàì ïðàâèëüíûõ öåïåé, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû 2, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ èç âåðøè-
íû 1 íà òîé æå èòåðàöèè.

Âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ x(k) è ìíîæåñòâà C(k) âåðøèí, äîñòèãàåìûõ ïîñëå k-é èòåðàöèè
BFS è CCS, ïðåäñòàâëåíû äàëåå.

BFS (ðåàëèçóìûé èòåðàöèÿìè (15))

Èíèöèàëèçàöèÿ: x(0) = (2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), F (0) = {1}, C(0) = {1};
x(1) = (2,−4, 0, 0, 0, 0, 0, 0), F (1) = {2}, C(1) = {1, 2};
x(2) = (10,−4, 8, 0, 0, 8, 0, 0), F (2) = {3, 6}, C(2) = {1, 2, 3, 6};
x(3) = (10,−52, 8,−16,−16, 8,−32, 0), F (3) = {5, 7}, C(3) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7};
x(4) = (106,−52, 200,−16,−16, 200,−32, 64), F (4) = {8}, C(4) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
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Ðèñ. 5. Îáõîä ãðàôà G1, ðåàëèçóåìûé CCS

CCS (ðåàëèçóåìûé èòåðàöèÿìè (16))

Èíèöèàëèçàöèÿ: x(0) = (2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), F (0) = {1}, C(0) = {1};
x(1) = (2,−4, 8,−16, 0, 8,−32, 64), F (1) = {2, 3, 4, 6, 7, 8}, C(1) = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8};
x(2)=(10,−52, 200,−400,−16, 200,−928, 1856), F (2)={5}, C(2)={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
Äëÿ ãðàôà G2 (ðèñ. 6) ïðåîáðàçîâàíèå F âèäà (6) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x(k) çàäà¼òñÿ
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(17)

Ïðåîáðàçîâàíèå F, êîòîðîå ïðîèçâîäèòñÿ CCS äëÿ ýòîãî ãðàôà, èìååò âèä
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Ðèñ. 6. Ãðàô G2 � ïðàâèëüíàÿ öåïü

Â ãðàôå G2 èìååòñÿ ïðàâèëüíàÿ öåïü, èñõîäÿùàÿ èç âåðøèíû 2, äîñòèãàåìîé íà
ïåðâîé èòåðàöèè, êîòîðîé ïðèíàäëåæàò âñå âåðøèíû ãðàôà, çà èñêëþ÷åíèåì ñòàðòî-
âîé. Ïîýòîìó âñå âåðøèíû ãðàôà áóäóò ïîñåùåíû â õîäå îäíîé èòåðàöèè CCS (ðèñ.7).
BFS äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ÷åòûðå èòåðàöèè, ÷òî ñîñòàâëÿåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå
êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ñòàðòîâîé âåðøèíû.
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Ðèñ. 7. Îáõîä ãðàôà G2, ðåàëèçóåìûé CCS

BFS (ðåàëèçóåìûé èòåðàöèÿìè (17))

Èíèöèàëèçàöèÿ: x(0) = (2, 0, 0, 0, 0), F (0) = {1}, C(0) = {1};
x(1) = (2,−4, 0, 0, 0), F (1) = {2}, C(1) = {1, 2};
x(2) = (10,−4, 8, 0, 0), F (2) = {3}, C(2) = {1, 2, 3};
x(3) = (10,−36, 8,−16, 0), F (3) = {4}, C(3) = {1, 2, 3, 4};
x(4) = (74,−36, 104,−16, 32), F (3) = {5}, C(4) = {1, 2, 3, 4, 5}.
CCS (ðåàëèçóåìûé èòåðàöèÿìè (18))

Èíèöèàëèçàöèÿ: x(0) = (2, 0, 0, 0, 0), F (0) = {1}, C(0) = {1};
x(1) = (2,−4, 8,−16, 32), F (1) = {2, 3, 4, 5}, C(1) = {1, 2, 3, 4, 5}.
Ïðè äðóãîé íóìåðàöèè âåðøèí (ðèñ. 8) íà êàæäîé èòåðàöèè CCS íåò ïðàâèëüíûõ

öåïåé, èñõîäÿùèõ èç äîñòèãíóòûõ íà ýòèõ èòåðàöèÿõ âåðøèí. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîñåòèòü âñå âåðøèíû ãðàôà, è BFS, è CSS òðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè ÷åòûðå èòåðàöèè;
îáõîä, êîòîðûé äà¼ò CCS, ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò îáõîä, êîòîðûé äà¼ò BFS (ðèñ. 9).

Ðèñ. 8. Íåïðàâèëüíàÿ öåïü

Ðèñ. 9. Îáõîä ãðàôà, ðåàëèçóåìûé CCS

8. Áåççíàêîâûé CCS
Â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ F âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â àëãîðèòìå 3 îáõîäà êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

x
(k+1)
i =

(
bi +

i−1∑
l=1

aijx
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n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
d. (19)
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Íàçîâ¼ì àëãîðèòì 3, êîòîðûé èñïîëüçóåò (19) â êà÷åñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ F, áåççíàêî-
âûì CCS.

Â õîäå âûïîëíåíèÿ áåççíàêîâîãî CCS, êîòîðûé äà¼ò òîò æå ñàìûé îáõîä ãðàôà,
÷òî è CCS, âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûõ öå-
ëûõ ÷èñåë, åñëè d ∈ Z. Îòñóòñòâèå îïåðàöèé äåëåíèÿ è, âîçìîæíî, óìíîæåíèÿ â ñëó÷àå
d = 1 ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü âðåìÿ, òðåáóåìîå
äëÿ îáõîäà ãðàôà.

Ïðåîáðàçîâàíèå (19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ F, èñïîëü-
çóåìîãî CSS. Âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ x(k+1) = (b−Lx(k+1) −Ux(k)) d èñïîëüçóåòñÿ ïðå-
îáðàçîâàíèå x(k+1) = (b+ Lx(k+1) + Ux(k)) d.

Åñëè íå ó÷èòûâàòü óìíîæåíèÿ íà d, èòåðàöèÿ áåççíàêîâîãî CCS ìîæåò áûòü ðàñ-
ñìîòðåíà êàê èòåðàöèÿ BFS, â êîòîðîé êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïîíåíò ñ ìåíüøèìè èíäåêñàìè, óæå âû÷èñëåííûìè íà
òåêóùåé èòåðàöèè. Â òî æå âðåìÿ óìíîæåíèå (äåëåíèå) íà d è îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ
ïî ñëîæåíèþ ìîæåò áûòü ïðèíöèïèàëüíîé äëÿ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ îáõîäà ãðàôà
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèñêðåòíîãî àíàëèçà è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Íàïðèìåð, ðåàëè-
çàöèÿ CCS äëÿ âîçìóù¼ííûõ ìàòðèö ãðàôîâ ñ íåöåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàìè ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà â ïîäõîäå ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïðîâåðêè èçîìîôèçìà ãðàôîâ [11, 12].

9. Ðåãóëÿðèçàöèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è ìàñêèðîâêà âåðøèí
Èñïîëüçîâàíèå óìíîæåíèÿ âìåñòî äåëåíèÿ â ïðåîáðàçîâàíèè (7) ïîçâîëÿåò óìåíü-

øèòü âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ ïðîâåäåíèÿ îáõîäà ãðàôà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäîòâðàòèòü
êàê ïåðåïîëíåíèå çíà÷åíèé êîìïîíåíò, ïðåäñòàâëÿåìûõ ÷èñëàìè ñ îãðàíè÷åííîé äëè-
íîé ìàíòèññû, òàê è èõ çàíóëåíèå â ñëó÷àå d ∈ (0, 1), ïîñëå çàäàííîãî êîëè÷åñòâà
èòåðàöèé M âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü ðåãóëÿðèçîâàí:

x
(k)
i →

1

dM
x
(k)
i .

Êðîìå òîãî, áåç èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè CCS ñóùåñòâåííîå
óñêîðåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàñêèðîâêè âåðøèí. Ìàñêèðîâ-
êà âåðøèíû îçíà÷àåò èñêëþ÷åíèå å¼ èç äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé. Ìàñêèðóåìûå âåð-
øèíû� ýòî âåðøèíû, èç êîòîðûõ íå ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû âåðøèíû, íå äîñòèãíó-
òûå íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ. Ìàñêèðîâàòüñÿ ìîãóò êàê âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå
óæå ïîëó÷åííûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè, òàê è óæå ïîñåù¼ííûå âåðøèíû êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè, îáõîä êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ íà òåêóùåé èòåðàöèè àëãîðèòìà 4. Âî âòîðîì
ñëó÷àå ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà (k + 1)-é èòåðàöèè (7) ìàñêèðóþòñÿ âåðøèíû, ïðèíàäëå-
æàùèå ôðîíòèðàì, ïîëó÷åííûì íà ïðåäûäóùèõ (k − 1) èòåðàöèÿõ àëãîðèòìà 3.

Äëÿ ýêîíîìèè ïàìÿòè è óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèÿ äîëæíû ïðîâîäèòüñÿ ñ ïîðòðåòîì
ìàòðèöû ñìåæíîñòè. Ïîðòðåò ìàòðèöû ñìåæíîñòè ñîäåðæèò òîëüêî íåíóëåâûå ýëåìåí-
òû ìàòðèöû, òî åñòü îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèñîê ð¼áåð ãðàôà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè
ïîðòðåòà ìàòðèöû ñìåæíîñòè îäíà èòåðàöèÿ âèäà (6) èëè (7) èìååò âû÷èñëèòåëüíóþ
ñëîæíîñòü O(m), ïîñêîëüêó äëÿ îäíîé òàêîé èòåðàöèè òðåáóåòñÿ îäèí ïðîõîä ïî ñïèñ-
êó ð¼áåð.

10. Îáõîä ãðàôà è íóìåðàöèÿ åãî âåðøèí
Íàëè÷èå ïðàâèëüíûõ öåïåé â ãðàôå îïðåäåëÿåòñÿ íóìåðàöèåé åãî âåðøèí. Íóìå-

ðàöèÿ âåðøèí è âûáîð ñòàðòîâîé âåðøèíû îïðåäåëÿþò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü
ïðîâåäåíèÿ îáõîäà ãðàôà ñ ïîìîùüþ CCS. Íóìåðàöèÿ âåðøèí ãðàôà� ýòî îáÿçàòåëü-
íûé ïàðàìåòð èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è îáõîäà ãðàôà.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ãðàôå, äëÿ êîòîðîãî íåîáõîäèìî ïðîâåñòè îáõîä,
ðåãóëÿðíî îáíîâëÿåòñÿ äîáàâëåíèåì èëè óäàëåíèåì åãî âåðøèí è ð¼áåð. Îïòèìèçàöèÿ
íóìåðàöèè âåðøèí ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà, èñõîäÿ èç ðàññòîÿíèÿ îò íèõ äî âåðøèíû,
êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ êàê ñòàðòîâàÿ. Ïðè îïòèìàëüíîé íóìåðàöèè âåðøèí, êîãäà âñå
öåïè, èñõîäÿùèå èç ñòàðòîâîé âåðøèíû, ïðàâèëüíûå, CCS áóäåò èìåòü ìèíèìàëüíî
âîçìîæíóþ äëÿ àëãîðèòìà îáõîäà ãðàôà ñëîæíîñòü O(m).

Îòìåòèì, ÷òî íàçíà÷åíèå íîìåðîâ âåðøèí â ñîîòâåòñòâèè ñ óäàë¼ííîñòüþ ïðåäñòàâ-
ëÿåìûõ èìè îáúåêòîâ îò íåêîòîðîãî çàäàííîãî îáúåêòà ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
ïîäõîäîì. Ýòî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, äëÿ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé. Ñëó÷àéíîñòü â íóìå-
ðàöèè âåðøèí íåèçáåæíà â òàêèõ ïðèëîæåíèÿõ, íî îíà ìîæåò áûòü ìèíèìèçèðîâàíà.
Ãðàô, â êîòîðîì âñå âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû ñëó÷àéíî, ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí
êàê ãðàô òðàíñïîðòíîé ñåòè, õðàíÿùèéñÿ â áàçå äàííûõ ñî ñëó÷àéíî ïðîíóìåðîâàí-
íûìè çàïèñÿìè, ÷òî ìîæåò âñòðåòèòüñÿ â òàêèõ ïðèëîæåíèÿõ òîëüêî ãèïîòåòè÷åñêè
ïðè óñëîâèè, ÷òî äàííûå ââîäÿòñÿ â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè ïî ìåðå ðàçâèòèÿ ñåòè.
È äàæå ïðè ñîâåðøåííî ñëó÷àéíîé íóìåðàöèè âåðøèí ãðàôà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
â òàêîì ãðàôå ïðèñóòñòâóþò ïðàâèëüíûå öåïè.

11. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé BFS è CCS,
òðåáóåìûõ äëÿ îáõîäà ñâÿçíîãî ãðàôà

Ñðàâíèì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé BFS è CCS, òðåáóåìûõ äëÿ îáõîäà ãðàôà. Åñëè íå
ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òàêèå äåòàëè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ, êàê ðàñïàðàëëåëèâà-
íèå âû÷èñëåíèé è ìàñêèðîâêà âåðøèí, òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü îáõîäà ãðàôà
îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì èòåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ ïîñåùåíèÿ âñåõ åãî âåðøèí.

Ïóñòü NBFS �êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû â õîäå BFS ïîñåòèòü
âñå âåðøèíû ãðàôà, è NCCS �êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, òðåáóåìûõ CCS äëÿ îáõîäà òîãî
æå ãðàôà èç òîé æå ñòàðòîâîé âåðøèíû. Çíà÷åíèÿ NBFS è NCCS îïðåäåëÿþòñÿ âûáî-
ðîì ñòàðòîâîé âåðøèíû, íî, êðîìå òîãî, NCCS îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå íóìåðàöèåé âåðøèí
ãðàôà.

Ïîñêîëüêó è BFS, è CCS ïðîèçâîäÿò ïåðåõîäû ÷åðåç ð¼áðà, èíöèäåíòíûå âåðøèíàì
ôðîíòèðîâ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðàôà NCCS ⩽ NBFS. Âìåñòå ñ òåì
åñëè â õîäå âûïîëíåíèÿ CCS äîñòèãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà âåðøèíà, èç êîòîðîé èñõîäèò
õîòÿ áû îäíà ïðàâèëüíàÿ öåïü, òî äîñòèæèìîñòü âåðøèí ãðàôà èç ñòàðòîâîé âåðøèíû
îïðåäåëÿåòñÿ CCS çà ìåíüøåå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, ÷åì òðåáóåòñÿ äëÿ ýòîãî BFS, òî
åñòü â ýòîì ñëó÷àå NCCS < NBFS. Ïîýòîìó âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ îäíîé è òîé æå ñòàðòîâîé âåðøèíû CCS òðåáóåò íå áîëüøå
èòåðàöèé, ÷åì BFS.

12. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò
Öåëü ýêñïåðèìåíòà � îöåíèòü âëèÿíèå äèàìåòðà ãðàôà íà ðàçíèöó â êîëè÷åñòâå

ïðîâîäèìûõ â ñðåäíåì èòåðàöèé CCS è BFS. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññ÷èòûâàëè îáùåå êîëè-
÷åñòâî èòåðàöèé, ïîòðåáîâàâøååñÿ äëÿ îáõîäîâ ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ, è íàõîäèëè îòíîøå-
íèå ýòèõ çíà÷åíèé äëÿ CCS è BFS äëÿ îäíèõ è òåõ æå ñòàðòîâûõ âåðøèí. Ñëó÷àéíûå
ãðàôû� ýòî ãðàôû, â êîòîðûõ ïðè èõ ãåíåðàöèè:

1) ñëó÷àéíî çàäà¼òñÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí;
2) ñëó÷àéíî âûáðàííûå íåñìåæíûå âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì.

Êàê ðàñøèðåííóþ çâåçäó îïðåäåëèì ãðàô, â êîòîðîì îäíà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ îá-
ùåé äëÿ íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà èñõîäÿùèõ ïðîñòûõ öåïåé. Íàçîâ¼ì ýòè öåïè ëó÷àìè
ðàñøèðåííîé çâåçäû. ×òîáû îöåíèòü âëèÿíèå äèàìåòðà íà ðàçíèöó â êîëè÷åñòâå ïðî-
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âîäèìûõ â ñðåäíåì èòåðàöèé CCS è BFS, âñå ãðàôû ãåíåðèðîâàëèñü íà îñíîâå ãðàôîâ
äâóõ òèïîâ:

(I) ðàñøèðåííûõ çâ¼çä ñ ëó÷àìè ðàçíîé (ñëó÷àéíîé) äëèíû;
(II) ðàñøèðåííûõ çâ¼çä ñ ëó÷àìè îäèíàêîâîé äëèíû.

Ê ñãåíåðèðîâàííîìó ãðàôó (ðàñøèðåííîé çâåçäå ñî ñëó÷àéíîé íóìåðàöèåé âåð-
øèí) äîáàâëÿëèñü ð¼áðà, ñîåäèíÿþùèå íåñìåæíûå äî ýòîãî âåðøèíû. Ïóñòü E(G)�
ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðàôà G. Àëãîðèòì ãåíåðèðàöèè ñëó÷àéíîãî ãðàôà ñëåäóþùèé:

1) Ãåíåðèðóåì íà ìíîæåñòâå âåðøèí V = {1, . . . , n} ðàñøèðåííóþ çâåçäó G(0) òè-
ïà (I) èëè òèïà (II).

2) Äîáàâëÿåì ñëó÷àéíûå ð¼áðà ê G(0):

E(G(i+1)) := E(G(i)) ∪ {ei+1},

ãäå ei+1 ̸∈ E(G(i)), i = 1, . . . , m̃− 1; m̃�êîëè÷åñòâî äîáàâëÿåìûõ ê G(0) ñëó÷àé-
íûõ ð¼áåð. Êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ñãåíåðèðîâàííîì ãðàôå G = G(m̃) ñîñòàâëÿåò

m = |E(G(m̃))| = |E(G(0))|+ m̃ = n− 1 + m̃.

Ïàðàìåòðû ãðàôîâ, èñïîëüçóåìûõ â ýêñïåðèìåíòå, ñëåäóþùèå: n�êîëè÷åñòâî âåð-
øèí ðàñøèðåííîé çâ¼çäû, íà îñíîâå êîòîðîé ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíûé ãðàô; m̃�êî-
ëè÷åñòâî äîáàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ ð¼áåð, õàðàêòåðèçóþùåå ïëîòíîñòü ãðàôà. Äëÿ ãðà-
ôîâ, ãåíåðèðóåìûõ íà îñíîâå ðàñøèðåííûõ çâ¼çä ñ ëó÷àìè îäèíàêîâîé äëèíû, ïàðà-
ìåòðû ñëåäóþùèå: ℓ�äëèíà ëó÷à ðàñøèðåííîé çâ¼çäû; r�êîëè÷åñòâî ëó÷åé.

Çàìåòèì, ÷òî ÷åì ïëîòíåå ãðàô, òî åñòü ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå m̃, òåì, êàê ïðàâèëî,
ìåíüøå äèàìåòð ñãåíåðèðîâàííîãî ãðàôà. Ïðè äîáàâëåíèè ñëó÷àéíûõ ð¼áåð óìåíüøå-
íèå äèàìåòðà ãðàôà ìîæåò ïðîèñõîäèòü î÷åíü áûñòðî, ÷òî ìîæíî îöåíèòü ïî ðåçêîìó
óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé è CCS, è BFS ïðè äîáàâëåíèè â ðàñøèðåííóþ çâåç-
äó ñëó÷àéíûõ ð¼áåð, êàê ïîêàçàíî äàëåå â òàáëèöàõ äëÿ çíà÷åíèé m̃ = 0 è 2n. Êðîìå
òîãî, äèàìåòð ãåíåðèðóåìîãî ãðàôà òèïà (II), êàê ïðàâèëî, òåì ìåíüøå, ÷åì ìåíüøå
äëèíà ℓ ëó÷à ðàñøèðåííîé çâåçäû, èç êîòîðîé ïîëó÷åí ãðàô.

Ïóñòü N
(i)
CCS è N

(i)
BFS �êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñ ïîìî-

ùüþ CCS è BFS ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îáõîäà i-ãî ãðàôà èç íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç M
ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè. Ïóñòü

NCCS =
M∑
i=1

N
(i)
CCS, NBFS =

M∑
i=1

N
(i)
BFS.

Â òàáë. 1�4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, â õîäå êîòîðûõ äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ NCCS/NBFS ñ ïîìîùüþ CCS è BFS ïðîèçâîäèëèñü îáõîäû M = 10 000 ñëó÷àéíî
ñãåíåðèðîâàííûõ ãðàôîâ òèïîâ (I) è (II) ñ n = 101 è óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè.

Òà á ë è ö à 1
Ðàçðåæåííûå ãðàôû òèïà (I),

n = 101

m̃ NCCS/NBFS

0 315 990/619 604 ≈ 0,51
2n 44 646/60 148 ≈ 0,56
5n 30 288/52 269 ≈ 0,58
10n 25 285/40 431 ≈ 0,63

Òà á ë è ö à 2
Ðàçðåæåííûå ãðàôû òèïà (II),

n = 101, ℓ = 50, r = 2

m̃ NCCS/NBFS

0 381 702/752 844 ≈ 0,51
2n 24 563/41 462 ≈ 0,59
5n 20 007/30 059 ≈ 0,67
10n 19 925/23 346 ≈ 0,85
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Òà á ë è ö à 3
Ðàçðåæåííûå ãðàôû òèïà (II),

n = 101, ℓ = 20, r = 5

m̃ NCCS/NBFS

0 95 746/154 515 ≈ 0,62
2n 24 705/41 494 ≈ 0,59
5n 20 005/30 062 ≈ 0,67
10n 19 933/23 360 ≈ 0,85

Òà á ë è ö à 4
Ðàçðåæåííûå ãðàôû òèïà (II),

n = 101, ℓ = 10, r = 10

m̃ NCCS/NBFS

0 170 693/304 627 ≈ 0,56
2n 24 637/41 540 ≈ 0,59
5n 20 005/30 052 ≈ 0,67
10n 19 939/23 429 ≈ 0,85

Äëÿ ïëîòíûõ ãðàôîâ ñ êîëè÷åñòâîì ð¼áåð n+n2/4, n = 101, ÷òî ñîñòàâëÿåò 60% îò
êîëè÷åñòâà ð¼áåð â ïîëíîì ãðàôå, èìååìNCCS/NBFS = 16 851/20 000 ≈ 0,84. Óñðåäíåíèå
ïîëó÷åíî ïî M = 10 000 ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî îòíîøåíèÿ NCCS/NBFS, ïðåäñòàâëåííîãî â òàáë. 5�8, ñ ïî-
ìîùüþ CCS è BFS ïðîèçâîäèëèñü îáõîäû M = 1000 ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûõ ãðà-
ôîâ óêàçàííûõ òèïîâ ñ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè.

Òà á ë è ö à 5
Ðàçðåæåííûå ãðàôû òèïà (I),

n = 1001

m̃ NCCS/NBFS

0 310 023/618 989 ≈ 0,5
2n 3 140/6 006 ≈ 0,52
5n 2 102/4 046 ≈ 0,52
10n 2 000/3 189 ≈ 0,63

Òà á ë è ö à 6
Ðàçðåæåííûå ãðàôû òèïà (II),

n = 1001, ℓ = 500, r = 2

m̃ NCCS/NBFS

0 376 913/752 406 ≈ 0,5
2n 3 119/6 001 ≈ 0,52
5n 2 076/4 045 ≈ 0,51
10n 2 000/3 185 ≈ 0,63

Òà á ë è ö à 7
Ðàçðåæåííûå ãðàôû òèïà (II),

n = 1001, ℓ = 200, r = 5

m̃ NCCS/NBFS

0 154 000/298 341 ≈ 0,52
2n 3 114/6 011 ≈ 0,52
5n 2 079/4 041 ≈ 0,51
10n 2 000/3 220 ≈ 0,62

Òà á ë è ö à 8
Ðàçðåæåííûå ãðàôû òèïà (II),

n = 1001, ℓ = 100, r = 10

m̃ NCCS/NBFS

0 79 238/148 825 ≈ 0,53
2n 3 122/5 993 ≈ 0,52
5n 2 089/4 063 ≈ 0,51
10n 2 000/3 202 ≈ 0,62

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷åì áîëüøå äèàìåòð
ãðàôà, òåì áîëüøå â ñðåäíåì ðàçíèöà â êîëè÷åñòâå èòåðàöèé CCS è BFS, òðåáóåìûõ
äëÿ îáõîäà ãðàôà. Äëÿ ðàçðåæåííûõ ãðàôîâ ýòà ðàçíèöà â ñðåäíåì ñîñòàâëÿåò îò 15
äî 49% ïðîöåíòîâ îò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ îáõîäà BFS, ïðè n = 101
(òàáë. 1�4) è îò 37 äî 50% ïðîöåíòîâ ïðè n = 1001 (òàáë. 5�8). Äëÿ ïëîòíûõ ãðàôîâ
ïðè n = 101 ðàçíèöà ñîñòàâëÿåò â ñðåäíåì 16%.

Âûâîäû
Ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïðîñòîé èòåðàöèè ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ñ ìîäèôèöèðîâàííûìè ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè ãðàôîâ è çàäàííîé ïðàâîé
÷àñòüþ êàê ðåàëèçàöèè îáõîäîâ ãðàôà. Òàêîé ïîäõîä äà¼ò äâà âàðèàíòà àëãîðèòìîâ
îáõîäà ãðàôà. Îäèí èç íèõ ðåàëèçóåòñÿ èòåðàöèÿìè ìåòîäà ßêîáè, âòîðîé� èòåðàöè-
ÿìè ìåòîäà Ãàóññà � Çåéäåëÿ. Îáõîä, ðåàëèçóåìûé â õîäå ïðîâåäåíèÿ èòåðàöèé ìåòîäà
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ßêîáè, ýêâèâàëåíòåí ïîèñêó â øèðèíó, òîãäà êàê îáõîä, ðåàëèçóåìûé ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà Ãàóññà � Çåéäåëÿ, íå ýêâèâàëåíòåí íè ïîèñêó â øèðèíó, íè ïîèñêó â ãëóáèíó.
Äëÿ ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà êîëè÷å-
ñòâî èòåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ òàêîãî àëãîðèòìà, íå ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé,
òðåáóåìûõ äëÿ ïîèñêà â øèðèíó äëÿ îäíîé è òîé æå ñòàðòîâîé âåðøèíû â ãðàôå.
Äëÿ ìíîãèõ èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà àëãîðèòì
îáõîäà, àññîöèèðîâàííûé ñ èòåðàöèÿìè ìåòîäà Ãàóññà � Çåéäåëÿ, òðåáóåò ìåíüøåãî
êîëè÷åñòâà èòåðàöèé.
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