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Àíàëèçèðóþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè ðåøåíèé çàäà÷è îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå. Âû-
âåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè ñðåäè
âñåõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, à òàêæå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé
ñ ïîäçàäà÷àìè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ïåðåìåííûå ïðèíèìà-
þò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1} èëè {0, 1, 2}, îïðåäåëåíû ôîðìóëû äëÿ îöåí-
êè ñðåäíåãî ÷èñëà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé âî âñåõ çàäà÷àõ çàäàííîé ðàçìåðíîñòè
ïðè îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ âåñîâ. Ðàññìîòðåíà ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ðþêçà÷íûõ çàäà÷ ôèêñèðîâàííîé
ðàçìåðíîñòè, ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà âåñîâ ïðèíàäëåæàò çàäàííîìó äèàïàçîíó.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè àíàëèçå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-
íîñòè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à î ðþêçàêå, ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè, äèíàìè÷åñêîå ïðî-
ãðàììèðîâàíèå, NP-ïîëíûå çàäà÷è, ìåòîä êîýôôèöèåíòîâ
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Exact analytical expressions are derived for the average number of solutions to the
bounded knapsack problem over a set of fixed-dimension instances. The average num-

ber of solutions for a set of knapsack problems with the constraint
n∑
i=1

aixi ⩽ b, where

the coefficients ai do not exceed a given value p, is denoted as |V̄p|. Formulas are ob-
tained that relate the number of solutions to problem parameters such as the dimen-
sion n, weight limit p, and allowable variable values. For Boolean variables xi ∈ {0, 1},
the following formula is derived:

|V̄b| =
1

(b+ 1)n

n∑
k=0

(
n

k

)(
b

n− k

)
(b+ 2)k.
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For the case xi ∈ {0, 1, 2}, a generalized expression is obtained:

|V̄b|=
n∑
k=0

(
n

k

)
(b+1)k−n

n−k∑
t=0

(
n−k
t

)
2t

((
(n−k+t+b−1)/2

n− k

)[
n−k+t+b=1 (mod 2)

]
+

+

(
(n− k + t+ b)/2

n− k

)[
n− k + t+ b = 0 (mod 2)

])
.

Additionally, a formula is derived that defines the generating function for the volume
of the set of solutions to problems of dimension n with components of the weight
vector (a1, . . . , an) taking values in the range from 0 to p. The obtained results can
be applied to assess the computational complexity of knapsack problem algorithms,
select optimal solution methods, develop decomposition algorithms, and analyze com-
binatorial structures arising in discrete optimization problems.

Keywords: knapsack problem, generating functions, dynamic programming, NP-
complete problems, coefficient method.

Ââåäåíèå
Çàäà÷à îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé çà-

äà÷è î 0-1-ðþêçàêå, â êîòîðîé êàæäûé ïðåäìåò ìîæåò áûòü âûáðàí íå áîëåå çàäàííîãî
êîëè÷åñòâà ðàç. Â äàííîé ïîñòàíîâêå êàæäîìó ïðåäìåòó ñîïîñòàâëÿþòñÿ òðè ïàðàìåò-
ðà: âåñ, öåííîñòü è ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå ÷èñëî êîïèé. Êàê è â áàçîâîì âàðèàíòå,
öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîäîáðàòü òàêîé íàáîð ïðåäìåòîâ, êîòîðûé ìàêñèìèçèðó-
åò ñóììàðíóþ öåííîñòü, íå ïðåâûøàÿ çàäàííîå îãðàíè÷åíèå íà âåñ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè [1]:

n∑
j=1

cjxj → max; (1)

n∑
i=1

aixi ⩽ b, (2)

ãäå x = (x1, . . . , xn)� n-ìåðíûé âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè xi ∈ {0, 1,
. . . ,m}; c1, . . . , cn, a1, . . . , an, b�íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Çàäà÷à î ðþêçàêå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì êîìáèíàòîðíîé
îïòèìèçàöèè, íàõîäÿ ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè, ãäå íåîáõî-
äèìî âûáðàòü îïòèìàëüíûé íàáîð ýëåìåíòîâ èç îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà. Âàðèàíòû
äàííîé çàäà÷è ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè îñëàáëåíèè óñëîâèé çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ, ÷òî îáóñëîâèëî å¼ àêòèâíîå èçó÷åíèå â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Ýòî
ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ çíà÷èòåëüíîãî îáú¼ìà èññëåäîâàíèé, çàòðàãèâàþùèõ êàê àëãî-
ðèòìè÷åñêèå àñïåêòû ðåøåíèÿ çàäà÷è, òàê è å¼ òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Äåòàëüíûé
îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ ïðåäñòàâëåí, â ÷àñòíîñòè, â ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáî-
òàõ [1, 2].

Çàäà÷à î ðþêçàêå îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-òðóäíûõ çàäà÷, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî íàõîæ-
äåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ äàæå ïðè
îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n. Â ñâÿçè ñ ýòèì øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû
äåêîìïîçèöèè, ïîçâîëÿþùèå ðàçáèðàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó íà áîëåå ìåëêèå ïîäçàäà÷è,
÷òî óïðîùàåò ïðîöåññ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ äåêîìïîçèöèîííûõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö.
Îí îñíîâàí íà ïîýòàïíîì ðàçäåëåíèè çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è ñ ïîñëåäóþùèì èñêëþ÷å-
íèåì òåõ èç íèõ, êîòîðûå íå ìîãóò ñîäåðæàòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
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Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå àíàëèçó òî÷íîé è ïðè-
áëèæ¼ííîé îöåíîê ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å î ðþê-
çàêå. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó îáëàñòü âíåñëè Ì.À. Ïîñûïêèí è Ð.Ì. Êîëïàêîâ, êî-
òîðûå ðàññìàòðèâàëè ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà. Â ðàáîòå [3] ïðåä-
ëîæåíû äâå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðþêçàêå ìåòîäîì âåòâåé è
ãðàíèö, âûðàæåííûå ÷åðåç ïàðàìåòðû èñõîäíûõ äàííûõ, à òàêæå âûäåëåí ñëó÷àé,
ïðè êîòîðîì ñëîæíîñòü ìåòîäà îãðàíè÷åíà ïîëèíîìèàëüíî îòíîñèòåëüíî ðàçìåðíîñòè
çàäà÷è. Â [3] ðàññìîòðåíû òàêæå îöåíêè ñëîæíîñòè ìåòîäà äëÿ çàäà÷è î ñóììå ïîäìíî-
æåñòâ, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è î ðþêçàêå. Â [4] ïðåäñòàâëåíà âåðõíÿÿ
îöåíêà ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñóììå ïîäìíîæåñòâ ñ äîïîëíèòåëüíûì êðèòåðè-
åì îòñå÷åíèÿ ïîäçàäà÷, îñíîâàííûì íà ñðàâíåíèè ïðåäåëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà
ïðåäìåòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîáàâëåíû â ðþêçàê.

Â [5�7] ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñî ñëîæíîñòüþ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñ-
ëåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè, âêëþ÷àÿ çàäà÷ó î ðþêçàêå, â ðàñïðåäåë¼ííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäàõ. Ðàçëè÷íûå âàðèàöèè çàäà÷è î ðþêçàêå è ïîäõîäû ê èõ ðåøå-
íèþ èññëåäóþòñÿ â ðàáîòàõ [8�10].

Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ìå-
òîäà, ïðåäëîæåííîãî â [11], ãäå àâòîð àíàëèçèðóåò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïðèìåíå-
íèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ çàäà÷è î ðþêçàêå ñ ðàâíûìè âåñàìè
ïðåäìåòîâ è äâóìÿ âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè èõ ñòîèìîñòè. Ýòî ðàñøèðÿåò ïîíèìàíèå
ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö â ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèÿõ çàäà÷è î ðþêçàêå.

Ïðîâåä¼ííûå èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿù¼ííûå òî÷íûì è ïðèáëèæ¼ííûì îöåíêàì ñëîæ-
íîñòè ìåòîäà, ó÷èòûâàþò îñîáåííîñòè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ çàäà÷è, ÷òî ñïîñîáñòâóåò
áîëåå òî÷íîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ åãî ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è âûáîðó íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíîé ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ. Â òàêèõ ïîäõîäàõ àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè çíà÷åíèé
ôóíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, ÷òî äåëàåò çàäà÷ó èõ âû÷èñëåíèÿ
àêòóàëüíîé.

Â äàííîé ðàáîòå âûâåäåíû êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû äëÿ îöåíêè ìîùíîñòè ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è î ðþêçàêå â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ. Â ï. 1
ïðåäñòàâëåíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè â âèäå ðàöèîíàëüíûõ âûðàæåíèé, îïèñûâàþùèå
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà. Ïóíêò 2
ñîäåðæèò îöåíêè ñðåäíåãî ÷èñëà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ âñåõ çàäà÷ ðàçìåðíîñòè n,
ãäå êîìïîíåíòû âåêòîðà âåñîâ íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî b. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû ìîãóò áûòü ïîëåçíû ïðè àíàëèçå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷è î ðþêçàêå. Ïîíèìàíèå ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé è ðàñïðåäåëåíèÿ çíà-
÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîòåí-
öèàëüíóþ ñëîæíîñòü èëè ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíÿåìûõ àëãîðèòìîâ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êëþ÷åâûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçîâàí ìåòîä êîýôôèöèåíòîâ [12].
Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, çàäàâàÿ ëèíåé-
íûé ôóíêöèîíàë äëÿ ìíîæåñòâà ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè. Ìåòîä ñîîòíîñèò êàæäîìó ñòåïåííîìó ðÿäó êî-
ýôôèöèåíò ïðè åãî ÷ëåíå ñ ïîêàçàòåëåì ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè. Äëÿ ðÿäîâ, ñõîäÿùèõñÿ
â îêðåñòíîñòè íóëÿ, çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ñîâïàäàåò ñ âû÷åòîì ôóíêöèè â òî÷êå 0.
Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ê çàäà÷å î ðþêçàêå ñ áóëåâûìè ïåðåìåí-
íûìè ðàññìîòðåíî â ðàáîòàõ [13, 14]. Â äàííîé ðàáîòå ýòîò ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë äëÿ çàäà÷è îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå ñ âîçìîæíîñòüþ ïîâòîðíîãî
èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäìåòîâ.
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1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
Îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè â âèäå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ, êîòîðûå

îïèñûâàþò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ôóíê-
öèîíàëà çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è Vb. Îíî
ñîñòîèò èç n-ìåðíûõ âåêòîðîâ x ñ xi ∈ {0, 1, . . . ,m}, i = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó (2). Îáú¼ìîì Vb íàçîâ¼ì ÷èñëî |Vb| äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (2).
Äëÿ âûðàæåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ
ñòåïåííîé ðÿä

Pb(z1, z2, . . . , zn) =
∑
x∈Vb

za1x11 za2x22 . . . zxnann .

Â ðàáîòå [15] ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû îöåíêè ôóíêöèîíàëà
çàäà÷è î ðþêçàêå ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè. Ïðèâåä¼ííûå äàëåå ëåììà è ñëåäñòâèå
ñòðîãî äîêàçàíû â [16], îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ è îáîñíîâàíèÿ òåêóùèõ ðå-
çóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ îöåíêîé êîëè÷åñòâà ðåøåíèé çàäà÷è îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå.

Ëåììà 1 [16]. Äëÿ çàäà÷è îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå (1), (2) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∞∑
b=0

Pb(z1, . . . , zn)u
b =

(1+(z1u)
a1+ . . .+(z1u)

ma1) . . . (1+(znu)
an+ . . .+(znu)

man)

1− u
.

Ñëåäñòâèå 1 [16]. Äëÿ îáú¼ìà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2)
ñ m ∈ N èìååò ìåñòî

|Vb| = coef
u

{
(1 + ua1 + . . .+ uma1) . . . (1 + uan + . . .+ uman)

(1− u)ub+1

}
. (3)

Çäåñü è äàëåå coef
u
{A(u)} =

1

2πi

∮
|u|=ρ

A(u)du = a−1, ãäå a−1 �êîýôôèöèåíò ïðè ìè-

íóñ ïåðâîé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà A(u). Ïîäðîáíîå îïèñàíèå äàííîãî ôóíêöèîíàëà è åãî
ñâîéñòâ ïðèâåäåíî â [12].

2. Ñðåäíåå ÷èñëî ðåøåíèé ìíîæåñòâà çàäà÷ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè
Â âûðàæåíèè (3) ïðèâåäåíà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ðåøåíèé êîíêðåòíîé

çàäà÷è î ðþêçàêå. Îïðåäåëèì ñðåäíåå ÷èñëî ðåøåíèé äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà çàäà÷
î ðþêçàêå ñ ôèêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V̄p ñðåäíåå ÷èñëî ðåøåíèé íàáîðà çàäà÷ îá îãðàíè÷åííîì ðþêçà-
êå (1), (2), ãäå êîýôôèöèåíòû âåñîâ ai, i = 1, . . . , n, íå ïðåâûøàþò íåêîòîðîãî çàäàí-
íîãî çíà÷åíèÿ p. Ýòî ÷èñëî âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

|V̄p| =
1

(p+ 1)n
∑

0⩽ai⩽p,
i=1,...,n

|Vb(a1, . . . , an)|. (4)

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñðåäíåì ÷èñëå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷ î ðþêçàêå ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîëè÷åñòâà êîïèé ïðåäìåòîâ m.

Ïóñòü çíà÷åíèå b è ðàçìåðíîñòü çàäà÷è n ôèêñèðîâàíû, à êîìïîíåíòû âåêòîðà âå-
ñîâ (a1, . . . , an) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå îò 0 äî b. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñðåäíåãî ÷èñëà ðåøåíèé ïî âñåì òàêèì çàäà÷àì â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà m = 1, ïî-
ëó÷åíà è äîêàçàíà â ðàáîòå [17]. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà ñîîòâåòñòâóþùåé
òåîðåìû, êîòîðàÿ áóäåò îáîáùåíà íà ñëó÷àé, êîãäà ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
èç ìíîæåñòâà x ∈ {0, 1, 2}n.
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Òåîðåìà 1 [17]. Ïðè x ∈ {0, 1}n ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

|V̄b| =
1

(b+ 1)n

n∑
k=0

CknC
n−k
b (b+ 2)k. (5)

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû íà ýëåìåíòàðíîì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1. Ïðè n = 2, b = 2, x ∈ {0, 1}n ñóùåñòâóåò äåâÿòü îãðàíè÷åíèé: 2x1 +
+2x2 ⩽ 2; 2x1+x2 ⩽ 2; x1+2x2 ⩽ 2; x1+x2 ⩽ 2; x1+0x2 ⩽ 2; 2x1+0x2 ⩽ 2; 0x1+x2 ⩽ 2;
0x1 + 2x2 ⩽ 2; x1 + 0x2 ⩽ 2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèå øåñòü íåðàâåíñòâ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ x, ò. å. èìåþò ïî
÷åòûðå ðåøåíèÿ. Ïåðâûå òðè íåðàâåíñòâà èìåþò ïî òðè ðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, |V̄b| = 33/9 = 11/3. Òàêîå æå çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (5):

|V̄b| =
1

(2 + 1)2

2∑
k=0

Ck2 C
2−k
2 (2 + 2)k =

1

9
(C0

2C
2
2 4

0 + C1
2C

1
2 4

1 + C2
2C

0
2 4

2) =
33

9
=

11

3
.

Ôîðìóëà (5) ìîæåò áûòü ïîëåçíà äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è î 0-1-ðþêçàêå, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ÷èñëî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è
èõ ðàñïðåäåëåíèå. Ýòî ïîìîãàåò ïðîãíîçèðîâàòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû è âûáèðàòü
íàèáîëåå ïîäõîäÿùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, îíà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
àíàëèçà ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ÷òî âàæíî ïðè ðàçðàáîòêå ïðèáëèæ¼ííûõ
àëãîðèòìîâ è èçó÷åíèè ýôôåêòèâíîñòè ðàçíûõ ïîäõîäîâ ê çàäà÷å î ðþêçàêå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñðåäíåì çíà÷åíèè ìîùíîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé â áîëåå îáùåì ñëó÷àå. Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà âûðàæàåò ÷èñëî ðåøåíèé êàæ-
äîé çàäà÷è ðàçìåðíîñòè n ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà âåñîâ (a1, . . . , an), ïðèíèìàþùèìè
çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå îò 0 äî p:

Rp(z1, . . . , zn) =
∑

0⩽ai⩽p,
i=1,...,n

za11 , . . . , z
an
n |Vb(a1, . . . , an)|. (6)

Òåîðåìà 2. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Rp(z1, . . . , zn) =

= coef
u

{
n∏
k=1

(
1− zp+1

k

1− zk
+

1− (zku)
p+1

1− zku
+ . . .+

1− (zku
m)p+1

1− zkum

)/(
ub+1(1− u)

)}
.

(7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â (6) âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé èç (3):

Rp(z1, . . . , zn) =
∑

0⩽ai⩽p,
i=1,...,n

za11 , . . . , z
an
n coef

u

{
(1 + ua1 + . . .+ uma1) . . . (1 + uan + . . .+ uman)

(1− u)ub+1

}
.

Îáúåäèíèì âûðàæåíèÿ, â êîòîðûõ ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî îäèíàêîâîìó êîì-
ïîíåíòó ai:

Rp(z1, . . ., zn)=coef
u

{
1

(1−u)ub+1

( p∑
a1=1

za11 (1+ua1+. . .+uma1) . . .
p∑

an=1

zann (1+uan+. . .+uman)
)}

.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êàæäîå âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ñóììû ìîæíî ðàçëîæèòü â p + 1
ñóììó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:
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p∑
ak=1

zakk (1 + uak + . . .+ umak) =
p∑

ak=1

zakk +
p∑

ak=1

zakk u
ak
k + . . .+

p∑
ak=1

zakk u
mak
k =

=
1− zp+1

k

1− zk
+

1− (zku)
p+1

1− zku
+ . . .+

1− (zku
m)p+1

1− zkum
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â èñõîäíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷èì (7).

Çàìåíèâ âñå àðãóìåíòû ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (7) çíà÷åíèåì z, ïîëó÷èì ïðîèç-
âîäÿùóþ ôóíêöèþ, âûðàæàþùóþ îáùåå ÷èñëî ðåøåíèé çàäà÷ ñ îäèíàêîâîé ñóììîé
êîýôôèöèåíòîâ:

Rp(z) = coef
u

{
n∏
k=1

(
1− zp+1

1− z
+

1− (zu)p+1

1− zu
+ . . .+

1− (zum)p+1

1− zum

)/(
ub+1(1− u)

)}
.

Äàííàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàí-
íûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèôè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ ìîäåëåé, îòðàæàþùèõ îñîáåííî-
ñòè êîíêðåòíîé îáëàñòè.

Òåîðåìà 3. Ïðè x ∈ {0, 1, 2}n ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

|V̄b| =
n∑
k=0

Ckn(b+ 1)k−n
n−k∑
t=0

Ctn−k2
t
(
Cn−k(n−k+t+b−1)/2

[
n− k + t+ b = 1 (mod 2)

]
+

+Cn−k(n−k+t+b)/2
[
n− k + t+ b = 0 (mod 2)

])
.

(8)

Çäåñü [P ]� ñêîáêà Àéâåðñîíà, ðàâíàÿ 1, åñëè óñëîâèå P âûïîëíÿåòñÿ, è 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå èç ôîðìóëû (3) ïðè m = 2 â âûðàæå-
íèå (4), ïîëó÷àåì

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u


b∑

a1=0

(1 + ua1 + u2a1) . . .
b∑

an=0

(1 + uan + u2an)

(1− u)ub+1

 .

Çàìåòèì, ÷òî êàæäóþ ñóììó â ÷èñëèòåëå ïîä çíàêîì êîýôôèöèåíòà ìîæíî ðàçëîæèòü,
à ñòåïåíè u ñîáðàòü â äâå ñóììû ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé:

b∑
ai=0

(1 + uai + u2ai) = b+ 3 +
b∑

ai=1

uai +
b∑

ai=1

u2ai = b+ 3 +
(1− ub)u
1− u

+
(1− u2b)u2

1− u2
.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå âìåñòî ñóìì ïî ai äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n:

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u


(
b+ 3 +

(1− ub)u
1− u

(
1 +

(1 + ub)u

1 + u

))n
(1− u)ub+1

 .

Ðàçëîæèì ÷èñëèòåëü ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà:

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)
n∑
k=0

Ckn(b+ 3)k
(u(1− ub)

1− u

)n−k(
1 +

(1 + ub)u

1 + u

)n−k}
.
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Ïîëó÷èâøóþñÿ ñóììó ðàçëîæèì íà ñëàãàåìûå ñ k < n è k = n:

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)
n−1∑
k=0

Ckn(b+ 3)k
(u(1− ub)

1− u

)n−k(
1 +

(1 + ub)u

1 + u

)n−k}
+

+
(b+ 3)n

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)

}
.

(9)

Òåïåðü ðàçëîæèì ìíîæèòåëü (1−ub)n−k èç ÷èñëèòåëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïî ôîðìóëå
áèíîìà Íüþòîíà:

(1− ub)n−k = 1− C1
n−ku

b + C2
n−ku

2b − . . .+ (−1)n−kCn−kn−ku
(n−k)b =

n−k∑
i=0

(−1)iCin−kuib. (10)

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (9) ðàçëîæåíèå (10), ïîëó÷àåì

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u

{( 1

ub+1(1− u)
n−1∑
k=0

Ckn(b+ 3)k
( u

1− u

)n−k(
1 +

(1 + ub)u

1 + u

)n−k
×

×
n−k∑
i=0

(−1)iCin−kuib
)}

+
(b+ 3)n

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)

}
.

Èç ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòà ñëåäóåò, ÷òî äàííîå âûðàæåíèå ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå,
êîãäà ñòåïåíü u â ÷èñëèòåëå áîëüøå èëè ðàâíà ñòåïåíè u ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì
â çíàìåíàòåëå. Ïîñêîëüêó â ïåðâîì ñëàãàåìîì k < n, äàííîå âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ
â íóëü äëÿ âñåõ i > 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)
n−1∑
k=0

Ckn(b+ 3)k
( u

1− u

)n−k(
1 +

(1 + ub)u

1 + u

)n−k}
+

+
(b+ 3)n

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)

}
.

Ðàçëîæèì ìíîæèòåëü

(
1 +

(1 + ub)u

1 + u

)n−k
â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïî ôîðìóëå áèíîìà

Íüþòîíà:

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)
n−1∑
k=0

Ckn(b+ 3)k
( u

1− u

)n−kn−k∑
t=0

Ctn−k

((1 + ub)u

1 + u

)t}
+

+
(b+ 3)n

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)

}
.

(11)

Ðàçëîæèì òåïåðü ïåðâûé êîýôôèöèåíò ïî ìíîæèòåëþ (1 + ub)
t
àíàëîãè÷íî (10):

(1 + ub)
t
= 1 + C1

tu
b + C2

tu
2b + . . .+ Cttu

tb =
t∑
i=0

(−1)iCituib.
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â âûðàæåíèå (11) è ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ,
ïîëó÷àåì

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)
n−1∑
k=0

Ckn(b+ 3)k
( u

1− u

)n−kn−k∑
t=0

Ctn−k

( u

1 + u

)t}
+

+
(b+ 3)n

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)

}
.

Ïðåîáðàçóåì îáðàòíî â áèíîì ïîñëåäíþþ ñóììó â ïåðâîì ñëàãàåìîì:

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)
n−1∑
k=0

Ckn(b+ 3)k
( u

1− u

)n−k( u

1 + u
+ 1
)n−k}

+

+
(b+ 3)n

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)

}
.

Çàìåòèì, ÷òî Cnn

( u

1− u

)n−n( u

1 + u
+ 1
)n−n

= 1, è çàíåñ¼ì âòîðîå ñëàãàåìîå ïîä çíàê
ñóììû ïåðâîãî:

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)
n∑
k=0

Ckn(b+ 3)k
( u

1− u

)n−k( u

1 + u
+ 1
)n−k}

.

È ñíîâà ñîáåð¼ì ïîëó÷èâøóþñÿ ñóììó â áèíîì:

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)

(
b+ 3 +

2u2 + u

1− u2
)n}

.

Òåïåðü ðàçëîæèì ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà, îñòàâëÿÿ 2 âî âòîðîì ñëàãàåìîì:

|V̄b| =
1

(b+ 1)n
coef
u

{
1

ub+1(1− u)
n∑
k=0

Ckn(b+ 1)k
( u+ 2

1− u2
)n−k}

.

Âûíåñåì ìíîæèòåëè, íå çàâèñÿùèå îò u, çà çíàê êîýôôèöèåíòà, ðàçëîæèì âûðàæåíèå
ïî ïîñëåäíåìó ìíîæèòåëþ è ñãðóïïèðóåì ïîëó÷èâøèåñÿ ìíîæèòåëè:

|V̄b| =
n∑
k=0

Ckn(b+ 1)k−ncoef
u

{
n−k∑
t=0

Ctn−k2
tun−k−t−b−1(1− u2)k−n−1(1 + u)

}
.

Ðàçëîæèâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî ìíîæèòåëþ (1+u) íà äâà ñëàãàåìûõ è ïðåîáðàçîâàâ
ïîëó÷èâøèåñÿ âûðàæåíèÿ â áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì

coef
u

{
(1− v)nv−k−1

}
= (−1)kCkn ìåòîäà êîýôôèöèåíòîâ äëÿ u2, ïîëó÷èì

|V̄b| =
n∑
k=0

Ckn(b+1)k−n
n−k∑
t=0

Ctn−k2
t
(
C

(k−n+t+b−1)/2
k−n−1 (−1)(k−n+t+b−1)/2

[
n−k+t+b = 1 (mod 2)

]
+

+C
(k−n+t+b)/2
k−n−1 (−1)(k−n+t+b)/2

[
n− k + t+ b = 0 (mod 2)

])
.

Íàêîíåö, ïðåîáðàçóÿ áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïî ïðàâèëó (−1)n−mCn−m−(m+1) = Cmn
[18, ñ. 89], ïîëó÷èì èñêîìîå âûðàæåíèå (8).
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Ïðèìåð 2. Ïðè n = 2, b = 2, x ∈ {0, 1, 2}n ñóùåñòâóåò äåâÿòü îãðàíè÷åíèé:
2x1+2x2⩽2; 2x1 + x2 ⩽ 2; x1 + 2x2 ⩽ 2; x1 + x2 ⩽ 2; 2x1 + 0x2 ⩽ 2; 0x1 + 2x2 ⩽ 2;
x1 + 0x2 ⩽ 2; 0x1 + x2 ⩽ 2; 0x1 + 0x2 ⩽ 2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèå òðè íåðàâåíñòâà
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ x, ò. å. èìåþò äåâÿòü ðåøåíèé. Îñòàëüíûå èìåþò ñîîòâåòñòâåííî
3, 4, 4, 6, 6 è 6 ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, |V̄b| = 56/9. Òàêîå æå çíà÷åíèå ïîëó÷àåòñÿ èç
ôîðìóëû (8):

|V̄b| =
2∑

k=0

Ck2(b+ 1)k−2
2−k∑
t=0

Ct2−k2
t
(
C2−k

(2−k+t+b−1)/2
[
n− k + t+ b = 1 (mod 2)

]
+

+C2−k
(2−k+t+b)/2

[
n− k + t+ b = 0 (mod 2)

])
= C0

2 3
−2(C0

2 2
0C2

2+

+C1
2 2

1C2
2 + C2

2 2
2C2

3) + C1
2 3
−1(C0

1 2
0C1

1 + C1
1 2

1C1
2) + C2

2 3
0(C0

0 2
0C2

2) = 56/9.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû, ìîæíî îöåíèòü êîëè÷åñòâî âîç-
ìîæíûõ ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ìíîæåñòâà ïðåäìåòîâ è îãðàíè÷åíèé íà èõ
âåñ. Äàííûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíîãî ïîäõîäà ê ðåøå-
íèþ çàäà÷, îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èõ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ, à òàêæå äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ñâîéñòâ çàäà÷ è îïòèìèçàöèè ïðîöåññà ïîèñêà èõ ðåøåíèé.

Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìîòðåíû ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ è îöåíêè êîëè÷åñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çà-

äà÷è îá îãðàíè÷åííîì ðþêçàêå. Èññëåäîâàíèå îñíîâàíî íà àíàëèçå êîìáèíàòîðíûõ
ñâîéñòâ çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü íîâûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî
÷èñëà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àåâ x ∈ {0, 1}n è x ∈ {0, 1, 2}n, ãäå êîìïîíåí-
òû âåêòîðà âåñîâ (a1, . . . , an) ïðèíàäëåæàò äèàïàçîíó îò 0 äî b. Â ÷àñòíîñòè, â îäíîì
èç îáùèõ ñëó÷àåâ íàéäåíà ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ îáú¼ì ìíîæåñòâà
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ çàäà÷ ðàçìåðíîñòè n, â êîòîðûõ êîìïîíåíòû âåêòîðà âåñîâ
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà p.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñòàòü îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ
ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è î ðþêçàêå. Íàéäåííûå ôîðìóëû òàêæå ìîãóò
ïðèìåíÿòüñÿ â âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóðàõ äëÿ îöåíêè îïòèìàëüíîñòè àëãîðèòìîâ
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîäîáíûõ çàäà÷, à òàêæå â äåêîìïîçèöèîííûõ è ýâðèñòè-
÷åñêèõ àëãîðèòìàõ èõ ðåøåíèÿ.
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