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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ íà íåîðèåíòèðîâàí-
íîé âçâåøåííîé ñåòè, ðàñïîëîæåííîé íà ïëîñêîñòè. Âåðøèíàì ïðèïèñàíû ïîëî-
æèòåëüíûå âåñà, à ð¼áðà ïðåäñòàâëåíû îòðåçêàìè. Âåñ âåðøèíû îòðàæàåò òðå-
áîâàíèå ðàçìåùàòü îáúåêòû êàê ìîæíî äàëüøå îò íå¼. Çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ íà
ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí äî îáúåêòîâ. Íåîáõîäèìî íàéòè
òàêèå òî÷êè íà ð¼áðàõ ñåòè äëÿ ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ, ÷òîáû ìèíèìàëüíîå âçâå-
øåííîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèí äî îáúåêòîâ áûëî ìàêñèìàëüíûì. Ïðåäëîæåí àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ äëÿ äâóõ îáúåêòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ, ìàêñèìèííûé êðè-

òåðèé, îïàñíûé îáúåêò, ñåòü.

APPROXIMATE SOLUTION OF THE MAXIMIN PROBLEM OF
LOCATING FACILITIES ON A NETWORK WITH CONSTRAINTS

ON MINIMUM DISTANCES

G.G. Zabudsky

Sobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russia

We consider the problem of the optimal location of facilities on an undirected weighted
network located on a plane. The vertices are assigned positive weights and the edges
are segments. The weight of a vertex reflects the requirement to locate the facilities
as far away from it as possible. Constraints are given on the minimum admissible
distances from vertices to the facilities. It is necessary to find such points on the
edges of the network to locate the facilities that the minimum weighted distance from
the vertices to the facilities is maximum. An algorithm for solving the problem with
a given accuracy for two facilities is proposed.
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Ââåäåíèå
Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ èìåþò ìíîãî

ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçìåùåíèè îäíî-
ãî èëè íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ â çàäàííîé îáëàñòè ñ ôèêñèðîâàííûìè â íåé îáúåêòàìè
(êëèåíòàìè) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïòèìàëüíîé áûëà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ (ôóíêöèè)
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ðàññòîÿíèé ìåæäó êëèåíòàìè è ðàçìåùàåìûìè îáúåêòàìè. Îáçîð èññëåäîâàíèé çàäà÷
îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ íà ñåòÿõ è ïëîñêîñòè ìîæíî íàéòè â [1�5].

Â òåîðèè îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ íàèáîëåå èññëåäîâàíû çàäà÷è, â êîòîðûõ îáú-
åêòû äîëæíû áûòü ðàñïîëîæåíû êàê ìîæíî áëèæå ê êëèåíòàì. Òàêèå îáúåêòû íàçû-
âàþò æåëàòåëüíûìè, íàïðèìåð ïîëèêëèíèêè, ïîæàðíûå ÷àñòè, ìàãàçèíû. Äîñòàòî÷íî
õîðîøî èçó÷åíû çàäà÷è ñ êðèòåðèÿìè ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ (çàäà-
÷è î öåíòðàõ) è ñóììàðíîãî ðàññòîÿíèÿ (çàäà÷è î ìåäèàíàõ) îò êëèåíòîâ äî îáúåê-
òîâ [1].

Â ïîñëåäíèå ãîäû â ñâÿçè ñ âîçðîñøèìè ýêîëîãè÷åñêèìè òðåáîâàíèÿìè ïðîâîäÿò-
ñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî ïðîáëåìàì ðàçìåùåíèÿ íåæåëàòåëüíûõ (îïàñíûõ) îáúåêòîâ. Îíè
îáñëóæèâàþò íàñåëåíèå, íî îêàçûâàþò íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà íåãî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî âëèÿíèå óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî îáúåêòîâ. Ïîýòîìó íåîá-
õîäèìî ðàçìåùàòü òàêèå îáúåêòû êàê ìîæíî äàëüøå îò íàñåëåíèÿ. Ïðè ýòîì ìîæíî
ìèíèìèçèðîâàòü íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà íàèáîëåå ïîñòðàäàâøåå íàñåëåíèå èëè ñðåä-
íåå âëèÿíèå íà âñ¼ íàñåëåíèå ðàéîíà. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìàêñèìèçèðóåòñÿ ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå (ìàêñèìèííàÿ çàäà÷à), à âî âòîðîì� ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå (ìàêñèñóìì-
íàÿ çàäà÷à) îò êëèåíòîâ äî îáúåêòîâ [5�8].

Íà ïðàêòèêå ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ñèòóàöèè, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî ó÷èòû-
âàòü íåãàòèâíîå âëèÿíèå ïðè ðàçìåùåíèè îáúåêòîâ:

1) óãðîçà îáùåñòâåííîé áåçîïàñíîñòè èëè íàðóøåíèå êîìôîðòà ëþäåé (èñïðàâè-
òåëüíûé öåíòð);

2) óùåðá îêðóæàþùåé ñðåäå è çäîðîâüþ íàñåëåíèÿ (õèìè÷åñêèé çàâîä);
3) òðåáîâàíèå ÷èñòîé è çäîðîâîé ñðåäû (ñàíàòîðèé).

Ðåøåíèå çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ îïàñíûõ îáúåêòîâ íà ñåòÿõ ñ ðàññòîÿíèÿìè, èçìåðÿåìû-
ìè ïî òðàíñïîðòíîé ñåòè, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ó÷¼òå âëèÿíèÿ ïåðâîãî òèïà.
Îáîñíîâàíèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÷åì áîëüøå ðàññòîÿíèå îò íàñåë¼ííûõ ïóíêòîâ
äî îáúåêòîâ ïî òðàíñïîðòíîé ñåòè, òåì îíè áåçîïàñíåå è òåì ìåíüøå íåóäîáñòâ äîñòàâ-
ëÿþò îáùåñòâó [6�8]. Äëÿ îáúåêòîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ áîëåå ðåàëüíûì áóäåò
ïðèìåíåíèå, íàïðèìåð, åâêëèäîâîé ìåòðèêè [9, 10]. Òàê, â ñëó÷àå õèìè÷åñêîãî çàâîäà
çàãðÿçíåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íå ïî òðàíñïîðòíîé ñåòè. Îáùèì äëÿ âñåõ òèïîâ îáúåê-
òîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè íå äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ âáëèçè ãóñòîíàñåë¼ííûõ ðàéîíîâ.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèé çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ îïàñíûõ îáúåêòîâ ïîñâÿùåíà âà-
ðèàíòàì ðàçìåùåíèÿ îäíîãî îáúåêòà. Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ çàäà÷ íà ñïå-
öèàëüíûõ ñåòÿõ è îáùåãî âèäà ïðåäëîæåíû â [6�8].

Íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíû çàäà÷àì ðàçìåùåíèÿ íåñêîëüêèõ îïàñíûõ
îáúåêòîâ íà ñåòÿõ. Â [11] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòè èõ ðåøå-
íèÿ. Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷è NP-òðóäíûå, äàæå åñëè ñåòü ñîñòîèò èç
îäíîãî ðåáðà. Íàõîæäåíèå 2/3-ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ìàêñèìèííîé çàäà÷è òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíûì. Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðåäëîæåíû,
íàïðèìåð, â [12, 13].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàêñèìèííàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ íà
ñåòè, ðàñïîëîæåííîé íà ïëîñêîñòè. Âåðøèíû ñåòè ñîîòâåòñòâóþò êëèåíòàì, à ð¼áðà �
äîðîãàì. Âåðøèíû èìåþò ïîëîæèòåëüíûå âåñà. Ð¼áðà ïðåäñòàâëåíû îòðåçêàìè ñ äëè-
íàìè â åâêëèäîâîé ìåòðèêå. Çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ íà ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòî-
ÿíèÿ îò êëèåíòîâ äî îáúåêòîâ. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ íà ñåòè,
÷òîáû ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò íèõ äî áëèæàéøåãî êëèåíòà áûëî ìàêñèìàëüíûì.
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Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ äëÿ äâóõ îáúåêòîâ. Èñ-
õîäíàÿ íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñåðèè äèñêðåòíûõ çàäà÷.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Çàäàíà îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ñ íàñåë¼ííûìè ïóíêòàìè, ñîåäèí¼ííûìè ñåòüþ äî-

ðîã, è îáúåêòû, íàïðèìåð ìóñîðîïåðåðàáàòûâàþùèå çàâîäû, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðàç-
ìåñòèòü íà äîðîæíîé ñåòè. Îáúåêòû îêàçûâàþò íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà íàñåëåíèå.
Âëèÿíèå óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ îò íàñåë¼ííûõ ïóíêòîâ äî îáúåêòîâ.
Çàäàíû ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ îò íàñåë¼ííûõ ïóíêòîâ äî îáúåêòîâ (ñà-
íèòàðíûå çîíû), â êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçìåùàòü îáúåêòû. Êðîìå òîãî, ìåæäó îáúåêòàìè
òàêæå îïðåäåëåíî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå, ÷òîáû èçáåæàòü ñóììàðíîãî íåãàòèâíîãî
âëèÿíèÿ îò íèõ. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ, ÷òîáû áûëè âûïîë-
íåíû îãðàíè÷åíèÿ ïî ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèÿì è íåãàòèâíîå âëèÿíèå áûëî ìèíè-
ìàëüíûì. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ âëèÿíèÿ íà íàèáîëåå
ïîñòðàäàâøåå íàñåëåíèå. Ïîýòîìó ìàêñèìèçèðóåòñÿ ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò íàñå-
ë¼ííûõ ïóíêòîâ äî áëèæàéøåãî îáúåêòà.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ è ñôîðìóëèðóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü. Ïóñòü G = (V,E)�
íåîðèåíòèðîâàííàÿ ñåòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàñåëåííûì ïóíêòàì è äîðîãàì; V =
= {v1, . . . , vn}�ìíîæåñòâî âåðøèí, I = {1, . . . , n}�ìíîæåñòâî èõ íîìåðîâ. Äëÿ êàæ-
äîé âåðøèíû vi çàäàíû êîîðäèíàòû (ai, bi) è âåñ αi > 0, i ∈ I. Åñëè αi < αj, òî îáúåêòû
äîëæíû ðàçìåùàòüñÿ äàëüøå îò âåðøèíû vi, ÷åì îò âåðøèíû vj. Âåñ âåðøèíû ìîæåò
áûòü âåëè÷èíîé, îáðàòíîé êîëè÷åñòâó íàñåëåíèÿ â ïóíêòå, ñîîòâåòñòâóþùåì âåðøèíå.
Ð¼áðà ñåòè E = {e1, . . . , em} ñ ìíîæåñòâîì íîìåðîâ J = {1, . . . ,m} ïðåäñòàâëåíû îòðåç-
êàìè, äëèíû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ â åâêëèäîâîé ìåòðèêå ρ(vi, vj), i ̸= j, i, j ∈ I. Ìíî-
æåñòâà òî÷åê ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ è èõ íîìåðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç z = {z1, z2, . . . , zp} è
P = {1, . . . , p} ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç di, i ∈ I, è d ìèíèìàëüíî äîïóñòèìîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíîé vi è îáúåêòàìè è îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ òî÷åê ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ íà ñåòè (òî÷êè íà ð¼áðàõ è
âåðøèíû) áóäåì îáîçíà÷àòü êàê Z(G). Ïîëîæåíèå îáúåêòà íà ðåáðå îïðåäåëÿåòñÿ ðàñ-
ñòîÿíèåì îò åãî âåðøèí. Íàïðèìåð, òî÷êà x ðàçìåùåíà íà ðåáðå (vi, vj) íà ðàññòîÿíèè
ρ(vi, x) = λρ(vi, vj) îò âåðøèíû vi è íà ðàññòîÿíèè ρ(vj, x) = (1− λ)ρ(vi, vj) îò âåðøè-
íû vj, ãäå 0 ⩽ λ ⩽ 1.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàêñèìèííîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ íà ñåòè èìååò âèä

min
i∈I

min
j∈P

αiρ(vi, zj)→ max; (1)

ρ(vi, zj) ⩾ di, i ∈ I, j ∈ P ; (2)

ρ(zi, zj) ⩾ d, i, j ∈ P, i ̸= j; (3)

z ⊆ Z(G). (4)

Ìàêñèìèííàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ îäíîãî îáúåêòà íà ñåòè, â êîòîðîé ðàññòîÿíèÿ
èçìåðÿþòñÿ ïî êðàò÷àéøèì ïóòÿì, ðàññìàòðèâàåòñÿ, íàïðèìåð, â [8]. Äëÿ ñåòè îáùå-
ãî âèäà ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ïîèñêå
óçêèõ ð¼áåðíûõ òî÷åê, àíàëîãè÷íî çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ îáúåêòà íà ñåòè ñ ìàêñèìèçà-
öèåé ñóììàðíîãî ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí äî îáúåêòà [6, 7]. Â [10] ïðåäëîæåí àëãîðèòì
ïîèñêà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ìàêñèìèííîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî îáúåêòà íà ñåòè, ðàñ-
ïîëîæåííîé íà ïëîñêîñòè. Äâóõêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ îáúåêòà íà ñåòè
äîðîã ñ ìàêñèñóììíûì è ìàêñèìèííûì êðèòåðèÿìè ðàññìîòðåíà â [9].
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Äàëåå ðàññìîòðèì âàðèàíò ìàêñèìèííîé çàäà÷è äëÿ ðàçìåùåíèÿ äâóõ îáúåêòîâ �
z1 è z2.

2. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(4)
Ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4) âêëþ÷àåò äâà ýòàïà.

Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèòñÿ îáëàñòü S, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ìè-
íèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè è îáúåêòàìè. Íà âòîðîì ýòàïå
ïðîâåðÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ â îáëàñòè S ñ îãðàíè÷åíèåì (3).

2.1. Ý ò à ï 1

Îáëàñòü S ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿåòñÿ íà ð¼áðàõ ñåòè. Îïèøåì àëãîðèòì äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà (vh, vq).

Ø à ã 1. Îò èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå, â êîòîðîé ðåáðî
áóäåò ðàñïîëîæåíî íà îñè àáñöèññ. Âåðøèíà vh � â íà÷àëå êîîðäèíàò, à âåðøèíà vq �
íà ðàññòîÿíèè ρ(vh, vq) îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ø à ã 2. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû íàõîäèì îòðåçêè íà ðåáðå, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ
îãðàíè÷åíèÿ (2).

Ø à ã 3. Íàõîäèì ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ.
Ø à ã 4. Îïðåäåëÿåì îáëàñòü S â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Íà øàãå 1 îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåðøèíû vi â íîâîé ñèñòåìå êàê (a′i, b

′
i), i ∈ I,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a′i = (ai − ah) cosφ+ (bi − bh) sinφ,
b′i = −(ai − ah) sinφ+ (bi − bh) cosφ,

ãäå φ� óãîë íàêëîíà ïðÿìîé, ïðîâåä¼ííîé ÷åðåç âåðøèíû vh è vq (òî÷êè ñ êîîðäèíà-
òàìè (ah, bh) è (aq, bq)). Âåðøèíû vh è vq â íîâîé ñèñòåìå èìåþò êîîðäèíàòû (0, 0) è
(ρ(vh, vq), 0) ñîîòâåòñòâåííî.

Íà øàãå 2 äëÿ òåêóùåé âåðøèíû vk îïðåäåëÿåì ðàññòîÿíèå ρk îò íå¼ äî ðåá-
ðà (vh, vq). Çíà÷åíèå ρk âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρk =


b′k, 0 ⩽ a′k ⩽ ρ(vh, vq),√
a′2k + b′2k , a′k < 0,√
(a′k − ρ(vh, vq))2 + b′2k , a′k > ρ(vh, vq).

Åñëè ρk > dk, òî ïåðåõîäèì ê äðóãîé âåðøèíå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ y = 0 ðåøàåì
óðàâíåíèå √

(x− a′k)2 + (y − b′k)2 = dk.

Åñëè rk1 , r
k
2 �äåéñòâèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ, òî îáëàñòü íà ðåáðå, â êîòîðîé íå âû-

ïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå (2) îòíîñèòåëüíî âåðøèíû vk, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðâàë (rk1 , r
k
2).

Îáëàñòü, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå, îáðàçîâàíà îáúåäèíåíèåì äâóõ îòðåç-
êîâ [0, rk1 ] è [rk2 , ρ(vh, vq)]. Ïîñëå ïðîñìîòðà âñåõ âåðøèí ñåòè ïîëó÷àåì íàáîð íå áîëåå
2n îòðåçêîâ íà ðåáðå (vh, vq), â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (2) äëÿ âñåõ âåð-
øèí. Îáîçíà÷èì èõ êàê [si1, s

i
2], i ∈ I2n = {1, . . . , 2n}. Îòðåçêè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ. Åñëè

îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ, â êîòîðûõ íå âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (2), ïîêðûâàåò âñ¼
ðåáðî, òî îíî íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè S.

Îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ îáëàñòè S íà ðåáðå
(vh, vq) (øàã 3). Ïóñòü îòðåçêè ïåðåíóìåðîâàíû òàê, ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

s11 < s21 . . . < s2n1 .
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Ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî íîìåðîâ îòðåçêîâ, ëåâàÿ ãðàíèöà êîòîðûõ ïðèíàëåæèò [s11, s
1
2]:

I11 = {i ∈ I2n : s11 ⩽ si1 ⩽ s12}.

Åñëè I11 = ∅, ïîëàãàåì o11 = s11 è o
1
2 = s12. Èíà÷å íàõîäèì íîìåð i1, òàêîé, ÷òî

max
i∈I2n

si2 = si12 .

Ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî íîìåðîâ îòðåçêîâ I12 , I
1
2 ∩ I11 = ∅. Ïîëàãàåì I2n = I2n \ I11 ,

I12 = {i ∈ I2n : s12 ⩽ si1 ⩽ si12 }.

Åñëè I12 = ∅, òî ïîëàãàåì o11 = s11 è o
1
2 = si12 . Èíà÷å íàõîäèì íîìåð i2, òàêîé, ÷òî

max
i∈I21

si2 = si22 .

Ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî I13 è òàê äàëåå. Â èòîãå ïîëó÷èì ïåðâûé îòðåçîê [o11, o
1
2] îáëà-

ñòè S íà ðåáðå, êîòîðûé íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ äðóãèìè îòðåçêàìè.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùåãî îòðåçêà íàõîäèì ìèíèìàëüíûé íîìåð k, äëÿ êîòîðî-

ãî sk1 > o12. Ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî íîìåðîâ îòðåçêîâ

I21 = {i ∈ I2n : sk1 ⩽ si1 ⩽ sk2}

è ïîâòîðÿåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ îòðåçêà.
Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì îáëàñòü S íà ðåáðå (vh, vq) â âèäå ìíîæåñòâà íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ îòðåçêîâ [o11, o
1
2], [o

2
1, o

2
2], . . . , [o

k
1, o

k
2], k ⩽ 2n. Òðóäî¼ìêîñòü ïîñòðîåíèÿ íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ îòðåçêîâ íå ïðåâîñõîäèò O(n).
Íà øàãå 4 îïðåäåëÿåì êîîðäèíàòû ãðàíèö îòðåçêîâ îáëàñòè S íà ðåáðå (vh, vq) â èñ-

õîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ îòðåçêà ñ íîìåðîì i èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

xi1 = ah + oi1 cosφ, yi1 = bh + oi1 sinφ,

xi2 = ah + oi2 cosφ, yi2 = bh + oi2 sinφ.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãîâ 1�4 äëÿ âñåõ ð¼áåð ñåòè G ïîëó÷èì íàáîð O(n3) îòðåçêîâ
îáëàñòè S: [(xi1, y

i
1), (x

i
2, y

i
2)], i ∈ In

3
= {1, . . . , n3}.
2.2. Ý ò à ï 2

Íà ýòîì ýòàïå ïðîâåðÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ z1 è z2 â îáëàñòè S
íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå d äðóã îò äðóãà.

Óòâåðæäåíèå 1. Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ îòðåçêàìè íà ïëîñêî-
ñòè äîñòèãàåòñÿ â èõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé t è îòðåçêîì äîñòè-
ãàåòñÿ â îäíîé èç ãðàíè÷íûõ òî÷åê îòðåçêà. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî òî÷êà t íàõîäèòñÿ íà îñè îðäèíàò, à îòðåçîê � íà îñè àáñöèññ. Ðàññòîÿíèå îò òî÷-
êè t äî ëþáîé òî÷êè s îòðåçêà � ýòî äèàãîíàëü â òðåóãîëüíèêå, îäèí êàòåò êîòîðîãî �
îðäèíàòà òî÷êè t, îí îáùèé äëÿ âñåõ òî÷åê îòðåçêà, à äðóãîé� êîîðäèíàòà òî÷êè s.
Äèàãîíàëü òðåóãîëüíèêà ìàêñèìàëüíà, êîãäà âòîðîé êàòåò èìååò ìàêñèìàëüíóþ äëè-
íó. Ýòî äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà. Ôèêñèðóÿ òî÷êó â îäíîì
èç êîíöîâ îäíîãî îòðåçêà, àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
îò íå¼ äî äðóãîãî îòðåçêà äîñòèãàåòñÿ â åãî ãðàíè÷íîé òî÷êå.
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Â ðàññóæäåíèÿõ ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êîé íà ïëîñêîñòè è âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç
âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà [3].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1 ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê îòðåçêîâ îáëàñòè S, áëèæàéùèõ
ê âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áåð.

Ñëåäñòâèå 1. Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ìíîæåñòâà S äîñòèãà-
åòñÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà S1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòðåçêè îáëàñòè S íà ðåáðå âëîæåíû â îòðåçîê ñ ãðàíè÷íûìè
òî÷êàìè, áëèæàéøèìè ê âåðøèíàì ðåáðà. Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òàêèìè îòðåçêàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ð¼áåð ñåòè äîñòèãàåòñÿ â èõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ, ò. å.
â òî÷êàõ ìíîæåñòâà S1.

Åñëè ÷èñëî îòðåçêîâ îáëàñòè S íà ðåáðå (vp, vq) ðàâíî k, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòà-
ïà 2 äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü äâå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x11, y

1
1) è (xk2, y

k
2). Â ìíî-

æåñòâå S1, ñîñòîÿùåì èç O(n2) òî÷åê, íåîáõîäèìî íàéòè íàèáîëåå óäàë¼ííûå äðóã
îò äðóãà òî÷êè� äèàìåòð ìíîæåñòâà S1. Åñëè äèàìåòð S1 áîëüøå ëèáî ðàâåí d, òî
èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Íàõîæäåíèå äèàìåòðà ìíîæåñòâà òî÷åê
ïåðåáîðîì ïàð èìååò òðóäî¼ìêîñòü O(n4).

Â ðàáîòàõ [14, 15] îïèñàí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ äèàìåòðà ìíîæåñòâà èç k òî÷åê íà
ïëîñêîñòè. Àëãîðèòì îñíîâàí íà òîì, ÷òî äèàìåòð ìíîæåñòâà òî÷åê ðàâåí äèàìåòðó èõ
âûïóêëîé îáîëî÷êè. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè k òî÷åê èìååò òðóäî¼ì-
êîñòü O(k log k) [16]. Äèàìåòð âûïóêëîé îáîëî÷êè íàõîäèòñÿ çà ëèíåéíîå îò êîëè÷åñòâà
òî÷åê âðåìÿ. Ïîýòîìó ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ äèàìåòðà ìíîæåñòâà S1 îöåíèâàåòñÿ êàê
O(n2 log n) îïåðàöèé.

Ïðèâåä¼ì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è êðàòêî îïèøåì ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì íàõîæ-
äåíèÿ äèàìåòðà ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà
ïîñòðîåíà [14, 15]. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè øèðîêî èçâåñòåí è åãî
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [16].

Îïðåäåëåíèå 1. Îïîðíîé ïðÿìîé âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàþò ïðÿ-
ìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç åãî âåðøèíó è îáëàäàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê
ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò íå¼.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïàðà òî÷åê ìíîãîóãîëüíèêà, ÷åðåç êîòîðûå ìîæíî ïðîâåñòè ïà-
ðàëëåëüíûå îïîðíûå ïðÿìûå, íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîëåæàùåé ïàðîé.

Òåîðåìà 1. Äèàìåòð âûïóêëîé ôèãóðû ðàâåí íàèáîëüøåìó èç ðàññòîÿíèé ìåæäó
äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè îïîðíûìè ïðÿìûìè ýòîé ôèãóðû.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ äèàìåòðà ìíîæåñòâà òî÷åê íåîáõîäèìî
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîòèâîëåæàùèå ïàðû. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî çà ëèíåéíîå îò êî-
ëè÷åñòâà òî÷åê O(n2) â ìíîæåñòâå S1 âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ
¾âðàùàþùèåñÿ êàëèïåðû¿ (àíãë. rotating calipers).

Íà ðèñ. 1 îïîðíûå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå L è M ïðîâåäåíû ÷åðåç âåðøèíû A è D,
ýòè âåðøèíû îáðàçóþò ïðîòèâîëåæàùóþ ïàðó. Åñëè âðàùàòü ïðÿìûå L è M ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã âåðøèí, îíè áóäóò îïîðíûìè äî òåõ ïîð, ïîêà îäíà èç íèõ
íå ñîâïàä¼ò ñî ñòîðîíîé ìíîãîóãîëüíèêà. Óãîë ïîâîðîòà äî ðåáðà (E,D) ìåíüøå, ÷åì
äî ðåáðà (A,B), ïîýòîìó âåðøèíû A è E áóäóò ñëåäóþùåé ïðîòèâîëåæàùåé ïàðîé.
ÄàëååM áóäåò âðàùàòüñÿ âîêðóã âåðøèíû E. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ âðàùåíèÿ, ïîëó÷èì
âñå ïàðû ïðîòèâîëåæàùèõ âåðøèí. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîé ïðîòèâîëåæàùåé
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ïàðû íåîáõîäèìî ñðàâíèòü óãëû ìåæäó îïîðíûìè ïðÿìûìè è ð¼áðàìè ìíîãîãðàííèêà.
Òðóäî¼ìêîñòü íàõîæäåíèÿ âñåõ ïðîòèâîëåæàùèõ ïàð äëÿ S1 ñîñòàâëÿåò O(n2).

Ðèñ. 1. Ôîðìèðîâàíèå ïðîòèâîëåæàùèõ ïàð

3. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4)
Ìîäåëü (1)�(4) äëÿ äâóõ îáúåêòîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T → max; (5)

ρ(vi, zj) ⩾ max
i∈I

(di, T/αi), i ∈ I, j = 1, 2; (6)

ρ(z1, z2) ⩾ d; (7)

z ⊂ Z(G). (8)

Èäåÿ àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�(8) ñîñòîèò â ïå-
ðåáîðå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà T è ïðîâåðêå ñóùåñòâîâàíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ äëÿ
íèõ. ×åðåç S(T ) îáîçíà÷èì îáëàñòü, â êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (6) äëÿ ôèê-
ñèðîâàííîãî T . Îáëàñòü S(T ) íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî îáëàñòè S. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíè-
ìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû ñåòè vi äî îáúåêòîâ ðàâíî max(di, T/αi) äëÿ i ∈ I.
Çíà÷åíèÿ T âûáèðàþòñÿ èç îïðåäåë¼ííîãî îòðåçêà ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà äèõîòîìèè.
Àíàëîãè÷íî S1 îïðåäåëèì îáëàñòü S1(T ). Äëÿ î÷åðåäíîãî çíà÷åíèÿ T ðåøàåòñÿ âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à � çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (ÇÐ) â îáëàñòè S1(T ).

Çàäà÷à 1 (ÇÐ). Ìîæíî èëè íåò ðàçìåñòèòü äâà îáúåêòà z1 è z2 â îáëàñòè S1(T )
òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü îãðàíè÷åíèå íà ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè?

Åñëè â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ÇÐ ïîëó÷àåì îòâåò ¾äà¿, òî íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè
ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå íåäîïóñòèìûõ äëÿ ðàçìåùåíèÿ îáëàñòåé ïðîïîðöèîíàëüíî âå-
ñàì âåðøèí ñåòè. Åñëè îòâåò ¾íåò¿� ïðîïîðöèîíàëüíîå óìåíüøåíèå. Ýòî ïðîèñõîäèò
äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàéä¼òñÿ äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà T , óäîâëåòâîðÿþùåå
çàäàííîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Îïðåäåëèì îòðåçîê, ñîäåðæàùèé îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå T ∗ ïàðàìåòðà T . Âû÷èñëèì
çíà÷åíèÿ H = max

i∈I
ai −min

i∈I
ai è U = max

i∈I
bi −min

i∈I
bi.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè S1(T ) ̸= ∅, òî äëÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ T ∗ ñïðàâåäëè-
âû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

min
i∈I

αidi ⩽ T ∗ ⩽ max
i∈I

αi
√
H2 + U2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ëåâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè è äëÿ íå¼ ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå.
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Ïîýòîìó T ∗ ⩾ min
i∈I

αidi. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî max(di, T/αi) ⩽

⩽ αimax
j=1,2

ρ(vi, zj) ⩽ max
i∈I

αi
√
H2 + U2.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè ðåøåíèè ÇÐ íàõîäèòñÿ ðàçìåùåíèå z1 è z2, òàê êàê äèàìåòð
ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íàõîæäåíèÿ âåðøèí âûïóêëîé îáîëî÷êè, íà êî-
òîðûõ îí äîñòèãàåòñÿ.

Ïðèâåä¼ì îïèñàíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ÇÐ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî Tk.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ok = [lk, rk] îòðåçîê, ðàññìàòðèâàåìûé íà øàãå k, ãäå l1 =

= min
i∈I

(αidi), r1 = max
i∈I

αi
√
H2 + U2. Íà øàãå k âûáèðàåòñÿ Tk � ñåðåäèíà îòðåçêà Ok è

ðåøàåòñÿ ÇÐ. Åñëè îòâåò â ÇÐ ¾äà¿, òî ïîëàãàåì Ok+1 = [Tk, rk], èíà÷å �Ok+1 = [lk, Tk].
Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (ðåøåíèÿ ÇÐ) ðàâíî log ((r1 − l1)/ε), ãäå ε� òî÷íîñòü, ñ êî-

òîðîé íàõîäèòñÿ ðåøåíèå. Òðóäî¼ìêîñòü ðåøåíèÿ ÇÐ îöåíèâàåòñÿ êàê O(n2 log n)
îïåðàöèé. Îáùàÿ òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è íå ïðåâûøàåò
O
(
n2 log n log ((r1 − l1)/ε)

)
.

Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìîòðåíà ìàêñèìèííàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ äâóõ îáúåêòîâ íà ñåòè, ðàñïîëîæåí-

íîé íà ïëîñêîñòè. Çàäàíû ïîëîæèòåëüíûå âåñà âåðøèí è ìèíèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ
îò âåðøèí äî îáúåêòîâ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Ñåòüþ ìîæåò áûòü òðàíñïîðòíàÿ ñåòü, ñîåäèíÿþùàÿ íàñåëåííûå ïóíêòû. Îáúåêòû
äîëæíû áûòü ðàçìåùåíû òàê, ÷òîáû èõ íåãàòèâíîå âëèÿíèå íà íàèáîëåå ïîñòðàäàâøåå
íàñåëåíèå áûëî ìèíèìàëüíûì. Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ïðè âûáîðå ìåñò
ðàñïîëîæåíèÿ, íàïðèìåð, ìóñîðîïåðåðàáàòûâàþùèõ ïðåäïðèÿòèé.
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