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ЗАТЯГИВАНИЕ ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ
ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ

С НЕПРЕРЫВНЫМИ ПРАВЫМИ ЧАСТЯМИ

Рассмотрено сингулярно возмущенное уравнения с непрерывными правыми
частями, для которых не выполняется условие устойчивости точки покоя
присоединенного уравнения на рассматриваемом промежутке. Доказана
теорема существования и единственности решения. Приведен пример.
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Пусть рассматривается задача
( ) ( )( ), , , ,x t f t x tε ⋅ ε = ε ε� ; (1)

( ) 0
0 ,x t xε = , (2)

где 00 < ε ≤ ε  – малый параметр; 0x  – const; [ ]0 ,t t T∈ , [ ]0 ,t T  – отрезок действи-
тельной оси, 0t T< .

Уравнения вида (1) называются сингулярно возмущенными уравнениями
[1, 2]. Системы уравнений гораздо более общего вида исследованы в [2].

Центральной проблемой в теории сингулярно возмущенных уравнений явля-
ется близость решения рассматриваемой задачи, если она существует, к решению
вырожденного уравнения, (которая получается из (1) при 0ε = ), т.е.

( )( )0, , 0f t x t =� . (3)

Предположим, что уравнение (3) имеет изолированное решение ( ) ( )x t t= ϕ�  [2].
В [2] данная задача решена в терминах присоединенной системы.
Для (1) присоединенным уравнением будет

( ) ( )( )0, ,
d

f t
d
ξ τ

= ξ τ
τ

,  (4)

где 0 ≤ τ < +∞ , t  рассматривается как параметр и [ ]0 ,t t T∈ .
При решении данной проблемы одним из основных условий является устойчи-

вость точки покоя для (4). Если учесть (3), то ( ) ( )tξ τ = ϕ  будет точкой покоя для
(4).

В [1] исследованы сингулярно возмущенные уравнения при нарушении данно-
го условия. При этом задача решена для уравнений с аналитическими правыми
частями в некоторой области H С⊂ – комплексная плоскость.

В данной работе рассматривается задача
( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,x t t x t g t x tε ⋅ ε = λ ⋅ ε + ε ⋅ ε� ; (5)

( ) 0
0 ,x t xε = , (6)



Затягивание потери устойчивости для сингулярно возмущенных уравнений 37

где 00 < ε ≤ ε  – малый параметр; 0x  – const; [ ]0 ,t t T∈ , [ ]0 ,t T  – отрезок действи-
тельной оси, 0t T< , x  – скаляр.

От правых частей уравнения (5) потребуем выполнения следующих условий:
U.I . 1. 0 0( ) 0,t t t Tλ < ≤ < ; 0( ) 0Tλ = ;

0( ) 0,t T t Tλ > < ≤ ; [ ]0( ) ,t C t Tλ ∈ ,

где [ ]0 ,C t T  – множество непрерывных функций на промежутке [ ]0 ,t T .

 2. 
0

1( ) ( )
t

t

F t s ds= λ∫ . ( )1 0F t ≤ ,

при 0t t T≤ ≤ , причем 1 0( ) 0F t =  и 1( ) 0F T < .
U.II . ( ) ( ){ }0, , | ,t x t x t t T x∀ ∈Ω = ≤ ≤ ≤ δ , 0 < δ – некоторая постоянная:

1. 0x ≤ δ ;

2. ( ,0) 0g t ≡

3. ( , ) ( , )g t x g t x M x x− ≤ −� �� � � � , где 0 M< – некоторая постоянная.

Решение задачи ( ),x t ε  будем искать в классе 1
0 ,C t T⎡ ⎤⎣ ⎦  – пространстве функ-

ций, имеющих непрерывные производные первого порядка по t .
При 0ε =  из уравнения (5) получим вырожденное уравнение

( ) ( ) 0t x tλ ⋅ = ,

которое имеет решение ( ) 0x t = .
Присоединенное уравнение

( ) ( ) ( )
dx

t x
d
ω

= λ ⋅ ω
ω
�

� ,

где t  – рассматривается как параметр; 0ω ≥ , имеет точку покоя 0x ≡� , которая
устойчива при [ )0 0,t t T∈  и неустойчива при ( ]0 ,t T T∈ .

Постановка задачи. Исследовать асимптотическое поведение решения
( ),x t ε , если оно существует, при 0ε →  на всем промежутке [ ]0 ,t T .
Аналогичные задачи рассмотрены в [1]. При этом поставленные задачи

решены в некоторой области H C⊂  – комплексная плоскость. Причем правые
части являются аналитическими по всем переменным, за исключением ε , если
она входит в правую часть. В данной работе от правых частей требуется только
выполнимость U.I , U.II , т.е. не требуется аналитичность правых частей.

Теорема. Пусть выполнены условия U.I , U.II . Тогда ( ),x t ε  – решение задачи
(5), (6) существует, единственно и для него справедлива оценка

( )
( ) ( )1 0

1
0,

F t M t t
x t x e

+ −
εε ≤ . (7)

Доказательство. Задачу (5), (6) заменим следующим интегральным уравне-
нием:

( )
[ ]

( )1 1 1

0

1 1( ) ( ) ( )0, ( , , )
tF t F t F

t

x t x e e g x d
− τ

ε εε = + τ τ ε τ∫ , (8)
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где 
0

1( ) ( )
t

t

F t s ds= λ∫ .

Из условия [ ]0( ) ,t C t Tλ ∈  следует, что [ ]1
1 0( ) ,F t C t T∈ .

Для доказательства существования решения уравнения (8) применим метод
последовательных приближений.

Последовательные приближения определим следующим образом:

0 ( , ) 0x t ε = ,

[ ]1 1 1

0

1 1( ) ( ) ( )0
1( , ) ( , ( , ))

tF t F t F
m m

t

x t x e e g x d
− τ

ε ε
−ε = + τ τ ε τ∫ . (9)

Проведем оценку последовательных приближений (9). Доказательство прове-
дем, применяя метод математической индукции.

Докажем справедливость следующей оценки:
2 1

2 1
1 0 0 01 ( ) ( ) ... ( )

2! ( 1)!

m
m

m
M Mx x M t t t t t t

m

−
−⎛ ⎞

≤ + − + − + + −⎜ ⎟−⎝ ⎠
. (10)

Предпологая, что верно (10), докажем ( ), mt x ∈Ω . Для этого рассмотрим
следующие случаи:

1) 0 0t t t
M

γε
≤ < +    и    2) 0t t T

M

γε
+ ≤ ≤ ,

где γ  – произвольная постоянная, не зависящая от ε  и 0 1< γ < .

Пусть 1) 0 0t t t
M

γε
≤ < + .

Из (10), учитывая U.II .1, имеем

( ) ( )10

1
0 0

1 1 1
F tM t t

mx x e x e x x e x
γ− ε ε≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ δ .

Пусть 2) 0t t T
M

γε
+ ≤ ≤ , тогда ( )1 0F t < ,

следовательно, 
( ) ( )1 0

1

0
F t M T t

e
+ −

ε →  при 0ε → , .т.е. 
( ) ( )1 0

1
F t M T t

e
+ε⋅ −

ε < .
Учитывая это, из (10) получим

( ) ( ) ( ) ( )1 00 0

1
0 0

1 1
F t M T tM t t M T t

mx x e x e x e x
+ −− − ε≤ ≤ = < ≤ δ .

Таким образом, если верно (10), то ( ), mt x ∈Ω .
Переходим к доказательству (10).
Пусть оценка (10) верна при m k= :

2 1
2 1

1 0 0 01 ( ) ( ) ... ( )
2! ( 1)!

k
k

k
M Mx x M t t t t t t

k

−
−⎛ ⎞

≤ + − + − + + −⎜ ⎟−⎝ ⎠
, (11)

причем ( ), kt x ∈Ω .
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Докажем справедливость оценки для 1m k= + .
Из (9) имеем

( ) ( ) ( )[ ]
( )1 1 1

0

1 1
0

1 ,
tF t F t F

k k
t

x x e e g x d
− τ

ε ε
+ ≤ + τ τ∫ . 

Так как ( ), kt x ∈Ω , то выполняется неравенство

( ) ( ), ,k kg x M xτ ≤ τ ε .
Таким образом,

( )
( ) ( )[ ]

( )1 1

0

1

1 1, ,
t F t F

k k
t

x t x M e x d
− τ

ε
+ ε ≤ + τ ε τ∫  (12)

Используя оценку (11), из (12) получим

( )
( ) ( )[ ]

( ) ( )1 1

0

1

1 1 1 0
0

, ,
!

t pkF t F p
k

pt

Mx x M e x t d
p

− τ
ε

+
=

τ ε ≤ + τ ε τ − τ∑∫ .

Отсюда, используя оценку

( )
( )1

1
0

1 ,
F

x x e
τ

ετ ε = ,

имеем

( )
( ) ( )[ ] ( )

( )1 1 1

0

1 1
0

1 1 0
0

,
!

t pkF t F F p
k

pt

Mx x M e x e t d
p

− τ τ
ε ε

+
=

τ ε ≤ + τ − τ =∑∫

( )
( )1

0

1
0

1 0
0 !

t pkF t p

pt

Mx M x e t d
p

ε

=
= + τ − τ =∑∫

( )
( )

( )
0

1
1

1 1 0 1 0
0 0

1
! 1 !

tp pk k
p p

p pt

M Mx M x t d x t t
p p

+
+

= =

⎡ ⎤
= + τ − τ = + −⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑∫

или

( )
( ) ( )

1 1
1

1 1 0 1 0
0 0

1 .
1 ! !

p pk k
p p

k
p p

M Mx x t t x t t
p p

+ +
+

+
= =

⎡ ⎤
≤ + − = −⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

Полученная оценка показывает справедливость оценки (10) при 1m k= + .
 Из (10) следует , что [ ] ( )0

0 1, : M t t
mt t T m N x x e ⋅ −∀ ∈ ∧∀ ∈ ≤ .

Теперь докажем сходимость последовательности { }mx . Для этого mx  предста-
вим в виде

1 2 1 3 2 1( ) ( ) ... ( )m m mx x x x x x x x −= + − + − + + − .

Пусть ( )0 , 0x t ε ≡ .

При 1m =  имеем 1
1 ( )0

1
F t

x x eε= . Так как, ( ): , kk N t x∀ ∈ ∈Ω , то выполняется
условие U.II.3.
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Далее, учитывая U.II.3. , получим

[ ]
( )1 1 1

0

1 1( ) ( ) ( )0
2 1 1 0 1 0( , ) ( ,0) ( )

t F t F F t

t

x x e g x g d M x e t t x M t t
− τ

ε ε− ≤ τ − τ τ ≤ − = −∫ .

Пусть 
1 1

0
1 1

( )
( 1)!

k k

k k
M t t

x x x
k

− −

−
−

− ≤
−

 

Для 1m k= +  имеем

( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )

( )
( ) ( )

1 1

0

1 1 1 1

0 0

1

0

1

1 1

1 1 11
0

1 1

1
10

0 1 0

, ,

( 1)!

.
( 1)! !

t F t F
k k k k

t
kt t kF t F F t F

k k
t t

tk kF t k k

t

x x e g x g x d

M t
M e x x d M e x d

k

M Mx e t d x t t
k k

− τ
ε

+ −

−−− τ − τ
ε ε

−

−ε

− ≤ τ − τ τ ≤

τ −
≤ − τ ≤ τ =

−

= τ − τ = −
−

∫

∫ ∫

∫

Таким образом,

( )

1 2 1 3 2 1
2 2

0 0
1 1 0 1 1

0
1 0

...
( ) ( )

( ) ...
2! !

( )
1 ... .

!

m m m
m m

m m

x x x x x x x x
M t t M t t

x x M t t x x
m

M t t
x M t t

m

−≤ + − + − + + − ≤

− −
≤ + − + + + ≤

⎛ ⎞−
≤ + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

(13)

Из (13) следует, что ( ){ },mx t ε  сходится к некоторой функции ( ),x t ε , которая
является решением уравнения (8).

Если учесть (10), то для этого решения получим оценку

( ) 0( )
1, M T tx t x e −ε ≤ .

Таким образом, оценка (7) доказана.
Докажем единственность решения.
Допустим, что существует другое решение ( ),y t ε  задачи (5), (6). Причем
( )( ), ,t y t ε ∈Ω .
Тогда это решение можно представить в следующем виде:

( )
[ ]

( )
0

1 1( ) ( ) ( )0, ( , y , )
tF t F t F

t

y t x e e g d
− τ

ε εε = + τ τ ε τ∫ .

Следуя [3], имеем
( )

( ) ( )1 1

0

1 ( ) ( )
1, ,  

t F t F
m m

t

x y e g x g y d
− τ

ε
−− ≤ τ − τ τ∫ , (14)

где 
[ ]

0

1 1( ) ( ) ( )0
1( , ) ( , ( , ))

tF t F t F
m m

t

x t x e e g x d
− τ

ε ε
−ε = + τ τ ε τ∫ .
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Так как ( ): , mm N t x∀ ∈ ∈Ω  и ( ),t y ∈Ω , то выполняется U.II.3.  Учитывая
сказанное, из (14) при 1, 2m =  имеем

( )
( )

( )

( ) ( )

1 1 1 1

0 0

1 1 10 0

0

1 1( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1( ) ( ) ( )( ) 0
1 0

,

( );

t tF t F F t F

t t
t F t F F tM T t M T t

t

x y e g y d e M y d

M e e x d Me x e t t

− τ − τ
ε ε

− τ − −ε ε

− ≤ τ τ ≤ τ ≤

≤ τ ≤ −

∫ ∫

∫

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

0 0

1 1 1 10 0

0

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1

1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )( )0 2 0 0
0

, ,

.
2!

t tF t F F t F

t t
t F t F F F tM T t M T t

t

x y e g x g y d e M x y d

t t
M e Me x e t d M e x e

− τ − τ
ε ε

− τ τ− −ε ε ε

− ≤ τ − τ τ ≤ − τ ≤

−
≤ τ − τ ≤

∫ ∫

∫

Предположим, что
( ) ( )0

0
1 !

mM T tm

m
M e t t

x y x
m

− −
− ≤ . (15)

Для 1mx y+ − , учитывая (15), из (14) имеем

( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )[ ]1 1 1 1

0 0

1 1

1 , ,
t tF t F F t F

m m m
t t

x y e g x g y d e M x y d
− τ − τ

ε ε
+ − ≤ τ − τ τ ≤ − τ ≤∫ ∫

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

01 1

0

00 1

0

1
0

1

1 111
0 0

0 1

!

.
! 1 !

mt M T tmF t F

t
mt M T tmM T tm F t m

t

M e t
M e x d

m

M e t tM e x e t d x
m m

−− τ
ε

+−+−+
ε

τ −
≤ τ =

−
= τ − τ =

+

∫

∫

Таким образом, (15) верна для любого m N∈ . Из (15) при m →∞  имеем
0x y− ≤ .

Из этого следует, что x y= . Единственность решения доказана.
Теорема доказана полностью.

Приведем пример: ( ) 1, 1,
2

t t t ⎡ ⎤λ = ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
,

2
1 1 1

1 1 3( ) ( 1), ( 1) 0, ( ) 0.
2 2 8

F t t F F= − − = = − <

( ) ( ) 2,
1

xg t x a t
x

=
+

, где ( )11, :
2

t a t⎡ ⎤∀ ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 – произвольная монотонно воз-

растающая функция, причем ( ) ;a t M≤  ( ){ }1, | 1, , 1
2

t x t x⎡ ⎤Ω = ∈ − <⎢ ⎥⎣ ⎦
.

Для данного примера выполняются условия U.I.  и U.II.
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Taliev A. A. STABILITY LOSS PROTRACTION FOR SINGULARLY PERTURBED EQUA-
TIONS WITH CONTINUOUS RIGHT-HAND SIDES

Since the middle of the last century, mathematicians' attention was attracted by differential
equations with small parameters at highest derivatives. Such equations are called singularly
perturbed. The central problem in the theory of singularly perturbed equations is solving the
problem about the asymptotic proximity of solutions of singularly perturbed equations and
degenerate equation. First, this problem was solved by А.N. Tikhonov. In works by А.N.
Tikhonov, one of the conditions is the stability of the rest point. It is proved that under these
conditions (restrictions), there is a limit transition. The limit transition is not uniform over the
whole interval. In a vicinity of the point, there appears so-called boundary layer. In works by A.B.
Vasilyeva, solutions' asymptotic expansions by the small parameter of ordinary differential
equations were constructed. М.I. Imanaliev developed a method for expanding solutions of
singularly perturbed and integro-differential equations.The first work in which the stability
condition is violated and nevertheless there exists the transition limit is M.A. Shishkova’s work.
The phenomenon that is described in the works of M.A. Shishkova was called the loss stability
protraction. In those works, the posed problems were solved in the space of analytic functions,
i.e., right-hand sides of the equations were supposed to be analytic in a certain region of the
complex plane.

In this paper, we consider singularly perturbed equations with continuous right-hand sides
such that the stability condition for the rest point of the adjoint equation is not satisfied on the
considered interval. We prove the existence and uniqueness of the solution. The existence of the
solution is proved using the method of successive approximations. An example is presented.

Keywords: singularly perturbed equation, degenerate ajoint equation, rest point, stability and
instability of a rest point, continuous functions.
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