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Ãàôíèàí áûë ââåä¼í â ñåðåäèíå XX â. â ðàáîòàõ èòàëüÿíñêîãî ôèçèêà-òåîðåòèêà
Ý.Ð. Êàÿíüåëëî â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Â äàëüíåéøåì ãàô-
íèàí íàø¼ë ïðèìåíåíèå â êîìáèíàòîðèêå êàê ïåðå÷èñëÿþùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà ñî-
âåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé ãðàôîâ. Ïî ñâîåìó âèäó ãàôíèàí áëèçîê ê òàêîé áîëåå
èçâåñòíîé ôóíêöèè, êàê ïôàôôèàí. Â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé, îí çàäà¼òñÿ íà ñèì-
ìåòðè÷íûõ, à íå êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèöàõ è íå ó÷èòûâàåò çíàêè ïåðåñòàíîâîê
èíäåêñîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîíîìàõ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí q-ãàôíèàí �
îáîáùåíèå ãàôíèàíà, çàâèñÿùåå îò ôîðìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ è ñîâïàäàþùåå ñ èñ-
õîäíîé ôóíêöèåé ïðè åäèíè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Óêàçàí êîìáèíàòîðíûé
ñìûñë q-ãàôíèàíà êàê ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê è ÷èñëà äóãî-
âûõ (ëèíåéíûõ õîðäîâûõ) äèàãðàìì îïðåäåë¼ííûõ êëàññîâ. Äîêàçàíû íåñêîëüêî
ñâîéñòâ îäíî- è äâóïàðàìåòðè÷åñêîãî q-ãàôíèàíà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿ-
ìè ñâîéñòâ îáû÷íîãî ãàôíèàíà. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïðèâîäèì àíàëîã ñâîéñòâà ðàç-
ëîæåíèÿ ïî ñòðîêå è àíàëîã ñâîéñòâà, âûðàæàþùåãî ãàôíèàí ìàòðèöû ñìåæíî-
ñòè äâóäîëüíîãî âçâåøåííîãî ãðàôà ñ ðàâíûìè äîëÿìè ÷åðåç ïåðìàíåíò ìàòðèöû
áèñìåæíîñòè. Äàííûå ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà, ïîìèìî ÷èñòî òåîðåòè÷åñêîãî èíòåðå-
ñà, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ, èçó÷àþùèõ ñòàòèñòèêó
÷èñëà èíâåðñèé îïðåäåë¼ííûõ êëàññîâ ïåðåñòàíîâîê è ñòàòèñòèêó ÷èñëà âçàèì-
íûõ ïåðåñå÷åíèé è âëîæåíèé ð¼áåð îïðåäåë¼ííûõ êëàññîâ äóãîâûõ äèàãðàìì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: q-àíàëîã, ãàôíèàí, äóãîâàÿ äèàãðàììà, ïåðåñòàíîâêà.

COMBINATORIAL ASPECTS OF THE q-HAFNIAN

D.B. E�mov

IPM FRC Komi SC UB RAS, Syktyvkar, Russia

The Hafnian was introduced in the middle of 20th century by the Italian theoretical
physicist E.R. Caianiello in connection with problems of quantum field theory. Later,
the Hafnian found its application in combinatorics as an enumeration function of the
number of perfect matchings of graphs. In its form, the Hafnian is close to such a
better-known function as the Pfaffian. Unlike the latter, it is defined on symmetric,
not skew-symmetric matrices and does not take into account the signs of permutations
of indices in the corresponding monomials. In this paper, we consider the q-Hafnian,
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a generalization of the Hafnian that depends on formal parameters and coincides with
the original function for unit values of the parameters. We indicate the combinatorial
meaning of the q-Hafnian as a generating function of the number of permutations and
the number of arc (linear chord) diagrams of certain classes. We prove several proper-
ties of the one- and two-parameter q-Hafnian that are generalizations of the properties
of the usual Hafnian. In particular, we present an analog of the row decomposition
property and an analog of the property expressing the Hafnian of the adjacency matrix
of a bipartite weighted graph with equal parts through the permanent of the biadja-
cency matrix. These concepts and properties, in addition to their purely theoretical
interest, can be used in developing algorithms that study the statistics of the number
of inversions of certain classes of permutations and the statistics of the number of
crossings and nestings in various classes of arc diagrams.

Keywords: q-analog, Hafnian, arc diagram, permutation.

Ââåäåíèå
Ó ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé èìåþòñÿ òàê íàçûâàåìûå q-àíàëîãè � åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì âîçíèêàþùèå îáîáùåíèÿ, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà q è ñîâïàäàþùèå
ïðè q = 1 ñ èñõîäíûì ïîíÿòèåì. Ïðè ýòîì äàííûå îáîáùåíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáëàäà-
þò ñâîéñòâàìè, ñõîäíûìè ñî ñâîéñòâàìè ïåðâîíà÷àëüíûõ âàðèàíòîâ, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
â íèõ çàëîæåí äîïîëíèòåëüíûé ïîòåíöèàë. Çäåñü ìîæíî ïðèâåñòè òàêèå êëàññè÷åñêèå
ïðèìåðû, êàê q-àíàëîã íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà, q-ôàêòîðèàë, q-áèíîìèàëüíûé
êîýôôèöèåíò (ãàóññîâ áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò). Îäíèì èç ðàçäåëîâ ìàòåìàòè-
êè, ãäå q-àíàëîãè íàõîäÿò ïðèëîæåíèå, ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðèêà [1�4]. Çäåñü îíè âû-
ñòóïàþò â ðîëè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ÷èñëà ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ è ïî ñðàâíåíèþ
ñ èñõîäíûìè (íå q-) âàðèàíòàìè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü áîëåå ïîäðîáíûå êîìáèíàòîðíûå
õàðàêòåðèñòèêè . Òàê, íàïðèìåð, åñëè îáû÷íûé ôàêòîðèàë n! ðàâåí ÷èñëó âñåõ ïåðå-
ñòàíîâîê n-ãî ïîðÿäêà, òî åãî q-àíàëîã [n]q! ïåðå÷èñëÿåò âñå ïåðåñòàíîâêè n-ãî ïîðÿäêà
ñ ó÷¼òîì ÷èñëà èíâåðñèé.

Â êîíöå 80-õ�íà÷àëå 90-õ ãîäîâ XX â. ïðîèçîø¼ë âñïëåñê èíòåðåñà ê q-ìàòåìàòèêå
â ñâÿçè ñ èçîáðåòåíèåì êâàíòîâûõ ãðóïï [5, 6]. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ìîòèâàöèè çäåñü
âûñòóïàëè çàäà÷è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Îäíèìè èç êëþ÷åâûõ îáúåêòîâ äàííîé áî-
ãàòîé è ñîäåðæàòåëüíîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ q- èëè ¾êâàíòîâûå¿ àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ
íåïðåðûâíûõ ãðóïï è èõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðè ýòîì åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò
q-àíàëîã îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû. Ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëåìåíòû
íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðû, êâàíòîâûé îïðåäåëèòåëü ïîíèìàåòñÿ êàê öåíòðàëüíûé ýëå-
ìåíò ýòîé æå àëãåáðû. Ïðè òàêîì ïîäõîäå óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü àíàëîãè ìíîãèõ ñâîéñòâ
îáû÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ.

Ïðèìåðíî â ýòî æå âðåìÿ ïîÿâëÿþòñÿ ïóáëèêàöèè, ïîñâÿùåííûå q-îïðåäåëèòåëþ
è ñõîæåìó ñ íèì q-ïåðìàíåíòó, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå
çàäà÷è è ðàçâèâàþòñÿ äðóãèå ïîäõîäû. Òàê, â ðàáîòàõ êîìáèíàòîðíîé íàïðàâëåííî-
ñòè q-àíàëîã îïðåäåëèòåëÿ (ïåðìàíåíòà) îïðåäåëÿåòñÿ íà îáû÷íûõ ÷èñëîâûõ ìàòðè-
öàõ è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, ïåðå÷èñëÿþùàÿ òå èëè èíûå îáú-
åêòû (íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêè), ñâÿçàííûå ñ ìàòðèöàìè [7�9]. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ
ñ÷èòàòüñÿ ñ òåì, ÷òî ìíîãèå ñâîéñòâà, ïðèñóùèå îáû÷íîìó îïðåäåëèòåëþ, ïåðåñòàþò
âûïîëíÿòüñÿ. Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû îòìåòèì åù¼ îäèí ïîäõîä, êîãäà q-àíàëîãè ïåð-
ìàíåíòà òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ ê îáû÷íûì ìàòðè÷íûì ýëåìåíòàì, íî àêöåíò äåëàåòñÿ
íå íà êîìáèíàòîðíûõ, à íà àëãåáðàè÷åñêèõ âîïðîñàõ [10�13]. Ñóùåñòâóåò ðÿä ðàáîò,
íàõîäÿùèõñÿ íà ñòûêå ðàçíûõ ïîäõîäîâ ê q-ïåðìàíåíòó [14, 15].
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Ñ ïàðîé ñõîæèõ ïî âèäó ôóíêöèé îò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëü / ïåðìà-
íåíò òåñíî ñâÿçàíà ïàðà òàêæå ñõîæèõ ïî âèäó ôóíêöèé îò ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
ïôàôôèàí / ãàôíèàí [16, 17]. Îäíîé èç ïåðâûõ ïóáëèêàöèé, â êîòîðîé ïîÿâëÿåòñÿ ïî-
íÿòèå q-ïôàôôèàíà, ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [18]. Â íåé èñïîëüçóåòñÿ òåîðåòèêî-ôèçè÷åñêèé
(êâàíòîâûé) ïîäõîä, ò. å. ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè èç íåêîììóòàòèâíî-
ãî êîîðäèíàòíîãî êîëüöà; q-ïôàôôèàí ââîäèòñÿ èíäóêòèâíî (ñâîéñòâî ðàçëîæåíèÿ ïî
ñòðîêå áåð¼òñÿ çà îïðåäåëåíèå). Â ðàáîòå [19] N. Jing è J. Zhang, îïÿòü æå â ðàìêàõ
êâàíòîâîãî ïîäõîäà, óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü ìåæäó q-îïðåäåëèòåëåì è q-ïôàôôèàíîì.
Â êà÷åñòâå òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ âûðàæåíèå êâàíòîâîãî ïôàôôèàíà ÷åðåç êâàíòîâóþ
àëãåáðó Ãðàññìàíà (ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì). Â îäíîé èç ñâîèõ ñëåäóþ-
ùèõ ðàáîò [20] äàííûå àâòîðû ââîäÿò ïîíÿòèå êâàíòîâîãî ãàôíèàíà è ðàññìàòðèâàþò
íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà, íàïðèìåð ñâÿçü ñ êâàíòîâûì ïåðìàíåíòîì.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû òàêæå ÿâëÿåòñÿ q-ãàôíèàí. Íî ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì åãî íå â ðàìêàõ êâàíòîâîãî ïîäõîäà, à äåëàåì àêöåíò íà êîìáèíàòîðíûõ
ñâîéñòâàõ (â äóõå ðàáîò [7�9]). Ðàáîòà îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï. 1 ìû
äà¼ì îïðåäåëåíèå q-ãàôíèàíà è ïðèâîäèì åãî êîìáèíàòîðíûå èíòåðïðåòàöèè íà ÿçûêå
ïåðåñòàíîâîê è òåîðèè ãðàôîâ. Â ï. 2 ïðèâîäÿòñÿ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà q-ãàôíèàíà è
äåìîíñòðèðóåòñÿ èõ ïðèìåíåíèå íà íåêîòîðûõ õàðàêòåðíûõ ïðèìåðàõ. Â ï. 3 ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêèé âàðèàíò q-ãàôíèàíà.

1. Îïðåäåëåíèå q-ãàôíèàíà è êîìáèíàòîðíûé ñìûñë
Ïóñòü K �ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè; K[q]�êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïå-

ðåìåííîé q íàä K; Symn(K)�ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ (n× n)-ìàòðèö íàä K; Sn �
ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ. Ïåðåñòàíîâêà ρ ∈ Sn èìååò èíâåðñèþ íà ïàðå
ýëåìåíòîâ ρ(i) è ρ(j), åñëè öåëûå ÷èñëà ρ(i) − ρ(j) è i − j èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå
çíàêè. Îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé ïåðåñòàíîâêè ρ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ℓ(ρ). Ïóñòü n�
÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (n = 2m). ×åðåç Pn îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê
σ ∈ Sn âèäà

σ =

(
1 2 3 4 . . . n− 1 n
i1 j1 i2 j2 . . . im jm

)
, (1)

ãäå i1 < i2 < . . . < im è ik < jk äëÿ âñåõ k îò 1 äî m. Áóäåì çàïèñûâàòü òàêèå
ïåðåñòàíîâêè â âèäå σ = (i1, j1; i2, j2; . . . ; im, jm). Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, èíâåðñèè
â òàêèõ ïåðåñòàíîâêàõ ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî íà ïàðàõ ýëåìåíòîâ jk è il ïðè k < l è
íà ïàðàõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ jk è jl.

Ïóñòü A = (aij) ∈ Symn(K). Íàçîâ¼ì q-ãàôíèàíîì ôóíêöèþ

Hfq : Symn(K)→ K[q], Hfq(A) =
∑

σ∈Pn

qℓ(σ)aσ, (2)

ãäå aσ = ai1j1ai2j2 . . . aimjm . Òàê, íàïðèìåð, åñëè A ∈ Sym4(K), òî Hfq(A) = a12a34 +
+qa13a24+q

2a14a23. Íàçâàíèå îïðàâäûâàåò ñåáÿ òåì, ÷òî åñëè ìû ïîäñòàâèì q = 1 â (2),
òî ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå îáû÷íîãî ãàôíèàíà [21]. Ïðè q = −1 ôîðìàëüíî ïîëó÷àåì
îïðåäåëåíèå ïôàôôèàíà [22, ñ. 2087] ñ òîé îãîâîðêîé, ÷òî ïôàôôèàí îáû÷íî çàäà¼òñÿ
íà êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèöàõ.

Îïðåäåëèì êîìáèíàòîðíûé ñìûñë q-ãàôíèàíà. Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå âèäà (1) ìîæ-
íî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü ñèììåòðè÷íóþ (0, 1)-ìàòðèöó ïîðÿäêà n ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó: ýëåìåíòû ìàòðèöû ñ èíäåêñàìè (ik, jk), (jk, ik), k = 1, 2, . . . ,m, ðàâíû 1, à
âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Íàçîâ¼ì òàêóþ ìàòðèöó ìàòðèöåé ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïåðåñòàíîâêè (îòìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿòîãî). Òàê,
ïåðåñòàíîâêå (1, 3; 2, 4) îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
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
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 .

Ïóñòü A� ñèììåòðè÷íàÿ (0, 1)-ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà îíà çàäà¼ò íåêîòîðîå ñå-
ìåéñòâî ïåðåñòàíîâîê PA ⊂ Pn, à èìåííî: â ýòî ñåìåéñòâî âõîäÿò òå è òîëüêî òå ïå-
ðåñòàíîâêè èç Pn, ìàòðèöû êîòîðûõ ïîýëåìåíòíî íå ïðåâîñõîäÿò A. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî Hfq(A) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé êîëè÷åñòâà ïåðåñòàíîâîê èç PA ñ çàäàí-
íûì ÷èñëîì èíâåðñèé:

Hfq(A) =
∑

σ∈PA

qℓ(σ). (3)

Äàäèì êîìáèíàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ q-ãàôíèàíà íà ÿçûêå òåîðèè ãðàôîâ. Ïóñòü
n�÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äóãîâîé äèàãðàììîé íà n âåðøèíàõ íàçîâ¼ì 1-ðåãó-
ëÿðíûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî n è ðàâíîìåðíî
ðàñïîëîæåíû â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî âäîëü îòðåçêà ãîðèçîíòàëüíîé
ïðÿìîé, à ð¼áðà èçîáðàæåíû â âèäå äóã. Âûñîòà êàæäîé äóãè (ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà
ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè äóãè íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âñå âåðøè-
íû äèàãðàììû) ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó âåðøèíàìè, êîòîðûå ñîåäèíÿåò
äóãà (ðèñ. 1). Òàêèå äèàãðàììû íàçûâàþò òàêæå ëèíåéíûìè õîðäîâûìè äèàãðàììà-
ìè [23, 24] èëè ïðîñòî ëèíåéíûìè äèàãðàììàìè [25]. Ðåáðî äóãîâîé äèàãðàììû, ñî-
åäèíÿþùåå âåðøèíû ñ íîìåðàìè i è j (i < j), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (i, j); äëèíîé
ðåáðà íàçîâ¼ì ÷èñëî j−i. Ìíîæåñòâî âñåõ äóãîâûõ äèàãðàìì íà n âåðøèíàõ îáîçíà÷èì
÷åðåç Dn.

1 2 3 4 5 6

Ðèñ. 1. Äóãîâàÿ äèàãðàììà íà øåñòè âåðøèíàõ

Êàæäîé ïåðåñòàíîâêå σ = (i1, j1; i2, j2; . . . ; im, jm) èç Pn âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîò-
âåòñòâóåò äóãîâàÿ äèàãðàììà èç Dn ñ ð¼áðàìè (ik, jk), k = 1, . . . ,m. Òàê, ïåðåñòàíîâêà
(1, 5; 2, 3; 4, 6) ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììå íà ðèñ. 1. Ñîîòâåòñòâåííî ëþáàÿ (0, 1)-ìàòðèöà
A ∈ Symn(K) çàäà¼ò íåêîòîðîå ñåìåéñòâî äóãîâûõ äèàãðàìì íà n âåðøèíàõ. Îáîçíà-
÷èì ýòî ñåìåéñòâî ÷åðåç DA.

Ïóñòü k < l. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíû òðè âàðèàíòà âçàèìíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ äâóõ ïàð ñìåæíûõ èíäåêñîâ (ik, jk) è (il, jl):

1) ik < jk < il < jl. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñòàíîâêà σ íå èìååò èíâåðñèé íà äàííûõ
èíäåêñàõ, à â ñîîòâåòñòâóþùåé äèàãðàììå ðåáðî (ik, jk) ðàñïîëîæåíî ïîëíîñòüþ
ëåâåå ðåáðà (il, jl) (ðèñ. 2, à);

2) ik < il < jk < jl. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñòàíîâêà σ èìååò èíâåðñèþ íà èíäåêñàõ jk
è il, à â äèàãðàììå ð¼áðà (ik, jk) è (il, jl) ïåðåñåêàþòñÿ (ðèñ. 2, á );

3) ik < il < jl < jk. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñòàíîâêà σ èìååò èíâåðñèè íà èíäåêñàõ jk
è il è íà èíäåêñàõ jk è jl. Â äèàãðàììå ðåáðî (ik, jk) íàêðûâàåò ðåáðî (il, jl) (èëè,
ïî-äðóãîìó, ðåáðî (il, jl) âëîæåíî â ðåáðî (ii, ji) (ðèñ. 2, â).
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ik jk il jl

a

ik il jk jl

á

ik il jl jk

â

Ðèñ. 2. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ð¼áåð äóãîâîé äèàãðàììû

Ïóñòü δ�äóãîâàÿ äèàãðàììà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s(δ) îáùåå êîëè÷åñòâî âçàèìíûõ
ïåðåñå÷åíèé ð¼áåð, à ÷åðåç t(δ)� îáùåå êîëè÷åñòâî âçàèìíûõ âëîæåíèé-íàêðûòèé ð¼-
áåð äèàãðàììû δ. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî Hfq(A) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé êîëè÷åñòâà äóãîâûõ äèàãðàìì èç DA ñ çàäàííûì ÷èñëîì s(δ) + 2t(δ):

Hfq(A) =
∑

δ∈DA

qs(δ)+2t(δ). (4)

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïóíêòà îòìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü êîëüöî ìíîãî÷ëå-
íîâ îò ïåðåìåííîé q êàê ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé q-ãàôíèàíà è ïðîôàêòî-
ðèçîâàòü åãî ïî èäåàëó, ïîðîæä¼ííîìó q2, òî ïîëó÷èì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèâåä¼ííûõ
èíòåðïðåòàöèé, ñâÿçàííûé ñ ïåðå÷èñëåíèåì ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê è ïå-
ðå÷èñëåíèåì äèàãðàìì ñ ÷¼òíûì è íå÷¼òíûì ÷èñëîì ïåðåñå÷åíèé äóã. Íà ïðèìåðå
ñõîäíûõ ñ äóãîâûìè õîðäîâûõ äèàãðàìì è ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãîé òåõíèêè äàííûé
÷àñòíûé ñëó÷àé ðàññìîòðåí â ðàáîòå [17].

2. Ñâîéñòâà q-ãàôíèàíà
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè B = (bij)�ïðîèçâîëüíàÿ (m×m)-ìàòðèöà íàä ïîëåì K, òî å¼

q-ïåðìàíåíòîì íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé q íàä K:

perq(B) =
∑

ρ∈Sm

qℓ(ρ)b1ρ(1)b2ρ(2) . . . bmρ(m).

Óòâåðæäåíèå 1.
1) Ïóñòü A = (aij) ∈ Symn(K). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå q-ãàôíè-

àíà ïî ïåðâîé ñòðîêå:

Hfq(A) =
n∑

k=2

qk−2a1kHfq(A(1, k)).

Çäåñü A(1, k)�ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ èç A âû÷åðêèâàíèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðà-
ìè 1 è k.

2) Ïóñòü A� ñèììåòðè÷íàÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà:

A =


A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Ak

 .

Òîãäà
Hfq(A) = Hfq(A1)Hfq(A2) . . .Hfq(Ak).

3) q-Ãàôíèàí ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè å¼ îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèà-
ãîíàëè:

Hfq(A) = Hfq(JA
TJ),
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ãäå J �ïåðúåäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ò. å. ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè è
îñòàëüíûìè íóëåâûìè ýëåìåíòàìè.

4) Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ (2m× 2m)-ìàòðèöó íàä ïîëåì K âèäà

A =

(
C B
BT 0

)
,

ãäå B �ïðîèçâîëüíàÿ (m × m)-ìàòðèöà; C �ïðîèçâîëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ (m × m)-
ìàòðèöà. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Hfq(A) = qm(m−1)/2 perq(B).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ïî îïðåäåëåíèþ ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà èç Pn èìååò âèä (1, k; . . . ), 2 ⩽ k ⩽ n.
Óáåð¼ì â ýòîé ïåðåñòàíîâêå ïàðó èíäåêñîâ 1 è k, à îñòàâøèåñÿ èíäåêñû ïåðåíóìå-
ðóåì ÷èñëàìè îò 1 äî n − 2 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ìàëåíüêî-
ãî èíäåêñà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâêó èç Pn−2. Íàïðèìåð, èç
ïåðåñòàíîâêè (1, 4; 2, 5; 3, 6) ∈ P6 ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó
(1, 3; 2, 4) ∈ P4. Î÷åâèäíî, ÷òî èíäåêñ k îáðàçóåò â èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêå èíâåðñèè
ñ èíäåêñàìè 2, 3, . . . , k − 1: âñåãî k − 2 èíâåðñèè. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïåðåíó-
ìåðàöèè íîâûõ èíâåðñèé íå ïîÿâëÿåòñÿ, à èìåþùèåñÿ íå ïðîïàäàþò. Ïîýòîìó íîâàÿ
ïåðåñòàíîâêà ñîäåðæèò íà k−2 èíâåðñèè ìåíüøå, ÷åì èñõîäíàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn,k

ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç Pn âèäà (1, k; . . . ), à îáùèé ýëåìåíò ìàòðèöû A(1, k) îáî-
çíà÷èì ÷åðåç a(1, k)i,j. Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü

Hfq(A) =
n∑

k=2

∑
σ∈Pn,k

qℓ(σ)aσ =
n∑

k=2

qk−2a1k
∑

σ∈Pn−2

qℓ(σ)a(1, k)σ =
n∑

k=2

qk−2a1kHfq(A(1, k)).

2) Äàííîå ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ q-ãàôíèàíà.
3) Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå qℓ(σ)aσ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2) q-ãàôíèàíà Hfq(A). Ïðè îò-

ðàæåíèè ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè îíî ¾ïåðåéä¼ò¿ â íåêîòîðîå
ñëàãàåìîå qℓ(σ

′)aσ′ q-ãàôíèàíà Hfq(JA
TJ). Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, aσ = aσ′ . Ïåðåñòàíîâ-

êà σ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåñòàíîâêè σ = (i1, j1; i2, j2; . . . ; im, jm) çàìåíîé âñåõ ïàð (ik, jk)
íà ïàðû (n− jk +1, n− ik +1) è óïîðÿäî÷èâàíèåì èõ ñëåâà íàïðàâî ïî âîçðàñòàíèþ ïî
ïåðâîìó èíäåêñó. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå σ ðàâíî
îáùåìó ÷èñëó èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå σ′. Òàêèì îáðàçîì, qℓ(σ)aσ = qℓ(σ

′)aσ′ . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî q-ãàôíèàí íå ìåíÿåòñÿ ïðè îòðàæåíèè ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî ïîáî÷íîé
äèàãîíàëè.

4) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó (i1, j1; i2, j2; . . . ; im, jm) ∈ P2m. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ik > m äëÿ íåêîòîðîãî k. Òîãäà jk > m ïî îïðåäåëåíèþ P2m. Íî â ýòîì
ñëó÷àå ýëåìåíò aikjk ìàòðèöû A ðàâåí 0. Òàêèì îáðàçîì, ìîíîìû, ñîäåðæàùèå òàêèå
ýëåìåíòû, ìîæíî íå ó÷èòûâàòü è ñ÷èòàòü, ÷òî ik ⩽ m. À òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ
èíäåêñû ik óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ, òî ik = k, jk > m äëÿ ëþáîãî k. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà C íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà çíà÷åíèå q-ãàôíèàíà.

Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó σ = (1, j1; 2, j2; . . . ;m, jm). Â äàííîì ñëó÷àå êàæäûé èí-
äåêñ jk îáðàçóåò m − k èíâåðñèé ñ èíäåêñàìè k + 1, k + 2, . . . ,m; îáùåå ÷èñëî òàêèõ
èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå ðàâíî m(m− 1)/2. Êðîìå ýòîãî, èíâåðñèè ìîãóò áûòü ìåæäó
ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè jk. Ïóñòü B = (bij). Ñäåëàåì çàìåíó lk = jk −m. Òîãäà lk ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî m è akjk = bklk , k = 1, 2, . . . ,m. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî
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èíâåðñèé ìåæäó èíäåêñàìè lk ðàâíî ÷ècëó èíâåðñèé ìåæäó èíäåêñàìè jk Ðàññìîòðèì
ïåðåñòàíîâêó ρ ∈ Sm, òàêóþ, ÷òî ρ(k) = lk. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà èíâåðñèé
ïåðåñòàíîâîê σ è ρ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ℓ(σ) = ℓ(ρ)+m(m− 1)/2. Îòñþäà ïîëó÷àåì

Hfq(A) =
∑

σ∈Pn

qℓ(σ)aσ =
∑

ρ∈Sm

qℓ(ρ)+m(m−1)/2b1ρ(1)b2ρ(2) . . . bmρ(m) = qm(m−1)/2perq(B).

Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû A è ñâîéñòâà 3 àíàëîãè ñâîé-
ñòâà 1 ñïðàâåäëèâû äëÿ ðàçëîæåíèÿ q-ãàôíèàíà ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, à òàêæå ïî ïî-
ñëåäíåé ñòðîêå è ïîñëåäíåìó ñòîëáöó.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèì q-ãàôíèàí ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà 1n, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé
ðàâíû 1:

1n =


1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
...

...
1 1 . . . 1

 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåä¼ííûì â ï. 1 ïðàâèëîì ìàòðèöà 1n çàäà¼ò ìíîæåñòâî âñåõ
ïåðåñòàíîâîê Pn èëè ìíîæåñòâî Dn âñåõ äóãîâûõ äèàãðàìì íà n âåðøèíàõ. Ñîîòâåò-
ñòâåííî q-ãàôíèàí òàêîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ÷èñëà ïåðåñòàíî-
âîê âèäà (1) ñ çàäàííûì ÷èñëîì èíâåðñèé èëè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ÷èñëà äóãîâûõ
äèàãðàìì δ íà n âåðøèíàõ ñ çàäàííûì ÷èñëîì s(δ) + 2t(δ) . Ðàñêëàäûâàÿ q-ãàôíèàí
ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Hfq(1n) = (1 + q + q2)(1 + q + q2 + q3 + q4) . . . (1 + q + · · ·+ qn−2).

Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ q-àíàëîãîì äâîéíîãî ôàêòî-
ðèàëà íå÷¼òíîãî ÷èñëà n−1 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [n−1]q!! Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷¼òîì (3)
è (4) ìîæåì çàïèñàòü ∑

σ∈Pn

qℓ(σ) =
∑

δ∈Dn

qs(δ)+2t(δ) = [n− 1]q!!

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì êëàññ äóãîâûõ äèàãðàìì íà n âåðøèíàõ, êîòîðûå ñîäåð-
æàò òîëüêî äóãè ñìåæíûõ äëèí k èëè k+1 äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k ⩾ 1. Êëàññ òàêèõ
äèàãðàìì çàäà¼òñÿ ñèììåòðè÷íîé òåïëèöåâîé (0, 1)-ìàòðèöåé n-ãî ïîðÿäêà, ó êîòîðîé
â ïåðâîé ñòðîêå åäèíè÷íûå ýëåìåíòû ñòîÿò òîëüêî â ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè èç ìíîæå-
ñòâà {2, 3, . . . , n}∩{k+1, k+2}. Íàïðèìåð, åñëè k = 1, òî òàêàÿ ìàòðèöà 4-ãî ïîðÿäêà
èìååò ñëåäóþùèé âèä: 

0 1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 0

 .

Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêèõ äèàãðàììàõ íåò âëîæåíèé (íàêðûòèé) äóã (ðèñ. 2, â), ïîýòî-
ìó â ñèëó ôîðìóëû (4) q-ãàôíèàí (0, 1)-ìàòðèöû, çàäàþùåé ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ,
ïåðå÷èñëÿåò äóãîâûå äèàãðàììû äàííîãî êëàññà ñ çàäàííûì ÷èñëîì ïåðåñå÷åíèé äóã
(ðèñ. 2, á ).
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Ïðè k = 1 îáîçíà÷èì q-ãàôíèàí ìàòðèöû ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà ïîðÿäêà 2m ÷å-
ðåç Hfq(m). Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî ðàçëîæåíèÿ q-ãàôíèàíà ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ:

Hfq(m+ 2) = Hfq(m+ 1) + qHfq(m), Hfq(1) = 1, Hfq(2) = 1 + q.

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü q-ãàôíèàíîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîãî èç òèïîâ ìíîãî÷ëåíîâ Ôèáîíà÷÷è [26, 27].

3. Äâóïàðàìåòðè÷åñêèé q-ãàôíèàí
Ïîíÿòèå q-ãàôíèàíà ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùèòü íà áîëüøåå ÷èñëî ïà-

ðàìåòðîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ àíàëîãà ñâîéñòâà ðàçëîæåíèÿ ïî ñòðîêå íåîáõîäèìî â äàííîì
ñëó÷àå ðàñøèðèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ãàôíèàíà è ðàññìàòðèâàòü åãî íå íàä ìàòðè-
öàìè ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ, à íàä ìàòðèöàìè ñ ýëåìåíòàìè èç êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ.

Ïóñòü q1, q2 �äâà ôîðìàëüíûõ ïàðàìåòðà; K[q1, q2]�êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò q1 è q2
íàä ïîëåì K; A = (aij) ∈ Symn(K[q1, q2]). Íàçîâ¼ì äâóïàðàìåòðè÷åñêèì q-ãàôíèàíîì
ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

Hfq1,q2 : Symn(K[q1, q2])→ K[q1, q2], Hfq1,q2(A) =
∑

δ∈Dn

q1
s(δ)q2

t(δ)aδ.

Çäåñü ñóììèðîâàíèå èä¼ò ïî âñåì äóãîâûì äèàãðàììàì íà n = 2m âåðøèíàõ; ÷åðåç s(δ)
è t(δ), êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷åíî îáùåå êîëè÷åñòâî âçàèìíûõ ïåðåñå÷åíèé ð¼áåð è
îáùåå êîëè÷åñòâî âçàèìíûõ âëîæåíèé-íàêðûòèé ð¼áåð äèàãðàììû δ ñîîòâåòñòâåííî;
aδ = ai1j1ai2j2 . . . aimjm äëÿ äèàãðàììû δ ñ ð¼áðàìè (i1, j1), (i2, j2) . . . (im, jm).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè DA � ñåìåéñòâî äóãîâûõ äèàãðàìì, çàäàâàåìîå
ñèììåòðè÷íîé (0, 1)-ìàòðèöåé A, òî Hfq1,q2(A) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ÷èñëà
äóãîâûõ äèàãðàìì èç DA ñ çàäàííûì ÷èñëîì ïåðåñå÷åíèé è âëîæåíèé ð¼áåð:

Hfq1,q2(A) =
∑

δ∈DA

q1
s(δ)q2

t(δ). (5)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Hfq1,q2 ñîõðàíÿþòñÿ ñâîéñòâà 2 è 3 ôóíêöèè Hfq
èç óòâåðæäåíèÿ 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü àíàëîã ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå,
çàìåòèì, ÷òî âû÷¼ðêèâàíèå ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè 1 è k ðàçáèâàåò ìàòðèöó A
íà òðè îáëàñòè (ðèñ. 3). Â ïåðâîé îáëàñòè ðàñïîëîæåíû íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû aij,
îäèí èç èíäåêñîâ êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå îò 1 äî k, à âòîðîé áîëüøå k:
1 < i < k < j èëè 1 < j < k < i. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äóãîâûõ äèàãðàìì ðåáðî (i, j)
(èëè (j, i)) ïåðåñåêàåòñÿ ñ ðåáðîì (1, k). Óìíîæèì âñå ýëåìåíòû ýòîé îáëàñòè íà ôîð-
ìàëüíûé ïàðàìåòð q1. Âî âòîðîé îáëàñòè ðàñïîëîæåíû íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû aij,
íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â ïðîìåæóòêå ìåæäó 1 è k: 1 < i < j < k
èëè 1 < j < i < k. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äóãîâûõ äèàãðàìì ðåáðî (i, j) (èëè (j, i)) íàêðû-
òî ðåáðîì (1, k). Óìíîæèì âñå ýëåìåíòû ýòîé îáëàñòè íà ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð q2.
Â òðåòüåé îáëàñòè ðàñïîëîæåíû íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû aij, íîìåðà ñòðîê è ñòîëá-
öîâ êîòîðûõ áîëüøå k. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äóãîâûõ äèàãðàìì ðåáðî (i, j) (èëè (j, i)) íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ðåáðîì (1, k), íå íàêðûâàåò åãî è íå íàêðûâàåòñÿ èì. Ýëåìåíòû ýòîé
îáëàñòè îñòàâëÿåì áåç èçìåíåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(1, k, q1, q2) ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ èç A âû÷åðêèâàíèåì ñòðîê
è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè 1 è k è óìíîæåíèåì îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ íà ôîðìàëüíûå
ïàðàìåòðû q1, q2 óêàçàííûì ñïîñîáîì. Òîãäà

Hfq1,q2(A) =
n∑

k=2

a1kHfq1,q2(A(1, k, q1, q2)). (6)
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k

k

1
1

·q1

·q1

·q2

·q2

Ðèñ. 3. Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íà
ïàðàìåòðû q1 è q2 ïðè ðàçëîæåíèè äâóïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî q-ãàôíèàíà ïî ïåðâîé ñòðîêå

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñâîéñòâî (6) íà ïðèìåðå, âû÷èñëèâ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî
ïåðâîé ñòðîêå äâóïàðàìåòðè÷åñêèé q-ãàôíèàí ìàòðèö 14 è 16.

Ïðèìåð 3. Ðàçëîæåíèå Hfq1,q2(14) ïî ïåðâîé ñòðîêå äà¼ò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Hfq1,q2(14) = Hfq1,q2(12) + Hfq1,q2

(
1 q1
q1 1

)
+ Hfq1,q2

(
1 q2
q2 1

)
= 1 + q1 + q2.

Ðàñêëàäûâàÿ Hfq1,q2(16) ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó÷àåì

Hfq1,q2(16) = Hfq1,q2(14) + Hfq1,q2


1 q1 q1 q1
q1 1 1 1
q1 1 1 1
q1 1 1 1

+ Hfq1,q2


1 q2 q1 q1
q2 1 q1 q1
q1 q1 1 1
q1 q1 1 1

+

+Hfq1,q2


1 q2 q2 q1
q2 1 q2 q1
q2 q2 1 q1
q1 q1 q1 1

+ Hfq1,q2


1 q2 q2 q2
q2 1 q2 q2
q2 q2 1 q2
q2 q2 q2 1

 .

Ïðîäîëæàÿ ðàñêëàäûâàòü âíîâü ïîëó÷àþùèåñÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêèå q-ãàôíèàíû ïî
ïåðâîé ñòðîêå è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Hfq1,q2(16) = 1 + 2q1 + 2q2 + 2q1q2 + q21 + q22 + 2q1q
2
2 + 2q21q2 + q31 + q32.

Ñîãëàñíî (5), äàííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ÷èñëà
äóãîâûõ äèàãðàìì íà øåñòè âåðøèíàõ ñ çàäàííûì ÷èñëîì ïåðåñå÷åíèé è íàêðûòèé
ð¼áåð. Íàïðèìåð, ïðèñóòñòâèå ñëàãàåìîãî 2q21q2 ãîâîðèò î òîì, ÷òî èìååòñÿ âñåãî äâå
äóãîâûå äèàãðàììû íà øåñòè âåðøèíàõ ñ äâóìÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ð¼áåð è îäíèì íàêðû-
òèåì. Ýòè äèàãðàìû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Ðèñ. 4. Äóãîâûå äèàãðàììû íà øåñòè âåðøèíàõ ñ äâóìÿ ïåðåñå-
÷åíèÿìè ð¼áåð è îäíèì íàêðûòèåì

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Hfq1,q2(14) è Hfq1,q2(16) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè. Êàê
ïîêàçàíî â [28], ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû 1n.
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Çàêëþ÷åíèå
Ìû ðàññìîòðåëè îäíî- è äâóïàðàìåòðè÷åñêèå q-àíàëîãè ãàôíèàíà, äàëè èõ êîìáè-

íàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ è äîêàçàëè íåñêîëüêî ñâîéñòâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé
q-ìàòåìàòèêè ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ðàâíûõ åäèíèöå, ìû ïðèõîäèì ê èçâåñòíûì
ñâîéñòâàì îáû÷íîãî ãàôíèàíà. q-Àíàëîãè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì ñëó÷àåì ïîç-
âîëÿþò ïðîâîäèòü áîëåå ¾òîíêèé¿ êîìáèíàòîðíûé àíàëèç. Îòìåòèì, ÷òî ñ âû÷èñëè-
òåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ ãàôíèàíà èëè ýêâèâàëåíòíàÿ åé çà-
äà÷à îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ïàðîñî÷åòàíèé â ãðàôå â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ òðóäíîðåøà-
åìûìè [29, 30]. Ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ q-ãàôíèàíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çàäà÷ó íå ìåíüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Ïðåäñòàâëåííûé ìàòåðèàë, ïîìèìî
÷èñòî òåîðåòè÷åñêîãî èíòåðåñà, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ,
âû÷èñëÿþùèõ q-ãàôíèàí èëè èçó÷àþùèõ ñòàòèñòèêè ÷èñëà èíâåðñèé îïðåäåë¼ííûõ
êëàññîâ ïåðåñòàíîâîê è ÷èñëà âçàèìíûõ ïåðåñå÷åíèé è âëîæåíèé ð¼áåð íåêîòîðûõ
êëàññîâ äóãîâûõ äèàãðàìì. Äóãîâûå (èëè èäåíòè÷íûå èì õîðäîâûå) äèàãðàììû ÷àñòî
âûñòóïàþò â êà÷åñòâå óäîáíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, íàïðèìåð ïðè êîäèðîâàíèè òî-
ïîëîãè÷åñêèõ óçëîâ [31] èëè âèçóàëèçàöèè âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû ìîëåêóë ÐÍÊ [32, 33].
Ïîýòîìó ðàññìîòðåííûå âîïðîñû ïåðå÷èñëåíèÿ äóãîâûõ äèàãðàìì, âîçìîæíî, ñìîãóò
íàéòè ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè èëè äðóãèõ íàóêàõ, íàïðèìåð
áèîèíôîðìàòèêå.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ñòàòüè è
ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé è ðåêîìåíäàöèé.
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