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Îáîáù¼ííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ðàâíîìåðíûì ñïåêòðîì Óîëøà � Àäà-
ìàðà, íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèåé. Îáîáù¼ííàÿ áåíò-ôóíêöèÿ, ñîâïà-
äàþùàÿ ñî ñâîåé äóàëüíîé áåíò-ôóíêöèåé, íàçûâàåòñÿ ñàìîäóàëüíîé. Â ðàáîòå
èññëåäóþòñÿ èçîìåòðè÷íûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé â ñåáÿ, îñòàâëÿþùèå êëàññ ñàìîäóàëüíûõ îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé
îò n ïåðåìåííûõ íà ìåñòå. Ïðåäëîæåíî íîâîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ñàìî-
äóàëüíîñòü îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äåéñòâèÿ óíèòàðíîãî
îïåðàòîðà íà ìíîæåñòâå îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ïðåä-
ñòàâëåííûõ ñâîèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè âåêòîðàìè. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ îïèñàíû âñå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ñàìîäóàëü-
íîñòü. Èññëåäóåòñÿ îáîáù¼ííûé âèä èçîìåòðè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáù¼ííàÿ áåíò-ôóíêöèÿ, ñàìîäóàëüíàÿ áåíò-ôóíêöèÿ, èçî-
ìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå.

CHARACTERIZATION OF SOME CLASSES
OF ISOMETRIC MAPPINGS THAT PRESERVE SELF-DUALITY

OF GENERALIZED BENT FUNCTION
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A generalized Boolean function with flat Walsh — Hadamard spectrum is called gen-
eralized bent (gbent) function. Gbent function that coincides with its dual bent
function is called self-dual. In this paper, we study isometric mappings of the set of
all generalized Boolean functions into itself that preserve self-duality. A new mapping
that preserves the self-duality of a gbent function is proposed. We introduce the con-
cept of the action of an unitary operator on the set of generalized Boolean functions
in n variables, represented by their characteristic vectors. Within the considered class
of unitary operators, all mappings that preserve self-duality are described. A gene-
ralized form of isometric mapping corresponding to the complex conjugation of the
characteristic vector is investigated.
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Ââåäåíèå
Áåíò-ôóíêöèè îáðàçóþò îäèí èç ñàìûõ èçâåñòíûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé, îí

íàø¼ë øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ àëãåáðû è äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-
êè. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, áåíò-ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îò ÷¼òíîãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ, îáëàäàþùàÿ ðàâíîìåðíûì ñïåêòðîì Óîëøà�Àäàìàðà. Ðàâíîìåð-
íîñòü ñïåêòðà Óîëøà�Àäàìàðà îòêðûâàåò ðÿä ïðèëîæåíèé â êðèïòîãðàôèè, îáðà-
áîòêå ñèãíàëîâ, à òàêæå òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Òåðìèí ¾áåíò-ôóíêöèÿ¿ áûë ïðåäëî-
æåí Î. Ðîòõàóñîì â 70-õ ãîäàõ XX â. [1], íî, íåñìîòðÿ íà äîëãóþ èñòîðèþ èçó÷åíèÿ
äàííîãî êëàññà ôóíêöèé è íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàáîò, ñâÿçàííûõ ñ íèìè,
ïî-ïðåæíåìó ñóùåñòâóåò ìíîãî îòêðûòûõ ïðîáëåì, â ðÿäå ñëó÷àåâ èìåþùèõ ïåðåñå-
÷åíèå ñ äðóãèìè êîìáèíàòîðíûìè îáúåêòàìè. Èçâåñòåí ðÿä îáîáùåíèé áóëåâûõ áåíò-
ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ.
Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î áåíò-ôóíêöèÿõ, èõ ñâîéñòâàõ, êîíñòðóêöèÿõ è ñâÿ-
çàííûõ îòêðûòûõ ïðîáëåìàõ ìîæíî íàéòè â [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè âèäà Fn
2 → Zq, ãäå Fn

2 �ïðîñòðàí-
ñòâî äâîè÷íûõ âåêòîðîâ ñ n êîîðäèíàòàìè; q�íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äàííîå îáîáùåíèå
áóëåâûõ ôóíêöèé íàøëî ïðèëîæåíèå â òåîðèè îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è òåîðèè êîäèðîâà-
íèÿ [3]. Â ðàìêàõ äàííîãî îáîáùåíèÿ áåíò-ôóíêöèè� ýòî îáîáù¼ííûå áóëåâû ôóíê-
öèè îò n ïåðåìåííûõ ñ ðàâíîìåðíûì ñïåêòðîì Óîëøà�Àäàìàðà, òî åñòü ôóíêöèè,
îáëàäàþùèå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êàæäîãî êîýôôèöèåíòà Óîëøà�
Àäàìàðà ðàâíî 2n/2. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ îáîáù¼ííûìè áåíò-ôóíêöèÿìè [3].
Ñâîéñòâà è êîíñòðóêöèè îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé èññëåäóþòñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ,
íàïðèìåð â [4�6]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îáîáù¼ííàÿ áåíò-ôóíêöèÿ íå îáÿçàòåëüíî çà-
âèñèò îò ÷¼òíîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Äëÿ êëàññà îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîé îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè, òî åñòü òàêîé ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé
îïðåäåëåíà äóàëüíàÿ ê íåé îáîáù¼ííàÿ áåíò-ôóíêöèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè q = 2k, k ⩾ 2,
âñå îáîáù¼ííûå áåíò-ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè êàê äëÿ ÷¼òíîãî, òàê è äëÿ
íå÷¼òíîãî n, çà èñêëþ÷åíèåì åäèíñòâåííîãî ñëó÷àÿ, êîãäà k = 2, à n�íå÷¼òíîå ÷èñ-
ëî [7]. Ðåãóëÿðíàÿ îáîáù¼ííàÿ áåíò-ôóíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñî ñâîåé äóàëüíîé, íàçû-
âàåòñÿ ñàìîäóàëüíîé. Êëàññ ñàìîäóàëüíûõ áóëåâûõ áåíò-ôóíêöèé ïîëó÷èë áîëüøîå
âíèìàíèå, åìó ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, â ÷àñòíîñòè [8�13]. Îäèí èç îòêðûòûõ âîïðîñîâ
î ñàìîäóàëüíûõ îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèÿõ� îïèñàíèå èçîìåòðè÷íûõ îòîáðàæåíèé,
ñîõðàíÿþùèõ ñàìîäóàëüíîñòü. Äàííûé âîïðîñ òåñíî ñâÿçàí ñ çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ
ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî êëàññà ôóíêöèé, ÷òî ïîäðàçóìåâàåò èçó÷åíèå åãî ñòðóê-
òóðíûõ è ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Äîïîëíèòåëüíî ñòàâÿòñÿ âîïðîñû âûáîðà ìåòðèêè è
èññëåäîâàíèÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ â ðàçëè÷íûõ ìåòðèêàõ. Ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ
î äðóãèõ èçâåñòíûõ îáîáùåíèÿõ áåíò-ôóíêöèé, à òàêæå èõ ñâîéñòâàõ è ïðèëîæåíèÿõ
ìîæíî íàéòè â [2, 14].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ èçîìåòðè÷íûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà
âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèõ ñàìîäó-
àëüíîñòü. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ âèäà

f(x)→ γ · f(π(x)) + g(x), x ∈ Fn
2 ,

ãäå γ ∈ {1, q − 1}; π�ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Fn
2 ; g� îáîáù¼ííàÿ áóëåâà ôóíê-

öèÿ îò n ïåðåìåííûõ. Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ï. 1 äàþòñÿ íåîáõîäèìûå
îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Â ï. 2 ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ìíîæå-
ñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ ñàìîäóàëüíûõ áåíò-ôóíêöèé. Â ï. 3 ââîäèòñÿ ïî-
íÿòèå äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà C2n → C2n íà ìíîæåñòâå îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ
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ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþòñÿ âñå óíèòàðíûå îïåðàòîðû, îòîáðàæàþùèå
ìíîæåñòâî âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ. Êàæäûé òà-
êîé îïåðàòîð îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå â ìåòðèêå Õýììèíãà
è ìåòðèêå Ëè. Â ï. 4 ïðåäëîæåíî íîâîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ñàìîäóàëüíîñòü
îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ
(òî åñòü ïðè γ = 1) îïèñàíû âñå îïåðàòîðû, ñîõðàíÿþùèå ñàìîäóàëüíîñòü îáîáù¼ííîé
áåíò-ôóíêöèè. Â ï. 5 èññëåäóåòñÿ èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå, îñíîâàííîå íà êîìïëåêñ-
íîì ñîïðÿæåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà, à òàêæå åãî îáîáùåíèå (γ = q − 1).

1. Èñïîëüçóåìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
Âåñîì Õýììèíãà wtH(x) âåêòîðà x ∈ Fn

2 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî êîîðäèíàò x, îòëè÷íûõ

îò íóëÿ. Äëÿ x, y ∈ Fn
2 ÷åðåç ⟨x, y⟩ îáîçíà÷èì âûðàæåíèå

n⊕
i=1

xiyi, ãäå ⊕� ñëîæåíèå ïî

ìîäóëþ 2. Îáîáù¼ííîé áóëåâîé ôóíêöèåé îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà Fn

2 â êîëüöî Zq [15]. Â ñëó÷àå q = 2 ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ
áóëåâîé ôóíêöèåé. Ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà distH(f, g) ìåæäó îáîáù¼ííûìè áóëåâûìè
ôóíêöèÿìè f, g îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âåêòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà Fn

2 , íà
êîòîðûõ ôóíêöèè ïðèíèìàþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ. Âåñîì Ëè ýëåìåíòà x ∈ Zq íàçûâàåòñÿ
÷èñëî wtL(x) = min {x, q − x}. Âåñîì Ëè îáîáù¼ííîé áóëåâîé ôóíêöèè îò n ïåðåìåí-
íûõ íàçûâàåòñÿ ñóììà âåñîâ Ëè âñåõ å¼ çíà÷åíèé:

wtL(f) =
∑
x∈Fn

2

wtL(f(x)).

Ðàññòîÿíèå Ëè distL(f, g) ìåæäó îáîáù¼ííûìè áóëåâûìè ôóíêöèÿìè f, g îò n ïå-
ðåìåííûõ åñòü ÷èñëî wtL(f − g). Â áóëåâîì ñëó÷àå q = 2 âåñà, à òàêæå ðàññòîÿíèÿ
Õýììèíãà è Ëè ñîâïàäàþò.

Ïóñòü ω = e2πi/q �ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè q èç 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåê-

òîðîì îáîáù¼ííîé áóëåâîé ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ âåêòîð

F = ωf =
(
ωf0 , ωf1 , . . . , ωf2n−1

)
ñ 2n êîîðäèíàòàìè, ãäå (f0, f1, . . . , f2n−1)� âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè f . Ïðåîáðàçîâà-
íèåì Óîëøà�Àäàìàðà îáîáù¼ííîé áóëåâîé ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ
êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

Hf (y) =
∑
x∈Fn

2

ωf(x)(−1)⟨x,y⟩, y ∈ Fn
2 .

Îáîáù¼ííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé áåíò-

ôóíêöèåé, åñëè
|Hf (y)| = 2n/2

äëÿ âñåõ y ∈ Fn
2 [3] (ñì. òàêæå ïðåïðèíò 2006 ã.). Åñëè ñóùåñòâóåò îáîáù¼ííàÿ áóëåâà

ôóíêöèÿ f̃ îò n ïåðåìåííûõ, òàêàÿ, ÷òî Hf (y) = ωf̃(y)2n/2 äëÿ âñåõ y ∈ Fn
2 , òî f íàçûâà-

åòñÿ ðåãóëÿðíîé, à f̃ � å¼ äóàëüíîé. Îòìåòèì, ÷òî äóàëüíàÿ ôóíêöèÿ f̃ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèåé; â áóëåâîì ñëó÷àå q = 2 âñå áåíò-ôóíêöèè ðåãóëÿðíûå.

Ðåãóëÿðíàÿ îáîáù¼ííàÿ áåíò-ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñàìîäóàëüíîé, åñëè f = f̃ ,
è àíòèñàìîäóàëüíîé, åñëè f = f̃ + q/2. Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðè
ðàññìîòðåíèè àíòèñàìîäóàëüíûõ îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî q�÷¼òíîå
÷èñëî. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç SBq,+

n è SBq,−
n .
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2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû ñàìîäóàëüíûõ îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé
Ïðèâåä¼ì îáîáùåíèå íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ôàêòîâ î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðàõ

ñàìîäóàëüíûõ áóëåâûõ áåíò-ôóíêöèé [8, 11, 12].
Íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ Cn íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì (n × n)-ìàòðèöû A,

ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ ∈ C, åñëè Av = λv. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ. ßäðîì ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà φ : Cn → Cn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Ker(φ) = {x ∈ Cn : φ(x) = 0 ∈ Cn} ,

ãäå 0�íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Cn.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå êàæäûé ëèíåéíûé

îïåðàòîð Cn → Cn õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðîé (n×n)-ìàòðèöåé, ïðèâåä¼ííûå ïîíÿòèÿ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïî îòíîøåíèþ ê ëèíåéíûì îïåðàòîðàì, òàê è ïî îòíîøåíèþ
ê êâàäðàòíûì ìàòðèöàì ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà, ÷òî äàëåå èñïîëüçóåòñÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò êîíòåêñòà.

Ìàòðèöåé Ñèëüâåñòðà �Àäàìàðà (ìàòðèöåé Àäàìàðà òèïà Ñèëüâåñòðà) ïîðÿäêà n
íàçûâàåòñÿ (2n × 2n)-ìàòðèöà

Hn =

(
1 1
1 −1

)⊗n

,

ãäå ⊗� îïåðàöèÿ êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ. Êàê ìàòðèöà Àäàìàðà, äàííàÿ ìàòðèöà
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

HnH
T
n = 2nI2n ,

ãäå I2n � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2n.
Îáîçíà÷èì Hn = 2−n/2Hn, äàííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è îðòîãîíàëü-

íîé. Â ñèëó òîãî, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöûHn ñîîòâåòñòâóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðàì
âñåõ ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, âçÿòûõ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïî-
ðÿäêå, ðåãóëÿðíóþ îáîáù¼ííóþ áåíò-ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê
ôóíêöèþ, ÷åé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ HnF ∈ {±1}2n .
Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð ñàìîäóàëüíîé îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû Hn, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñ-
ëó +1. Àíàëîãè÷íî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð àíòèñàìîäóàëüíîé îáîáù¼ííîé áåíò-
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû Hn, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííî-
ìó ÷èñëó −1.

Â ðàáîòå [8] ðàññìàòðèâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà R2n ïî ñîá-
ñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâàì ìàòðèöû Hn:

R2n = Ker (Hn + I2n)⊕Ker (Hn − I2n) .

Çäåñü ñèìâîëîì ⊕ îáîçíà÷àåòñÿ ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ïðîñòðàíñòâà:

C2n = Ker (Hn + I2n)⊕Ker (Hn − I2n) .

Èçâåñòíî, ÷òî

dim (Ker (Hn + I2n)) = dim (Ker (Hn − I2n)) = 2n−1,
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ãäå dim(V ) åñòü ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà V ⊆ R2n . Êàê îòìå÷åíî ðàíåå, ìàò-
ðèöà Hn ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâà Ker (Hn + I2n) è
Ker (Hn − I2n) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè.

Â ðàáîòå [11] äîêàçàíî, ÷òî ïðè n ⩾ 4 ìíîæåñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ
(àíòè)ñàìîäóàëüíûõ áóëåâûõ áåíò-ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ïîðîæäàþò ñîáñòâåííûå
ïîäïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû Hn, òî åñòü èìåþò ðàçìåðíîñòü 2n−1. Äàííûé ðåçóëüòàò
ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü n ⩾ 4, òîãäà ìíîæåñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ
(àíòè)ñàìîäóàëüíûõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ áåíò-ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ïîðîæäàþò
ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû Hn, òî åñòü èìåþò ðàçìåðíîñòü 2n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó ÷¼òíîñòè q ñïðàâåäëèâî
(−1) = ωq/2 ∈ {ω, ω2, . . . , ωq−1}.

Â ñëó÷àå n = 2 è q = 2 åñòü òîëüêî äâå ñàìîäóàëüíûå îáîáù¼ííûå áåíò-ôóíêöèè:
x1x2 è x1x2 ⊕ 1, èìåþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû (1, 1, 1,−1) è (−1,−1,−1, 1)
ñîîòâåòñòâåííî. Äàííûå âåêòîðû, î÷åâèäíî, ëèíåéíî çàâèñèìû â R4. Ðàññìàòðèâàÿ
ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷¼òíîãî q, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

1

2


1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1



ωd1

ωd2

ωd3

ωd4

 =


ωd1

ωd2

ωd3

ωd4


ñ ïåðåìåííûìè d1, d2, d3, d4 ∈ Zq. Âñå å¼ ðåøåíèÿ èìåþò âèä(

ωd, ωd, ωd, ωd+q/2
)
= ωd (1, 1, 1,−1) ∈ C4,

ãäå d ∈ Zq.
Ñëó÷àé àíòèñàìîäóàëüíûõ áåíò-ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îá-

ðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðû èç ìíîæåñòâ SBq,±
2 òàêæå ëèíåéíî çàâèñèìû â C4.

3. Èçîìåòðè÷íûå îòîáðàæåíèÿ è óíèòàðíûå îïåðàòîðû
Ïóñòü íà ìíîæåñòâå âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îïðåäåëåíà ìåòðèêà ρ. Âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ ìíîæåñòâà îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïå-
ðåìåííûõ â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ, åñëè äëÿ ëþáîé
ïàðû îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé f, g îò n ïåðåìåííûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

ρ(φ(f), φ(g)) = ρ(f, g).

Ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâà âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåí-
íûõ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ íàçûâàåòñÿ ãðóïïà èçîìåòðè÷íûõ îòîáðàæåíèé ìíîæå-
ñòâà âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ.

Â áóëåâîì ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå ìåòðèêè ρ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿ-
íèå Õýììèíãà. Â ñëó÷àå îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå
ìåòðèêè� ðàññòîÿíèå Õýììèíãà è ðàññòîÿíèå Ëè.

Â äàííîì ïóíêòå ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà C2n → C2n

íà ìíîæåñòâå îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ; îõàðàêòåðèçîâàíà ãðóï-
ïà âñåõ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ, îòîáðàæàþùèõ ìíîæåñòâî âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ; ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé îïåðàòîð èç ýòîé ãðóïïû ñîîò-
âåòñòâóåò íåêîòîðîìó èçîìåòðè÷íîìó îòîáðàæåíèþ. Äëÿ äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ îòìå÷àåòñÿ
ñâÿçü ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè ïðèìåíèòåëüíî ê ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâà
âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.
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3.1. Ë è í å é í û å î ï å ð à ò î ð û è î á î á ù ¼ í í û å á ó ë å â û ô ó í ê ö è è

Âñþäó äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ïðîñòðàí-
ñòâà C2n , êîòîðûé ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ei ∈ C2n , i = 1, . . . , 2n, ãäå ei èìååò 1 íà ïî-
çèöèè i, à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ.

Ïóñòü φ : C2n → C2n �ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé Mφ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå
ïðîñòðàíñòâà C2n . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî φ îòîáðàæàåò îáîáù¼ííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f
îò n ïåðåìåííûõ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì F â îáîáù¼ííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ′

îò n ïåðåìåííûõ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì F ′, åñëè F ′ = MφF , ò. å. äåéñòâèå
îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëåíî íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðàõ äëèíû 2n ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: F ′ =MφF = φ(F ).

Ëèíåéíûé îïåðàòîð φ íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè φφ∗ = φ∗φ = id, ãäå φ∗ � ýð-
ìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûé ê φ îïåðàòîð. Ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ φ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
óíèòàðíîé. ×åðåç U q

n îáîçíà÷èì ãðóïïó âñåõ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ C2n → C2n , êî-
òîðûå îòîáðàæàþò ìíîæåñòâî âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ
â ñåáÿ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ãðóïïó U q
n. Íàïîìíèì, ÷òî êâàä-

ðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé ïåðåñòàíîâî÷íîé èëè ìîíîìè-

àëüíîé, åñëè â êàæäîé å¼ ñòðîêå, à òàêæå â êàæäîì ñòîëáöå ïðèñóòñòâóåò ðîâíî îäèí
íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ F.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè
ãðóïïû U q

n è îáîáù¼ííûìè ïåðåñòàíîâî÷íûìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà 2n ñ íåíóëåâûìè
ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {1, ω, ω2, . . . , ωq−1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîðû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò
îáîáù¼ííûå ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè óêàçàííîãî âèäà, îòîáðàæàþò
ìíîæåñòâî îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ. Áîëåå òîãî, êàæäûé
òàêîé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì.

Îáðàòíî, ïîëîæèì φ ∈ U q
n è ïóñòü U = (uij)� åãî ìàòðèöà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç v0 ∈ C2n âåêòîð èç âñåõ åäèíèö, à ÷åðåç vi ∈ C2n , i = 1, . . . , 2n, �
âåêòîð ñ 1 íà ïîçèöèè i, âñå îñòàëüíûå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû (−1). Ïóñòü vij ∈
∈ C2n , i, j = 1, . . . , 2n, i ̸= j, � âåêòîð ñ åäèíèöàìè íà ïîçèöèÿõ ñ íîìåðàìè i è j, â òî
âðåìÿ êàê îñòàâøèåñÿ ðàâíû (−1).

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûå i, j, k ∈ {1, . . . , 2n}, i < j. Îáîçíà÷èì (Uv0)k = ωd0 ,
(Uvi)k = ωdi , (Uvj)k = ωdj è (Uvij)k = ωdij äëÿ íåêîòîðûõ d0, di, dj, dij ∈ Zq. Èõ ñóììû
ðàâíû

(Uv0)k + (Uvi)k = 2uki = ωd0 + ωdi ,

(Uv0)k + (Uvj)k = 2ukj = ωd0 + ωdj ,

(Uv0)k + (Uvij)k = 2 (uki + ukj) = ωd0 + ωdij .

Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ïîëó÷àåì

uki = (ωd0 + ωdi)/2, ukj = (ωd0 + ωdj)/2, uki + ukj = (ωd0 + ωdij)/2,

òî åñòü
ωd0 + ωdi + ωd0 + ωdj = ωd0 + ωdij ,

èëè, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîäîáíûõ,

ωd0 + ωdi + ωdj = ωdij .
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Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ωdij ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ÷èñåë ωd0 , ωdi , ωdj ,
â òî âðåìÿ êàê äâà îñòàâøèõñÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü çíàêîì, ÷òî âñåãäà
äîïóñòèìî, òàê êàê q�÷¼òíîå ÷èñëî.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
Ñ ë ó ÷ à é 1. Ïóñòü ωdij = ωd0 è ωdi + ωdj = 0, òîãäà k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû U åñòü

Uk =
(
uk,1, . . . , uk,i−1, (ω

d0 − ωdj)/2, uk,i+1, . . . , uk,j−1, (ω
d0 + ωdj)/2, uk,j+1, . . . , uk,2n

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî

|uki|2 + |ukj|2 =
1

4

(∣∣ωd0 − ωdj
∣∣2 + ∣∣ωd0 + ωdj

∣∣2) =

=
1

4

[(
ωd0 − ωdj

) (
ω−d0 − ω−dj

)
+
(
ωd0 + ωdj

) (
ω−d0 + ω−dj

)]
=

=
1

4

(
2 · ωd0ω−d0 + 2 · ωdjω−dj

)
=

1

4
(2 + 2) = 1

è â ñèëó òîãî, ÷òî U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, èìååì ∥Uk∥2 = 1 äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , 2n}.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîîðäèíàòû Uk, êðîìå, ìîæåò áûòü, uki = (ωd0 − ωdj)/2, ukj =
= (ωd0 + ωdj)/2, äîëæíû áûòü ðàâíó íóëþ.

Ñ ë ó ÷ à é 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ωdij = ωdi è ωd0+ωdj=0,
òîãäà ukj = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i, j ∈ {1, . . . , 2n} âîçìîæíû äâå
ñèòóàöèè: ëèáî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ýëåìåíòîâ uki, ukj k-é ñòðîêè ìàòðèöû U
íóëåâîé, ëèáî â äàííîé ñòðîêå íå áîëåå äâóõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ïðè ýòîì èõ ôîðìà
îïèñàíà â ñëó÷àå 1.

Àíàëèç ñëó÷àåâ. Åñëè äëÿ êàæäîé ñòðîêè èìååò ìåñòî òîëüêî ñëó÷àé 2, òî ìàòðè-
öà U ÿâëÿåòñÿ îáîáù¼ííî ïåðåñòàíîâî÷íîé, òàê êàê â êàæäîé å¼ ñòðîêå ïðèñóòñòâóåò
ðîâíî îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç ñòðîê ìàòðèöû U , íàïðèìåð
ñ íîìåðîì k, èìååò âèä, îïèñàííûé â ñëó÷àå 1. Çàìåòèì, ÷òî â ìàòðèöå U íàéä¼òñÿ
åù¼ êàê ìèíèìóì îäíà ñòðîêà òàêîãî æå âèäà.

Ðàññìîòðèì (õàðàêòåðèñòè÷åñêèé) âåêòîð F ∈ C2n , ÷üè êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè
ℓ = 1, . . . , 2n èìåþò âèä

Fℓ =


ωr1 , ℓ = i,

ωr2 , ℓ = j,

1, èíà÷å,

ãäå r1, r2 ∈ Zq, ïðè ýòîì r1 < r2 è r2 − r1 ̸= q/2. Îáîçíà÷èâ ∆r = r2 − r1, çàïèøåì

(UF )k = ukiω
r1 + ukjω

r2 = ωr1

(
ωd0 − ωdj

2
+
ωd0 + ωdj

2
ω∆r

)
.

Â ñèëó òîãî, ÷òî UF � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð îáîáù¼ííîé áóëåâîé ôóíêöèè îò n
ïåðåìåííûõ, äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ Zq èìååì (UF )k = ωr1+s. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ωd0 − ωdj

2
+
ωd0 + ωdj

2
ω∆r = ωs.
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Èñïîëüçóåì èçâåñòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ: ïóñòü α, β ∈ R, òîãäà

cosα + cos β = 2 cos
(
(α + β)/2

)
cos
(
(α− β)/2

)
,

cosα− cos β = −2 sin
(
(α + β)/2

)
sin
(
(α− β)/2

)
,

sinα± sin β = 2 sin
(
(α± β)/2

)
cos
(
(α∓ β)/2

)
,

sin (α± β) = sinα cos β ± cosα sin β,

sin 2α = 2 cosα sinα.

Ðàññìîòðèì óäâîåííóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü ÷èñëà ωs:

2Re (ωs) = cos(2πd0/q)− cos(2πdj/q) + cos
(
2π(d0 +∆r)/q

)
+ cos

(
2π(dj +∆r)/q

)
=

= 2 cos
(
π(2d0 +∆r)/q

)
cos(π∆r/q)− 2 sin

(
π(2dj +∆r)/q

)
sin(π∆r/q),

è óäâîåííóþ ìíèìóþ ÷àñòü:

2Im (ωs) = sin(2πd0/q)− sin(2πdj/q) + sin
(
2π(d0 +∆r)/q

)
+ sin

(
2π(dj +∆r)/q

)
=

= 2 sin
(
π(2d0 +∆r)/q

)
cos(π∆r/q) + sin(π∆r/q) cos

(
π(2dj +∆r)/q

)
.

Îáîçíà÷èì α = π∆r/q, β = π(2d0+∆r)/q è γ = π(2dj+∆r)/q. Â ñèëó òîãî, ÷òî ÷èñëî ωs

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû, åãî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ðàâíî 1, ñëåäîâàòåëüíî,

Re2 (ωs) + Im2 (ωs) = cos2 α cos2 β − 2 cosα sinα cos β sin γ + sin2 α sin2 γ+

+cos2 α sin2 β + 2 cosα sinα sin β cos γ + sin2 α cos2 γ =

= cos2 α(cos2 β + sin2 β) + sin2 α
(
cos2 γ + sin2 γ

)
+ 2 cosα sinα(sin β cos γ − cos β sin γ) =

= 1 + sin(2α) sin(β − γ) = 1,

òî åñòü sin(2α) sin(β − γ) = 0. Åñëè ïåðâûé ìíîæèòåëü ðàâåí íóëþ, òî

2α = 2π∆r/q = πm, m ∈ Z.

Òîãäà ∆r = mq/2, íî â ñèëó òîãî, ÷òî ∆r ∈ {1, . . . , q−1}, ýòî ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî
ïðè ∆r = q/2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó r1, r2. Åñëè âòîðîé ìíîæèòåëü íóëåâîé, òî

β − γ = 2π(d0 − dj)/q = πm′, m′ ∈ Z,

è ñíîâà d0 = dj èëè |d0 − dj| = q/2, òàê êàê |d0 − dj| ∈ {0, 1, . . . , q − 1}. Íî òîãäà ëèáî
ωd0 − ωdj = 0, ëèáî ωd0 + ωdj = 0, òî åñòü â ñòðîêå ñ íîìåðîì k åñòü â òî÷íîñòè îäèí
íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Ñëåäñòâèå 1. Ïîðÿäîê ãðóïïû U q
n ðàâåí |U q

n| = (2n)! · q2n .
3.2. Ñ â ÿ ç ü ñ ò å î ð å ì î é Ì à ð ê î â à ä ë ÿ ä â î è ÷ í î ã î ñ ë ó ÷ à ÿ

Èç òåîðåìû À.À. Ìàðêîâà (1956) ñëåäóåò, ÷òî îáùèé âèä ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
ìíîæåñòâà âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ åñòü

f(x) −→ f(π(x))⊕ g(x), x ∈ Fn
2 ,

ãäå π�ïîäñòàíîâêà íà ïðîñòðàíñòâå Fn
2 è g� áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ [16].

Ãðóïïà òàêèõ îòîáðàæåíèé â ëèòåðàòóðå òàêæå èìåíóåòñÿ êàê ãðóïïà Äæåâîíñà

(ñì., íàïðèìåð, [17]).
Òåîðåìà 1 ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Òåîðåìà 2. Äåéñòâèå ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû U q
n íà ìíîæåñòâå âñåõ îáîáù¼í-

íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèìî â âèäå

f(x) −→ f(π(x)) + g(x), x ∈ Fn
2 ,

ãäå π�ïîäñòàíîâêà íà ïðîñòðàíñòâå Fn
2 è g� îáîáù¼ííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðå-

ìåííûõ.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [12], áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîé îïåðàòîð ÷åðåç φπ,g ∈ U q
n. Äëÿ äâîè÷-

íîãî ñëó÷àÿ íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè q = 2 ãðóïïà U q
n èçîìîðôíà ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ìíîæå-

ñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà U q
n åñòü åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå îòîáðàæåíèé èç ãðóïïû

àâòîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâà âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ íà ñëó÷àé îáîá-
ù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ èíòåðåñíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2. Êàæäûé ýëåìåíò U q
n ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå Õýììèíãà è ðàññòî-

ÿíèå Ëè ìåæäó îáîáù¼ííûìè áóëåâûìè ôóíêöèÿìè îò n ïåðåìåííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ãðóïïû U q
n ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè

îòíîñèòåëüíî óïîìÿíóòûõ ìåòðèê.

3.3. Ì à ò ð è ÷ í î å ï ð å ä ñ ò à â ë å í è å

Ïî òåîðåìå 1 ïðè ôèêñèðîâàííîì (ñòàíäàðòíîì) áàçèñå ñóùåñòâóåò âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïïû U q

n è ìíîæåñòâîì âñåõ îáîáù¼í-
íî ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2n × 2n ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà
{1, ω1, ω2, . . . , ωq−1}. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå φπ,g ∈ U q

n.
Ïóñòü îíî îòîáðàæàåò îáîáù¼ííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f îò n ïåðåìåííûõ ñ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèì âåêòîðîì

F =
(
ωf(v0), ωf(v1), . . . , ωf(v2n−1)

)
∈ C2n

â ôóíêöèþ f ′ ∈ GF q
n ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì

F ′ =
(
ωf ′(v0), ωf ′(v1), . . . , ωf ′(v2n−1)

)
∈ C2n ,

òî åñòü F ′ = UF , ãäå U �ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòîáðàæåíèþ φπ,g:



π (vi)

0
...
0

(i+ 1) 0 . . . 0 ωg(vi) 0 . . . 0
0
...
0


.

Çäåñü v0,v1, . . . ,v2n−1 � âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Fn
2 â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå;

â ñòðîêå ñ íîìåðîì (i + 1) ∈ {1, 2, . . . , 2n} íåíóëåâîé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â ñòîëáöå
ñ íîìåðîì (j+1), ãäå j �÷èñëî ñ äâîè÷íîé çàïèñüþ π(vi). Òîãäà i-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà
F ′ = UF ðàâíà

ωf ′(vi−1) = ωf(π(vi−1)) · ωg(vi−1) = ωf(π(vi−1))+g(vi−1),

èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
f ′(x) = f (π(x)) + g(x), x ∈ Fn

2 .
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4. Óíèòàðíûå îïåðàòîðû è (àíòè)ñàìîäóàëüíîñòü
îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè

Îáîçíà÷èì, ñëåäóÿ [18], îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F2 ÷åðåç

On =
{
L ∈ GL (n,F2) : LL

T = In
}
,

ãäå LT �ðåçóëüòàò òðàíñïîíèðîâàíèÿ L; In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä ïî-
ëåì F2.

Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýêâèâàëåíòíîñòè è íàõîæäåíèÿ âñåõ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé äëÿ ñëó÷àÿ îáîá-
ù¼ííûõ áóëåâûõ è îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé. Ðàçëè÷íûå òèïû ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
ôóíêöèé âèäà Fn

p → Zpk , ãäå p�ïðîñòîå, òàêèå, êàê ðàñøèðåííàÿ àôôèííàÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü (EA), à òàêæå áîëåå îáùàÿ CCZ-ýêâèâàëåíòíîñòü, èçó÷àþòñÿ â ðàáîòå [6].
Äëÿ ñàìîäóàëüíûõ îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé ñëó÷àé q = 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ â [5].

4.1. Ó í è ò à ð í û å î ï å ð à ò î ð û , ñ î õ ð à í ÿ þ ù è å
( à í ò è ) ñ à ì î ä ó à ë ü í î ñ ò ü î á î á ù ¼ í í î é á å í ò - ô ó í ê ö è è

Â ðàáîòå [10] (ñì. òàêæå [8]) ïîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèÿ âèäà

f(x) −→ f (L (x⊕ c))⊕ ⟨c, x⟩ ⊕ d, x ∈ Fn
2 ,

ãäå L ∈ On; c ∈ Fn
2 ; wt(c)�÷¼òíîå ÷èñëî; d ∈ F2, ñîõðàíÿþò ñàìîäóàëüíîñòü áóëåâîé

áåíò-ôóíêöèè. Ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òàêèõ îòîáðàæåíèé, íàçâàíà ðàñøèðåííîé

îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷åíà ÷åðåçOn. Èçâåñòíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû GL (n+ 2,F2) [10].

Â [12] äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâ ñàìîäóàëüíûõ è àíòèñàìîäó-
àëüíûõ áåíò-ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ â òî÷íîñòè ðàâíû ðàñøèðåííîé îðòîãîíàëüíîé
ãðóïïå.

Ïðèìåíèòåëüíî ê îáîáù¼ííûì áóëåâûì ôóíêöèÿì èçâåñòíî íåñêîëüêî ïðèìåðîâ
îòîáðàæåíèé, îñòàâëÿþùèõ êëàññû îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé, ñàìîäóàëüíûõ îáîá-
ù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé íà ìåñòå. Ðàñøèðåííîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå îáîáù¼ííîé
áåíò-ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ, èìåþùåå âèä

f(x) −→ f(Ax⊕ b) + λ⟨c, x⟩+ d, x ∈ Fn
2 ,

ãäå A ∈ GL (n,F2); b, c ∈ Fn
2 ; d ∈ Zq; λ ∈ {0, q/2}, ïåðåâîäèò äàííóþ ôóíêöèþ â îáîá-

ù¼ííóþ áåíò-ôóíêöèþ [4]. Ñëó÷àé q = 4 ñàìîäóàëüíûõ áåíò-ôóíêöèé ðàññìîòðåí â [5],
ãäå ïîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå f → (−f) mod 4, à òàêæå ÷àñòíûé ñëó÷àé àôôèííîãî
îòîáðàæåíèÿ âèäà

f(x) −→ f (Lx) + d, x ∈ Fn
2 , (1)

ãäå L ∈ On, d ∈ Z4, ñîõðàíÿþò ñàìîäóàëüíîñòü îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâîå ðàñøèðåíííîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå,

ñîõðàíÿþùåå ñàìîäóàëüíîñòü îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè.

Óòâåðæäåíèå 3. Îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ, èìåþùèå âèä

f(x) −→ f (L (x⊕ c)) + q

2
⟨c, x⟩+ d, x ∈ Fn

2 ,

ãäå L ∈ On; c ∈ Fn
2 ; wt(c)�÷¼òíîå ÷èñëî; d ∈ Zq, ñîõðàíÿþò (àíòè)ñàìîäóàëüíîñòü

îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ SBq,+
n ∪ SBq,−

n , òî åñòü f̃ = f +
q

2
ε äëÿ íåêîòîðîãî

ε ∈ F2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x) = f(L(x ⊕ c)) +
q

2
⟨c, x⟩ + d, ãäå L ∈ On; c ∈ Fn

2 ;

wt(c)�÷¼òíîå ÷èñëî; d ∈ Zq. Å¼ êîýôôèöèåíòû Óîëøà�Àäàìàðà èìåþò âèä

Hg(y)=
∑
x∈Fn

2

ωg(x)(−1)⟨x,y⟩= ∑
x∈Fn

2

ωf(L(x⊕c))+(q/2)⟨c,x⟩+d+(q/2)⟨x,y⟩=ωd
∑
x∈Fn

2

ω(q/2)⟨x,y⊕c⟩+f(L(x⊕c))=

= ωd
∑
z∈Fn

2

ω(q/2)⟨L−1z⊕c,y⊕c⟩+f(z) = ωd+(q/2)⟨c,y⟩+(q/2)⟨c,c⟩ ∑
z∈Fn

2

ω(q/2)⟨z,L(y⊕c)⟩+f(z) =

= ωd+(q/2)⟨c,y⟩2n/2ωf̃(L(y⊕c)) = 2n/2ωf(L(y⊕c))+(q/2)⟨c,y⟩+d+(q/2)ε = 2n/2ωg(y)+(q/2)ε = 2n/2ωg̃(y),

ñëåäîâàòåëüíî, g̃(y) = g(y) + (q/2)ε äëÿ êàæäîãî y ∈ Fn
2 .

Äàëåå îõàðàêòåðèçîâàíû âñå îïåðàòîðû èç ìíîæåñòâà U q
n, ñîõðàíÿþùèå ñàìîäóàëü-

íîñòü îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè, è óñòàíîâëåíà èõ ñâÿçü ñ îòîáðàæåíèÿìè èç óòâåð-
æäåíèÿ 3.

Ñíà÷àëà óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñîõðàíåíèåì îòîáðàæåíèåì ñàìîäóàëüíî-
ñòè è àíòèñàìîäóàëüíîñòè, à òàêæå ìàòðèöåé, ñîîòâåòñòâóþùåé òàêîìó èçîìåòðè÷íî-
ìó îòîáðàæåíèþ:

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ îïåðàòîðà φπ,g ∈ U q
n ñ ìàòðèöåé U ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ýêèâàëåíòíû:

1) φπ,g ñîõðàíÿåò ñàìîäóàëüíîñòü;
2) φπ,g ñîõðàíÿåò àíòèñàìîäóàëüíîñòü;
3) UHn = HnU .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïî óòâåðæäåíèþ 1 ïðè n ⩾ 4 ñóùå-

ñòâóåò ïîäìíîæåñòâî {fi}2
n−1

i=1 ⊆ SBq,+
n ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè

âåêòîðàìè {Fi}2
n−1

i=1 ⊆ Ker (Hn − I2n) è ïîäìíîæåñòâî {gi}2
n−1

i=1 ⊆ SBq,−
n ñ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè âåêòîðàìè {Gi}2
n−1

i=1 ⊆ Ker (Hn + I2n).
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî [12, Proposition 2].

Â ðàáîòå [12] îïèñàíû âñå èçîìåòðè÷íûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ áóëåâûõ
ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèå ñàìîäóàëüíîñòü, à èìåííî: äîêàçàíî,
÷òî èçîìåòðè÷íûå îòîáðàæåíèÿ âèäà f(x)→ f(π(x))⊕g(x) ñîõðàíÿþò ñàìîäóàëüíîñòü,
åñëè è òîëüêî åñëè

π(x) = L(x⊕ c), g(x) = ⟨c, x⟩ ⊕ d, x ∈ Fn
2 ,

ãäå L ∈ On; c ∈ Fn
2 ; wt(c)�÷¼òíîå ÷èñëî; d ∈ F2.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õàðàêòåðèçóåò âñå îïåðàòîðû èç ìíîæåñòâà U q
n, ñîõðàíÿ-

þùèå (àíòè)ñàìîäóàëüíîñòü îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3. Îïåðàòîð φπ,g ∈ U q
n ñîõðàíÿåò (àíòè)ñàìîäóàëüíîñòü, åñëè è òîëüêî

åñëè
π(x) = L(x⊕ c), g(x) =

q

2
⟨c, x⟩+ d, x ∈ Fn

2 ,

ãäå L ∈ On; c ∈ Fn
2 ; wt(c)�÷¼òíîå ÷èñëî; d ∈ Zq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.
Ïóñòü U �ìàòðèöà îïåðàòîðà φπ,g ∈ U q

n, ñîõðàíÿþùåãî (àíòè)ñàìîäóàëüíîñòü, òî
åñòü φπ,g èìååò âèä f(x) −→ f(π(x)) + g(x), x ∈ Fn

2 , ãäå π�ïîäñòàíîâêà íà Fn
2 è g�

îáîáù¼ííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ.
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Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå UHn = HnU , ïîëó÷àåìîå èç óòâåðæäåíèÿ 4. Êàê îòìå÷åíî
ðàíåå, âñå ñòðîêè ìàòðèöû Ñèëüâåñòðà �Àäàìàðà åñòü â òî÷íîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
âåêòîðû ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ. Òîãäà

Hn =


(−1)⟨v0,v0⟩ (−1)⟨v0,v1⟩ · · · (−1)⟨v0,v2n−1⟩

(−1)⟨v1,v0⟩ (−1)⟨v1,v1⟩ · · · (−1)⟨v1,v2n−1⟩

...
...

. . .
...

(−1)⟨v2n−1,v0⟩ (−1)⟨v2n−1,v1⟩ · · · (−1)⟨v2n−1,v2n−1⟩

 .

Âûïèøåì â ÿâíîì âèäå ñòðîêó ñ íîìåðîì i è ñòîëáåö ñ íîìåðîì j. Äëÿ i = 1, 2,
. . . , 2n i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû U ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåí-
òîì ωg(vi−1) â ñòîëáöå ñ íîìåðîì j, ãäå (j − 1)�÷èñëî ñ äâîè÷íîé çàïèñüþ π(vi−1).
Òàêèì îáðàçîì, i-ÿ ñòðîêà èìååò âèä

( j

0 · · · 0 ωg(vi−1) 0 · · · 0
)
.

Äëÿ j = 1, 2, . . . , 2n j-é ñòîëáåö ìàòðèöû U åñòü âåêòîð ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì
ýëåìåíòîì ωg(π−1(vj−1)) â ñòðîêå ñ íîìåðîì i, ãäå (i − 1)�÷èñëî ñ äâîè÷íîé çàïèñüþ
π−1(vj−1). Òîãäà ñòîëáåö j åñòü



0
...
0

i ωg(π−1(vj−1))

0
...
0


.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî

(HnU)i+1,j+1 = (−1)⟨vi,π
−1(vj)⟩ωg(π−1(vj)).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1} ïîëó÷àåì

ωg(vi)(−1)⟨π(vi),vj⟩ = (−1)⟨vi,π
−1(vj)⟩ωg(π−1(vj)),

èëè, ýêâèâàëåíòíî, äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Fn
2 â êîëüöå Zq äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

g(x) +
q

2
⟨π(x), y⟩ = q

2

〈
x, π−1(y)

〉
+ g

(
π−1(y)

)
. (2)

Ïîäñòàâèâ íóëåâîé âåêòîð y = 0 ∈ Fn
2 â (2), ïîëó÷èì, ÷òî g� îáîáù¼ííàÿ áóëåâà

ôóíêöèÿ âèäà

g(x) =
q

2

〈
x, π−1(0)

〉
+ g

(
π−1(0)

)
.

Ïîäñòàâèì äàííîå âûðàæåíèå â (2):

q

2

〈
x, π−1(0)

〉
+g(π−1(0))+

q

2
⟨π(x), y⟩ = q

2

〈
x, π−1(y)

〉
+
q

2

〈
π−1(y), π−1(0)

〉
+g(π−1(0)),
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ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

q

2

〈
x, π−1(0)

〉
+
q

2
⟨π(x), y⟩ = q

2

〈
x, π−1(y)

〉
+
q

2

〈
π−1(y), π−1(0)

〉
. (3)

Â ñèëó òîãî, ÷òî óñëîâèå (3) ðàññìàòðèâàåòñÿ â êîëüöå Zq, èìååò çíà÷åíèå òîëüêî
÷¼òíîñòü îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà, òî åñòü äëÿ âñåõ x, y ∈ Fn

2 ïîëó÷àåì〈
x, π−1(0)

〉
⊕ ⟨π(x), y⟩ =

〈
x, π−1(y)

〉
⊕
〈
π−1(y), π−1(0)

〉
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà π äîëæíà áûòü àôôèííîé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ëåâàÿ ÷àñòü ëèíåéíàÿ ïî ïåðåìåííîé y, òîãäà êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ëèíåéíà ïî x. Ïîëîæèì
π(x) = L(x⊕ c), x ∈ Fn

2 , äëÿ íåêîòîðûõ L ∈ GL(n) è c ∈ Fn
2 , òîãäà

⟨x, c⟩ ⊕ ⟨L(x⊕ c), y⟩ =
〈
x, L−1y ⊕ c

〉
⊕
〈
L−1y ⊕ c, c

〉
,

òî åñòü
⟨L(x⊕ c), y⟩ =

〈
x, L−1y

〉
⊕
〈
L−1y, c

〉
⊕ ⟨c, c⟩ . (4)

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî [12, òåîðåìà 1].

4.2. Ê ë à ñ ñ è ô è ê à ö è ÿ ñ à ì î ä ó à ë ü í û õ î á î á ù ¼ í í û õ
á å í ò - ô ó í ê ö è é î ò ÷ å ò û ð ¼ õ ï å ð å ì å í í û õ ä ë ÿ q = 4

â ð à ì ê à õ ã ð ó ï ï û U q
n

Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå èç óòâåðæäåíèÿ 3, ìîæíî óòî÷íèòü èçâåñòíóþ êëàññèôè-
êàöèþ ñàìîäóàëüíûõ îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé îò ÷åòûð¼õ ïåðåìåííûõ äëÿ q = 4,
ïðèâåä¼ííóþ â ðàáîòå [5] è ñîñòîÿùóþ èç âîñüìè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Â [5] ýêâè-
âàëåíòíûìè ñ÷èòàþòñÿ òàêèå ôóíêöèè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà
ïðåîáðàçîâàíèÿìè âèäà (1).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îòîáðàæåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè
ñ âåêòîðàìè çíà÷åíèé (0330302132010110) è (3123231322030300) èç êëàññîâ 4 è 5 (ñì. [5])
ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì

g(x) −→ f(L(x⊕ c)) + q

2
⟨c, x⟩+ d,

ãäå

L =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , c = (1001), d = 3.

Àíàëîãè÷íî, ïðåäñòàâèòåëè (2022220222020200) è (2123230332121210) êëàññîâ 2 è 7
ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì

f(x) −→ f(L(x⊕ c)) + q

2
⟨c, x⟩+ d,

ãäå

L =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , c = (0101), d = 1.

Óòî÷í¼ííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðèâåäåíà â òàáëèöå; âñåãî ñóùåñòâóåò 400 ñàìîäóàëü-
íûõ îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé îò ÷åòûð¼õ ïåðåìåííûõ äëÿ q = 4.
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Êëàññèôèêàöèÿ ñàìîäóàëüíûõ îáîáù¼ííûõ

áåíò-ôóíêöèé îò ÷åòûð¼õ ïåðåìåííûõ äëÿ q = 4

Ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè Ìîùíîñòü êëàññà
0220202022000000 24
2022220222020200 64
0330313133110110 48
0330302132010110 120
1321213122010100 96
0220213023100000 48

4.3. Ó í è ò à ð í û å î ï å ð à ò î ð û è ì í î æ å ñ ò â à ñ à ì î ä ó à ë ü í û õ
è à í ò è ñ à ì î ä ó à ë ü í û õ î á î á ù ¼ í í û õ á å í ò - ô ó í ê ö è é

Îõàðàêòåðèçóåì ýëåìåíòû ãðóïïû U q
n, îïðåäåëÿþùèå âçàèìíî îäíîçíà÷íûå ñîîò-

âåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ñàìîäóàëüíûõ è àíòèñàìîäóàëüíûõ îáîáù¼ííûõ áåíò-
ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Èçìåíåíèåì îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ îòîáðàæåíèé, îïèñàííûõ â óòâåðæäåíèè 3, ìîæ-
íî ¾ïåðåêëþ÷àòü¿ ñîõðàíåíèå (àíòè)ñàìîäóàëüíîñòè íà ñîîòâåòñòâèå äðóãîãî õàðàê-
òåðà:

Óòâåðæäåíèå 5. Îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ, èìåþùèå âèä

f(x) −→ f(L(x⊕ c)) + q

2
⟨c, x⟩+ d, x ∈ Fn

2 ,

ãäå L ∈ On; c ∈ Fn
2 ; wt(c)�íå÷¼òíîå ÷èñëî; d ∈ Zq, îïðåäåëÿþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè SBq,+
n è SBq,−

n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ SBq,+
n ∪ SBq,−

n è f̃ = f + (q/2)ε äëÿ íåêîòîðîãî
ε ∈ F2. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ g(x) = f(L(x ⊕ c)) + (q/2)⟨c, x⟩ + d, ãäå L ∈ On;
c ∈ Fn

2 ; wt(c)�íå÷¼òíîå ÷èñëî; d ∈ Zq, ñïðàâåäëèâî Hg(y) = 2n/2ωg̃(y)+q/2, y ∈ Fn
2 .

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü

Ñëåäñòâèå 3. Ñïðàâåäëèâî
∣∣SBq,+

n

∣∣ = ∣∣SBq,−
n

∣∣.
Àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 4, óñòàíîâèì âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè

îòîáðàæåíèÿìè, à òàêæå ìàòðèöàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè òàêèì èçîìåòðè÷íûì îòîá-
ðàæåíèÿì:

Óòâåðæäåíèå 6. Îïåðàòîð φπ,g ∈ U q
n ñ ìàòðèöåé U îïðåäåëÿåò âçàèìíî îä-

íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè SBq,+ è SBq,−, åñëè è òîëüêî åñëè
UHn = −HnU .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè HnA = −AHn, òî
äëÿ ëþáûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðîâ F,G ôóíêöèé f ∈ SB+

q (n) è g ∈ SB−
q (n)

ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ

Hn(AF ) = −A (HnF ) = −AF, Hn(AG) = −A (HnG) = AG,

ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè SBq,+

n è SBq,−
n .

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 4.

Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû U q
n, îïðåäåëÿþùèõ âçàèì-

íî îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ñàìîäóàëüíûõ è àíòèñàìîäóàëüíûõ
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îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, èñ÷åðïûâàåòñÿ îòîáðàæåíèÿìè, îïèñàí-
íûìè â óòâåðæäåíèè 5. Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé áóëåâûõ ôóíêöèé ðàíåå èçó÷åí â ðàáî-
òå [12], ãäå äîêàçàíî, ÷òî èçîìåòðè÷íûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé
îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ, èìåþùèå âèä

f(x) −→ f(π(x))⊕ g(x) x ∈ Fn
2 ,

îïðåäåëÿþò âçàèìíî îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè ñàìîäóàëüíûõ è
àíòèñàìîäóàëüíûõ áåíò-ôóíêöèé, åñëè è òîëüêî åñëè

π(x) = L(x⊕ c), g(x) = ⟨c, x⟩ ⊕ d, x ∈ Fn
2 ,

ãäå L ∈ On; c ∈ Fn
2 ; wt(c)�íå÷¼òíîå ÷èñëî; d ∈ F2.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò õàðàêòåðèçóåò âñå ýëåìåíòû ãðóïïû U q
n, îïðåäåëÿþùèå âçà-

èìíî îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè SBq,+
n è SBq,−

n .

Òåîðåìà 4. Îïåðàòîð φπ,g ∈ U q
n îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó ìíîæåñòâàìè SBq,+
n è SBq,−

n , åñëè è òîëüêî åñëè

π(x) = L(x⊕ c), g(x) =
q

2
⟨c, x⟩+ d, x ∈ Fn

2 ,

ãäå L ∈ On; c ∈ Fn
2 ; wt(c)�íå÷¼òíîå ÷èñëî; d ∈ Zq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 5.
Ïóñòü U �ìàòðèöà îïåðàòîðà φπ,g ∈ U q

n, îïðåäåëÿþùåãî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè SBq,+

n è SBq,+
n . Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3,

èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ

(UHn)i+1,j+1 = ωg(vi)(−1)⟨π(vi),vj⟩,

(HnU)i+1,j+1 = (−1)⟨vi,π
−1(vj)⟩ωg(π−1(vj)),

ñïðàâåäëèâûå äëÿ âñåõ i, j ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}.
Èç óòâåðæäåíèÿ 6 ñëåäóåò, ÷òî UHn = −HnU , îòêóäà ïîëó÷àåì (UHn)i+1,j+1 =

= − (HnU)i+1,j+1 äëÿ âñåõ i, j ∈ {0, 1, . . . , 2n−1}. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèå

−ωg(vi)(−1)⟨π(vi),vj⟩ = (−1)⟨vi,π
−1(vj)⟩ωg(π−1(vj))

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

g(x) +
q

2
⟨π(x), y⟩+ q

2
=
q

2

〈
x, π−1(y)

〉
+ g

(
π−1(y)

)
äëÿ âñåõ x, y ∈ Fn

2 , ïðè ýòîì âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â êîëüöå Zq.
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3 ñ îòëè÷èåì â ñî-

îòíîøåíèè (4):

⟨L(x⊕ c), y⟩ =
〈
x, L−1y

〉
⊕
〈
L−1y, c

)
⟩ ⊕ ⟨c, c⟩ ⊕ 1,

è âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèè g:

g(x) =
q

2
⟨c, x⟩+ g(c) +

q

2
, x ∈ Fn

2 ,

ïðè ýòîì çíà÷åíèå g(c) ìîæíî ôèêñèðîâàòü ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì êîëüöà Zq.
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4.4. È ò î ã è

Ïóñòü n ⩾ 4�÷¼òíîå ÷èñëî è φπ,g ∈ U q
n � îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé U , à èìåííî:

φπ,g : f(x) −→ f(π(x)) + g(x),

ãäå π�ïîäñòàíîâêà íà Fn
2 è g� îáîáù¼ííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ. Ìàò-

ðèöà U åñòü 

π (vi)

0
...
0

(i+ 1) 0 . . . 0 ωg(vi) 0 . . . 0
0
...
0


.

Çäåñü, êàê è ðàíåå, v0,v1, . . . ,v2n−1 � âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Fn
2 â ëåêñèêîãðàôè÷å-

ñêîì ïîðÿäêå; â ñòðîêå ñ íîìåðîì (i+ 1) ∈ {1, 2, . . . , 2n} íåíóëåâîé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ
â ñòîëáöå ñ íîìåðîì (j + 1), ãäå j � ÷èñëî ñ äâîè÷íîé çàïèñüþ π (vi). Òîãäà:

I. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) φπ,g ñîõðàíÿåò ñàìîäóàëüíîñòü;
2) φπ,g ñîõðàíÿåò àíòèñàìîäóàëüíîñòü;
3) π(x) = L(x⊕ c), g(x) = (q/2)⟨c, x⟩+ d, ãäå L ∈ On; c ∈ Fn

2 ; wt(c)�÷¼òíîå ÷èñëî;
d ∈ Zq;

4) UHn = HnU .

II. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) φπ,g îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè SBq,+

è SBq,−;
2) π(x) = L(x ⊕ c), g(x) = (q/2)⟨c, x⟩ + d, ãäå L ∈ On; c ∈ Fn

2 ; wt(c)�íå÷¼òíîå
÷èñëî; d ∈ Zq;

3) UHn = −HnU .

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèè ñàìîäóàëüíûõ
îáîáù¼íûõ áåíò-ôóíêöèé îò n ⩾ 4 ïåðåìåííûõ íà îñíîâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ðàñøè-
ðåííîãî àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ, óïîìÿíóòîãî â óòâåðæäåíèè 3, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
îáùèì â ðàìêàõ ãðóïïû U q

n.

5. Îòîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà

Åù¼ îäíèì èçîìåòðè÷íûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùèì ñàìîäóàëüíîñòü, ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæå-
íèå, ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà. Â òåð-
ìèíàõ ôóíêöèé îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

f(x) −→ q − f(x), x ∈ Fn
2 , (5)

èëè, êðàòêî, f → (−f) mod q. Ôóíêöèþ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð êîòîðîé êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæ¼í õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó âåêòîðó ôóíêöèè f , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f .

Óòâåðæäåíèå 7. Îòîáðàæåíèå (5) ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷íûì, ïåðåâîäèò êàæäóþ
îáîáù¼ííóþ áåíò-ôóíêöèþ â îáîáù¼ííóþ áåíò-ôóíêöèþ è, êðîìå òîãî, ñîõðàíÿåò (àí-
òè)ñàìîäóàëüíîñòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîõðàíåíèå (àíòè)ñàìîäóàëüíîñòè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìàò-
ðèöà Ñèëüâåñòðà �Àäàìàðà ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé.

Íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ (5) ÿâëÿþòñÿ îáîáù¼ííûå áóëåâû ôóíêöèè
ñ âåùåñòâåííûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè âåêòîðàìè, è òîëüêî îíè. Òàêèå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèå âåêòîðû èìåþò, î÷åâèäíî, òîëüêî îáîáù¼ííûå áóëåâû ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìûå

â âèäå
q

2
f , ãäå f �íåêîòîðàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îò òîãî æå ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, â áóëåâîì ñëó÷àå äàííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì è
íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, òîãäà êàê äëÿ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îíî ïðåäëàãà-
åò ðÿä îòîáðàæåíèé, îòëè÷íûõ îò ïðåäëîæåííûõ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå îïðåäåëÿåò àíòèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïîýòîìó
åìó íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íèêàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð C2n → C2n è, ñëåäîâàòåëü-
íî, íèêàêîé ýëåìåíò èññëåäîâàííîé ãðóïïû U q

n.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äàííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îòîáðàæåíèé

âèäà f → (γ · f) mod q äëÿ γ ∈ Z∗
q, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â [6].

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé âèä îòîáðàæåíèé òèïà (5), à èìåííî îòîáðàæåíèÿ

f(x) −→ −f(π(x)) + g(x), x ∈ Fn
2 , (6)

ãäå π�ïîäñòàíîâêà íà ïðîñòðàíñòâå Fn
2 è g� îáîáù¼ííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðå-

ìåííûõ. Äàííàÿ ôîðìà îòîáðàæåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïåðåä ôóíêöèåé f
àíàëîãè÷íà ôîðìå, óïîìÿíóòîé â òåîðåìå 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåðíî

Óòâåðæäåíèå 8. Îòîáðàæåíèå âèäà (6) îïðåäåëÿåò èçîìåòðèþ â ìåòðèêàõ Õýì-
ìèíãà è Ëè íà ìíîæåñòâå âñåõ îáîáù¼ííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò õàðàêòåðèçóåò âñå îòîáðàæåíèÿ âèäà (6), ñîõðàíÿþùèå (àí-
òè)ñàìîäóàëüíîñòü îáîáù¼ííîé áåíò-ôóíêöèè.

Òåîðåìà 5. Îòîáðàæåíèå âèäà (6) ñîõðàíÿåò (àíòè)ñàìîäóàëüíîñòü, åñëè è òîëü-
êî åñëè

π(x) = L(x⊕ c), g(x) =
q

2
⟨c, x⟩+ d, x ∈ Fn

2 ,

ãäå L ∈ On; c ∈ Fn
2 ; wt(c)�÷¼òíîå ÷èñëî; d ∈ Zq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå óêàçàííîãî òèïà,
ïóñòü îíî îòîáðàæàåò ôóíêöèþ f ∈ SBq,+

n â íåêîòîðóþ ôóíêöèþ h ∈ SBq,+
n , òî åñòü

f(x) −→ h(x) = −f(π(x)) + g(x), x ∈ Fn
2 .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7, ôóíêöèÿ h òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäóàëüíîé, îíà èìååò âèä

h(x) = f(π(x))− g(x), x ∈ Fn
2 ,

ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ôóíêöèè f , äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
φπ,−g ∈ U q

n.

Òàêèì îáðàçîì, ñàìîé îáùåé ôîðìîé èçîìåòðè÷íûõ îòîáðàæåíèé, ðàññìîòðåííûõ
â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ:

f(x) −→ γ · f(π(x)) + g(x), x ∈ Fn
2 ,

ãäå γ ∈ {1, q−1}; π�ïîäñòàíîâêà íà ïðîñòðàíñòâå Fn
2 ; g� îáîáù¼ííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ

îò n ïåðåìåííûõ.
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Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåíî íîâîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ñàìîäóàëüíîñòü îáîáù¼ííîé áåíò-

ôóíêöèè. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äåéñòâèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà íà ìíîæåñòâå îáîáù¼í-
íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ ñâîèìè õàðàêòåðèñòè÷åñêè-
ìè âåêòîðàìè. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ îïèñàíû
âñå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ñàìîäóàëüíîñòü. Ðàññìîòðåí êëàññ îòîáðàæåíèé, îïðå-
äåëÿåìûõ ñîïðÿæåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà. Èíòåðåñíûì äëÿ äàëüíåéøåãî
èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñàìîäóàëüíûõ
îáîáù¼ííûõ áåíò-ôóíêöèé.
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