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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå êðèïòîàíàëèòè÷åñêîé îáðàòèìîñòè ôóíêöèè ïî ïåðå-
ìåííîé, åãî ñâÿçü ñ äðóãèìè ïîíÿòèÿìè. Äîêàçàíû êðèòåðèè êðèïòîàíàëèòè÷å-
ñêîé îáðàòèìîñòè äëÿ ôóíêöèé îò äâóõ è òð¼õ àðãóìåíòîâ. Ñôîðìóëèðîâàíû àë-
ãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ è ãåíåðàöèè îáðàòèìûõ ôóíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòèìîñòü ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé, êðèïòîàíàëèòè÷åñêàÿ
îáðàòèìîñòü, êðèòåðèé îáðàòèìîñòè, ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ.

ON CRYPTANALYTIC INVERTIBILITY OF DISCRETE FUNCTIONS

I. A. Pankratova, A.D. Sorokoumova

Tomsk State University, Tomsk, Russia

The function g(x1, . . . , xn) is invertible with respect to the variable xk of type
K1 . . .Kn, where k ∈ {1, . . . , n}, Ki ∈ {∃, ∀} and Kk = ∀, if there exists a reco-
very function f such that the invertibility condition is true:

K1x1 . . .Knxn
(
f(g(x1, . . . , xn)) = xk

)
.

Criteria for cryptanalytic invertibility of functions g : D1 ×D2 ×D3 → D are proven:
1) a function g is invertible with respect to the variable x1 of the type ∀∀∃ iff there is
a mapping φ : D1 ×D2 → D3 such that the following condition is satisfied:

∀a, c ∈ D1 ∀b, d ∈ D2

(
a ̸= c ⇒ g(a, b, φ(a, b)) ̸= g(c, d, φ(c, d))

)
;

2) a function g is invertible with respect to the variable x1 of the type ∀∃∀ iff there is
a mapping φ : D1 → D2 such that the following condition is satisfied:

∀a, c ∈ D1 ∀b, d ∈ D3

(
a ̸= c ⇒ g(a, φ(a), b) ̸= g(c, φ(c), d)

)
;

3) a function g is invertible with respect to the variable x3 of the type ∀∃∀ iff there is
a mapping φ : D1 → D2 such that the following condition is satisfied:

∀a, c ∈ D1 ∀b, d ∈ D3

(
b ̸= d ⇒ g(a, φ(a), b) ̸= g(c, φ(c), d)

)
;

4) a function g is invertible with respect to the variable x2 of the type ∃∀∀ iff there is
a ∈ D1 such that the following condition is satisfied (G(a,b) = {g(a, b, x3) : x3 ∈ D3}):

∀b, d ∈ D2

(
b ̸= d ⇒ G(a,b) ∩G(a,d) = ∅

)
;

5) a function g is invertible with respect to the variable x2 of the type ∃∀∃ iff there
are a ∈ D1 and a mapping φ : D2 → D3 such that the following condition is satisfied:

∀b, d ∈ D2

(
b ̸= d ⇒ g(a, b, φ(b)) ̸= g(a, d, φ(d))

)
.
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Algorithms for constructing a recovery function and generating invertible functions
are formulated too.

Keywords: cryptanalytic invertibility, invertibility criterion, recovery function.

Ââåäåíèå
Ïîíÿòèå êðèïòîàíàëèòè÷åñêîé îáðàòèìîñòè ôóíêöèè ââåäåíî Ã.Ï. Àãèáàëîâûì

â [1, 2] êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ¾îáû÷íîé¿ îáðàòèìîñòè ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1 [2]. Ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) îáðàòèìà ïî ïåðåìåííîé xk òèïà
K1 . . . Kn, ãäå k ∈ {1, . . . , n}, Ki ∈ {∃,∀} è Kk = ∀, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ f , òàêàÿ, ÷òî âåðíà ôîðìóëà (óñëîâèå îáðàòèìîñòè)

K1x1 . . . Knxn
(
f(g(x1, . . . , xn)) = xk

)
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Di ïåðåìåííûõ xi äëÿ âñåõ i =
= 1, . . . , n êîíå÷íû. Òîãäà ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) îáðàòèìà ïî ïåðåìåííîé xk òèïàK1 . . . Kn,
k ∈ {1, . . . , n}, Ki ∈ {∃, ∀} è Kk = ∀, åñëè âûïîëíèìà ôîðìóëà

O1 . . . On

(
f(g(x1, . . . , xn)) = xk

)
, (1)

ãäå Oi =
∨

xi∈Di

, åñëè Ki = ∃; Oi =
∧

xi∈Di

, åñëè Ki = ∀, i = 1, . . . , n. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ,

îáðàùàþùàÿ (1) â èñòèíó, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âîññòàíîâëåíèÿ.

Ðàâíîñèëüíîñòü îïðåäåëåíèé 1 è 2 ñëåäóåò èç âûðàæåíèé êâàíòîðîâ îáùíîñòè è
ñóùåñòâîâàíèÿ íà êîíå÷íîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D = {d1, . . . , dr} ÷åðåç ëîãè÷åñêèå
îïåðàöèè:

∀xP (x) = P (d1) ∧ P (d2) ∧ . . . ∧ P (dr),
∃xP (x) = P (d1) ∨ P (d2) ∨ . . . ∨ P (dr).

Çäåñü P (x)�ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàò.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü n = 2 è áóëåâà ôóíêöèÿ g â îáùåì âèäå çàäàíà â òàáë. 1, ãäå
a, b, c, d ∈ {0, 1}.

Òà á ë è ö à 1

x1 x2 g
0 0 a
0 1 b
1 0 c
1 1 d

Òîãäà ôîðìóëà (1) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

� äëÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∀∀ ïî ïåðåìåííîé x1(
f(a) = 0 ∧ f(b) = 0

)
∧
(
f(c) = 1 ∧ f(d) = 1

)
; (2)

� äëÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∀∃ ïî ïåðåìåííîé x1(
f(a) = 0 ∨ f(b) = 0

)
∧
(
f(c) = 1 ∨ f(d) = 1

)
; (3)
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� äëÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∃∀ ïî ïåðåìåííîé x2(
f(a) = 0 ∧ f(b) = 1

)
∨
(
f(c) = 0 ∧ f(d) = 1

)
. (4)

Ñðàâíèì ñ óñëîâèÿìè êðèòåðèåâ îáðàòèìîñòè ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ [3]
(ñì. äàëåå óòâåðæäåíèå 1):

� äëÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∀∀ ïî ïåðåìåííîé x1 äîëæíî áûòü {a, b} ∩ {c, d} = ∅; î÷å-
âèäíî, ÷òî â ýòîì è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëîâèå ôóíêöèîíàëüíîñòè
äëÿ îòîáðàæåíèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùåãî (2);

� äëÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∀∃ ïî ïåðåìåííîé x1 äîëæíî ñóùåñòâîâàòü òàêîå îòîáðà-
æåíèå φ : {0, 1} → {0, 1}, ÷òî g(0, φ(0)) ̸= g(1, φ(1)). Ôóíêöèþ f , óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ (3), ìîæíî ïîñòðîèòü, åñëè è òîëüêî åñëè {a, b, c, d} = {0, 1}, ò. å. åñëè
g ̸= const. Ïóñòü g(y1, y2) ̸= g(z1, z2). Òîãäà åñëè y1 ̸= z1, òî íóæíîå îòîáðàæåíèå
çàäà¼òñÿ óñëîâèÿìè φ(y1) = y2 è φ(z1) = z2. Åñëè y1 = z1, òî g(ȳ1, 0) ̸= g(y1, y2) èëè
g(ȳ1, 0) ̸= g(y1, z2). Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëîæèì φ(y1) = y2, φ(ȳ1) = 0; âî âòîðîì�
φ(y1) = z2, φ(ȳ1) = 0;

� äëÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∃∀ ïî ïåðåìåííîé x2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
|{a, b}| = 2 èëè |{c, d}| = 2; â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëîæèì f(a) = 0 è f(b) = 1, âî
âòîðîì� f(c) = 0 è f(d) = 1, òåì ñàìûì óñëîâèå (4) áóäåò óäîâëåòâîðåíî.

Ââåä¼ííîå ïîíÿòèå êðèïòîàíàëèòè÷åñêîé îáðàòèìîñòè ôóíêöèè ñâÿçàíî è ñ äðóãè-
ìè èçâåñòíûìè ðàíåå ïîíÿòèÿìè, ïðîÿñíèì ýòó ñâÿçü.

Îïðåäåëåíèå 3 [4, ñ. 31]. Ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) : D1 × . . .×Dn → D èíúåêòèâíà
ïî ïåðåìåííîé xi, i ∈ {1, . . . , n}, åñëè ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an
ïåðåìåííûõ x1, . . . xi−1, xi+1, . . . , xn îòîáðàæåíèå g(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , an) : Di → D
èíúåêòèâíî:

∀a1 ∈ D1 . . . ∀ai−1 ∈ Di−1∀b, c ∈ Di ∀ai+1 ∈ Di+1 . . . ∀an ∈ Dn(
b ̸= c⇒ g(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an) ̸= g(a1, . . . , ai−1, c, ai+1, . . . , an)

)
.

(5)

Óñëîâèå (5) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ f çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííîé xi, íî íå òîëüêî ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè g, êàê â îïðåäåëåíèè 1, à åù¼ è ïî
çíà÷åíèÿì îñòàëüíûõ àðãóìåíòîâ:

∃f∀x1 . . . ∀xn
(
f(g(x1, . . . , xn), x1, . . . xi−1, xi+1, . . . , xn) = xi

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èíúåêòèâíîñòü ôóíêöèè g(x1, . . . , xn) ïî ïåðåìåííîé xi ðàâ-
íîñèëüíà îáðàòèìîñòè òèïà ∀∀ . . . ∀ ïî òîé æå ïåðåìåííîé âåêòîðíîé ôóíêöèè(
g, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn

)
. Åñëè ðàñïðîñòðàíèòü íà ôóíêöèè òåðìèíîëîãèþ [5], ïðè-

ìåí¼ííóþ òàì ê ïîíÿòèþ îáðàòèìîñòè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ, òî ìîæíî â ýòîì ñëó-
÷àå ãîâîðèòü îá îáðàòèìîñòè ôóíêöèè g ñòåïåíè ∀∀ . . . ∀ ïîðÿäêà X \ {xi}, ãäå X =
= {x1, . . . , xn}�ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ôóíêöèè g.

Åù¼ îäíî ïîíÿòèå � ñèëüíî çàâèñèìûõ ôóíêöèé� ïðèìåíèìî â ñëó÷àå, åñëè D1 =
= . . . = Dn = D.

Îïðåäåëåíèå 4 [6]. Ôóíêöèÿ g : Dn → D íàçûâàåòñÿ ñèëüíî çàâèñèìîé, åñëè
äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n íàéä¼òñÿ ôèêñàöèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ, êðîìå xi, ïðè êîòîðîé
ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ôèêñàöèè ôóíêöèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîäñòàíîâêîé.

Èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî: ôóíêöèÿ g ñèëüíî çàâèñèìà, åñëè îíà îáðàòèìà ïî âñåì
ïåðåìåííûì xi, i = 1, . . . , n, ñòåïåíè ∃ . . . ∃︸ ︷︷ ︸

i−1

∀ ∃ . . . ∃︸ ︷︷ ︸
n−i

ïîðÿäêà X \ {xi}.
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Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå 1 â êàêîì-òî ñìûñëå îáîáùàåò ïîíÿòèÿ èíúåêòèâíîé
ïî ïåðåìåííîé è ñèëüíî çàâèñèìîé ôóíêöèè, òàê êàê äîïóñêàåò áîëüøåå ðàçíîîáðàçèå
êâàíòîðíûõ ïðèñòàâîê.

Â [3] ðàññìîòðåí ñëó÷àé n = 2 è äëÿ âñåõ òèïîâ îáðàòèìîñòè ðåøåíû ñëåäóþùèå
çàäà÷è:

1) ðàçðàáîòêà êðèòåðèÿ îáðàòèìîñòè;
2) ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ;
3) ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ãåíåðàöèè îáðàòèìûõ ôóíêöèé.

Â [7] ðåøåíû òå æå çàäà÷è äëÿ ôóíêöèé îò òð¼õ ïåðåìåííûõ äëÿ òåõ òèïîâ îáðà-
òèìîñòè, êîòîðûå íå ñâîäÿòñÿ ê ñëó÷àþ n = 2. Îäíàêî íå âñå êðèòåðèè îáðàòèìîñòè
êîíñòðóêòèâíû, íåêîòîðûå èç íèõ òðåáóþò ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ñ îïðåäåë¼í-
íûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû òðåáóåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòìû
ïîñòðîåíèÿ íóæíûõ îòîáðàæåíèé, à ìîæíî ïîéòè äðóãèì ïóò¼ì: ïðîâåðÿòü âûïîë-
íèìîñòü ôîðìóëû (1), ïîïóòíî ñòðîÿ ôóíêöèþ âîññòàíîâëåíèÿ f . Â äàííîé ðàáîòå
ïðèâåäåíû êîíñòðóêòèâíûå êðèòåðèè îáðàòèìîñòè âñåõ òèïîâ äëÿ ôóíêöèé îò äâóõ è
òð¼õ ïåðåìåííûõ.

1. Êðèòåðèè îáðàòèìîñòè ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè âèäà g : D1 ×D2 → D. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îáðàòè-

ìîñòè ôóíêöèè g(x1, x2) ïî ïåðåìåííîé xk, k ∈ {1, 2}, ÿâëÿåòñÿ |D| ⩾ |Dk|; áóäåì âñþäó
ñ÷èòàòü, ÷òî îíî âûïîëíåíî. Äëÿ ëþáîãî a ∈ D1 îáîçíà÷èì G(a) = {g(a, x2) : x2 ∈ D2}.

Óòâåðæäåíèå 1 [3]. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå êðèòåðèè îáðàòèìîñòè:

1) Ôóíêöèÿ g(x1, x2) îáðàòèìà òèïà ∀∀ ïî ïåðåìåííîé x1, åñëè è òîëüêî åñëè
∀a, b ∈ D1

(
a ̸= b⇒ G(a) ∩G(b) = ∅

)
. (6)

2) Ôóíêöèÿ g(x1, x2) îáðàòèìà òèïà ∃∀ ïî ïåðåìåííîé x2, åñëè è òîëüêî åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîå a ∈ D1, ÷òî

|G(a)| = |D2|. (7)

3) Ôóíêöèÿ g(x1, x2) îáðàòèìà òèïà ∀∃ ïî ïåðåìåííîé x1, åñëè è òîëüêî åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå φ : D1 → D2, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

∀a, b ∈ D1

(
a ̸= b⇒ g(a, φ(a)) ̸= g(b, φ(b))

)
. (8)

Â óòâåðæäåíèè 1 óñëîâèÿ (6) è (7) ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ, à âîò êðèòåðèé îáðàòèìîñòè
òèïà ∀∃ òðåáóåò ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ φ ñî ñâîéñòâîì (8). Ôóíêöèÿ
âîññòàíîâëåíèÿ f : D → D1 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

∀x1∃x2
(
f(g(x1, x2)) = x1

)
. (9)

Åñëè îòîáðàæåíèå φ óäàëîñü íàéòè, òî ôóíêöèÿ f ñòðîèòñÿ òàê:

1) äëÿ âñåõ a ∈ D1 ïîëîæèòü f(g(a, φ(a))) = a;
2) äëÿ êàæäîãî y ∈ D, òàêîãî, ÷òî çíà÷åíèå f(y) íå îïðåäåëåíî íà øàãå 1, âûáðàòü

â êà÷åñòâå f(y) ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå èç D1.

Ôóíêöèîíàëüíîñòü îòíîøåíèÿ f ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, â ñèëó óñëîâèÿ (8), âñå çíà-
÷åíèÿ g(a, φ(a)) äëÿ a ∈ D1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì 1 ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ φ. Ïóñòü D1 = {a1, . . . , an},
D2 = {b1, . . . , bm}, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè g ðàâíî

{g(x1, x2) : x1 ∈ D1, x2 ∈ D2} = {c1, . . . , ck} ⊆ D;
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çàìåòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî, äàæå åñëè D áåñêîíå÷íî: k ⩽ nm.
Áóäåì ñòðîèòü îòîáðàæåíèå φ ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà è îáõîäà åãî â ãëó-

áèíó. Âåðøèíàì i-ãî ÿðóñà, i = 1, . . . , n, ñîïîñòàâèì çíà÷åíèÿ ai; äóãàì, èñõîäÿùèì
èç âåðøèí, � çíà÷åíèÿ bj, j = 1, . . . ,m. Ëèñòüÿ äåðåâà (âåðøèíû (n + 1)-ãî ÿðóñà)

îáîçíà÷èì ¾□¿. Öåëü � íàéòè ïóòü a1
bj1→ a2

bj2→ . . . → an
bjn→ □, òàêîé, ÷òî âñå çíà-

÷åíèÿ g(ai, bji), i = 1, . . . , n, ïîïàðíî ðàçëè÷íû; òîãäà èñêîìîå îòîáðàæåíèå ñòðîèòñÿ
ïî ïðàâèëó φ(ai) = bji , i = 1, . . . , n. Óíèêàëüíîñòü çíà÷åíèé g(ai, bji) áóäåì ïðîâåðÿòü
ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðà v ∈ {0, 1}k; èñïîëüçóåì òàêæå âñïîìîãàòåëü-
íûé ìàññèâ B, ïîëàãàÿ B[i] = j, åñëè φ(ai) = bj â òåêóùåì âàðèàíòå ñòðîÿùåãîñÿ
îòîáðàæåíèÿ φ.

Àëãîðèòì 1. Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ φ äëÿ êðèòåðèÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∀∃
Âõîä: ôóíêöèÿ g : D1 ×D2 → D.
Âûõîä: îòîáðàæåíèå φ : D1 → D2, òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (8).
1: v = (v1 . . . vk) := 0k; i := 1.
2: j := 1.
3: B[i] := j; íàéòè s, òàêîå, ÷òî g(ai, bj) = cs.
4: Åñëè vs = 0, òî

vs := 1.
5: Åñëè i = n, òî

ïåðåéòè ê ï. 19,
6: èíà÷å
7: // ñïóñê ïî äåðåâó
8: i := i+ 1; ïåðåõîä ê ï. 2.
9: // vs = 1⇒ íàäî ïåðåñòðîèòü îòîáðàæåíèå
10: Åñëè j < m, òî
11: j := j + 1; ïåðåõîä ê ï. 3. // ñòðîèì äåðåâî â øèðèíó
12: // èíà÷å � âîçâðàò ïî äåðåâó
13: Åñëè i = 1, òî

âûõîä, îòâåò: ¾Îòîáðàæåíèÿ φ ñî ñâîéñòâîì (8) íå ñóùåñòâóåò¿.
14: Åñëè i > 1, òî
15: i := i− 1; íàéòè s, òàêîå, ÷òî g(ai, bB[i]) = cs; vs := 0; j := B[i] + 1.
16: Åñëè j ⩽ m, òî

ïåðåéòè ê ï. 3,
17: èíà÷å
18: ïåðåéòè ê ï. 13.
19: Ïîëîæèòü φ(ai) = bB[i] äëÿ i = 1, . . . , n; âûõîä.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü D1 = D = {1, 2, 3}, D2 = {1, 2}, ôóíêöèÿ g çàäàíà òàáë. 2.
Òîãäà àëãîðèòì 1 ïîñòðîèò îòîáðàæåíèå φ (òàáë. 3); â ñâîþ î÷åðåäü, ñ åãî ïîìîùüþ
ïîëó÷èì ôóíêöèþ âîññòàíîâëåíèÿ f (òàáë. 4). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f
âûïîëíåíî óñëîâèå (9):

f(g(1, 1)) = f(1) = 1; f(g(2, 2)) = f(3) = 2; f(g(3, 2)) = f(2) = 3.
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Òà á ë è ö à 2

x1 x2 g(x1, x2)
1 1 1
1 2 1
2 1 2
2 2 3
3 1 1
3 2 2

Òà á ë è ö à 3

a ∈ D1 φ(a)
1 1
2 2
3 2

Òà á ë è ö à 4

a ∈ D f(a)
1 1
2 3
3 2

Ðàñìîòðèì òåïåðü âòîðîé ñïîñîá � ïî ñóòè àëüòåðíàòèâíûé êðèòåðèé îáðàòèìîñòè,
ñîñòîÿùèé â ïîñòðîåíèè ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ f ¾íàïðÿìóþ¿� áåç ïîèñêà îòîáðà-
æåíèÿ φ. Óñëîâèå (9) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû∧

x1∈D1

∨
x2∈D2

(
f(g(x1, x2)) = x1

)
. (10)

Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì 2 íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ f , óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé (10).

Àëãîðèòì 2. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ f äëÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∀∃
Âõîä: ôóíêöèÿ g : D1 ×D2 → D, D1 = {a1, . . . , an}.
Âûõîä: ìíîæåñòâî F , çàäàþùåå (âîçìîæíî, ÷àñòè÷íî) ôóíêöèþ âîññòàíîâëåíèÿ, óäî-

âëåòâîðÿþùóþ (10), èëè îòâåò ¾Ôóíêöèÿ g íå îáðàòèìà òèïà ∀∃ ïî ïåðåìåííîé x1¿.
1: Ïîñòðîèòü êîðåíü äåðåâà ñ ìåòêîé F = ∅, îáúÿâèòü åãî òåêóùèì óçëîì; i := 1.
2: Ïîñòðîèòü ïîòîìêîâ òåêóùåãî óçëà (óçëà ñ ìåòêîé F ) íà i-ì ÿðóñå ïî ïðàâèëó:
3: Äëÿ âñåõ x ∈ G(ai):
4: Åñëè x /∈ F1, òî

äîáàâèòü ïîòîìêà ñ ìåòêîé F ∪ {(x, ai)}.
5: Åñëè äîáàâëåí õîòÿ áû îäèí ïîòîìîê, òî
6: îáúÿâèòü ïåðâîãî èç íèõ òåêóùèì óçëîì; i := i+ 1.
7: Åñëè i = n+ 1, òî
8: // âñå ÿðóñû ïðîéäåíû

âûõîä, îòâåò � F (ìåòêà òåêóùåãî óçëà),
9: èíà÷å
10: ïåðåéòè ê ï. 2;
11: èíà÷å
12: i := i− 1; îáúÿâèòü òåêóùèì ïðåäêà òåêóùåãî óçëà.
13: Åñëè ó íåãî åñòü íåðàññìîòðåííûå ïîòîìêè, òî
14: îáúÿâèòü î÷åðåäíîãî èç íèõ òåêóùèì óçëîì, i := i+ 1; ïåðåéòè ê ï. 2;
15: èíà÷å
16: Åñëè i > 0, òî

ïåðåéòè ê ï. 12;
17: èíà÷å
18: // âåðíóëèñü â êîðåíü è ðàññìîòðåëè âñåõ åãî ïîòîìêîâ

âûõîä, îòâåò ¾Ôóíêöèÿ g íå îáðàòèìà òèïà ∀∃ ïî ïåðåìåííîé x1¿.

Ôóíêöèÿ f ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îáõîäà äåðåâà â ãëóáèíó. Óçëàì ñîïîñòàâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâà ïàð F = {(x, y)} ⊆ D ×D1, ãäå f(x) = y äëÿ èñêîìîé ôóíêöèè f . Êîðåíü
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äåðåâà � óçåë íóëåâîãî ÿðóñà ñ ìåòêîé ∅; îñòàëüíûå ÿðóñû ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì
a ∈ D1. Îáîçíà÷èì: F1 �ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà F ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå: F1 =

{
x :

∃y
(
(x, y) ∈ F

)}
. Öåëü � íàéòè ïóòü äëèíû |D1|, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå ÿðóñû, òàêîé,

÷òî äëÿ ìåòêè ëèñòà âûïîëíåíî óñëîâèå ôóíêöèîíàëüíîñòè: |F1| = |F |; èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, � ïåðâûå ýëåìåíòû â ïàðàõ èç F ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ñòðîèòñÿ òîãäà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïîëàãàåì f(x) = y äëÿ âñåõ (x, y) ∈ F ;
2) äëÿ x /∈ F1 âûáèðàåì â êà÷åñòâå f(x) ëþáûå çíà÷åíèÿ èç D1.

Ïðèìåð 3. Äåðåâî, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì 2 äëÿ ôóíêöèè g èç ïðèìåðà 2, ïðåä-
ñòàâëåíî íà ðèñ. 1. Ïî ìåòêå ëèñòà íà òðåòüåì ÿðóñå ñòðîèòñÿ òà æå ôóíêöèÿ f (òàáë. 4).

∅

{(1,1)}

{(1,1), (2,2)} {(1,1), (3,2)}

{(1,1), (3,2), (2,3)}

a1 = 1

a2 = 2

a3 = 3

Ðèñ. 1. Èëëþñòðàöèÿ àëãîðèòìà 2

2. Êðèòåðèè îáðàòèìîñòè ôóíêöèé îò òð¼õ ïåðåìåííûõ
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè âèäà

g : D1 ×D2 ×D3 → D. (11)

Âñå òèïû îáðàòèìîñòè ôóíêöèé îò òð¼õ ïåðåìåííûõ ïåðå÷èñëåíû â òàáë. 5. Ïåðâûé,
÷åòâ¼ðòûé è ñåäüìîé òèïû ýêâèâàëåíòíû îáðàòèìîñòè ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ, òàê êàê, íàïðèìåð, ôóíêöèþ g âèäà (11) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ
g : D1 × (D2 ×D3)→ D (äëÿ ïåðâîãî è ÷åòâ¼ðòîãî òèïîâ) èëè g : (D1 ×D2)×D3 → D
(äëÿ ñåäüìîãî òèïà). Çàìåòèì, ÷òî òèïû ∀∀∃ è ∃∀∀, íåñìîòðÿ íà ñòîÿùèå ðÿäîì êâàí-
òîðû âñåîáùíîñòè, íå ñâîäÿòñÿ ê îáðàòèìîñòè ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ, òàê êàê
âîññòàíàâëèâàåòñÿ çíà÷åíèå òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé.

Òà á ë è ö à 5

� ï/ï Òèï îáðàòèìîñòè Ïî ïåðåìåííûì Ýêâ. òèï äëÿ n = 2
1 ∀∀∀ x1 ∀∀
2 ∀∀∃ x1 −
3 ∀∃∀ x1, x3 −
4 ∀∃∃ x1 ∀∃
5 ∃∀∀ x2 −
6 ∃∀∃ x2 −
7 ∃∃∀ x3 ∃∀

Êðîìå òîãî, ââèäó êîììóòàòèâíîñòè îäíîèì¼ííûõ êâàíòîðîâ íåò ñìûñëà îòäåëüíî
ðàññìàòðèâàòü îáðàòèìîñòü ïî ðàçíûì ïåðåìåííûì äëÿ âòîðîãî è ïÿòîãî òèïîâ. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèé îò òð¼õ ïåðåìåííûõ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òèïû îáðàòèìîñòè
∀∀∃ (ïî ïåðåìåííîé x1); ∀∃∀ (ïî ïåðåìåííûì x1 è x3); ∃∀∀ è ∃∀∃ (ïî ïåðåìåííîé x2).



44 È.À. Ïàíêðàòîâà, À.Ä. Ñîðîêîóìîâà

Â ðàáîòå [7] ñôîðìóëèðîâàíû áåç äîêàçàòåëüñòâ êðèòåðèè îáðàòèìîñòè è ñïîñî-
áû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ âñåõ ïÿòè ñëó÷àåâ, à òàêæå àëãîðèòì
ãåíåðàöèè ôóíêöèè, îáðàòèìîé òèïà ∀∀∃, òàêæå áåç äîêàçàòåëüñòâà åãî ïîëíîòû è
êîððåêòíîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû âñå óòâåðæäåíèÿ è àëãîðèòìû ñ ïîëíûìè
äîêàçàòåëüñòâàìè è ïðèìåðàìè.

2.1. Î á ð à ò è ì î ñ ò ü ò è ï à ∀∀∃ ï î ï å ð å ì å í í î é x1

Ôóíêöèÿ g(x1, x2, x3) ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé òèïà ∀∀∃ ïî ïåðåìåííîé x1, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèÿ f : D → D1, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀x1∀x2∃x3
(
f(g(x1, x2, x3)) = x1

)
. (12)

Óñëîâèå (12) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû∧
x1∈D1

∧
x2∈D2

∨
x3∈D3

(
f(g(x1, x2, x3)) = x1

)
. (13)

Óòâåðæäåíèå 2 (êðèòåðèé îáðàòèìîñòè òèïà ∀∀∃ [7]). Ôóíêöèÿ g : D1 × D2 ×
×D3 → D îáðàòèìà òèïà ∀∀∃ ïî ïåðåìåííîé x1, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
îòîáðàæåíèå φ : D1 ×D2 → D3, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀a, c ∈ D1 ∀b, d ∈ D2

(
a ̸= c ⇒ g(a, b, φ(a, b)) ̸= g(c, d, φ(c, d))

)
. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ f : D→D1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (13),
ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) f(g(a, b, φ(a, b))) = a äëÿ âñåõ a ∈ D1, b ∈ D2;
2) f(x) ðàâíà ëþáîìó çíà÷åíèþ èç D1 äëÿ òåõ x ∈ D, çíà÷åíèÿ íà êîòîðûõ íå

îïðåäåëåíû íà øàãå 1.

Ôóíêöèîíàëüíîñòü îòíîøåíèÿ f ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (14).
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé g è f âûïîëíåíî óñëîâèå (12). Äëÿ âñåõ

x1 ∈ D1, x2 ∈ D2 ïîëîæèì φ(x1, x2) = x3, òàêîìó, ÷òî f(g(x1, x2, x3)) = x1. Òîãäà

∀a, c ∈ D1 ∀b, d ∈ D2

(
a ̸= c ⇒ f(g(a, b, φ(a, b))) ̸= f(g(c, d, φ(c, d)))

)
,

îòêóäà ââèäó ôóíêöèîíàëüíîñòè f ïîëó÷àåì (14).
Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.

Êàê âèäíî, êðèòåðèé íåêîíñòðóêòèâåí. Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì 3, êîòîðûé íà-
õîäèò ôóíêöèþ âîññòàíîâëåíèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùóþ (13), áåç ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæå-
íèÿ φ.

Ôóíêöèÿ f ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îáõîäà äåðåâà â ãëóáèíó. Âåðøèíàì (óçëàì) ñî-
ïîñòàâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ïàð F = {(x, y)} ⊆ D × D1, ãäå f(x) = y äëÿ èñêî-
ìîé ôóíêöèè f ; ÿðóñû äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì (a, b) ∈ D1 × D2. Îáîçíà÷èì:
G(a,b) = {g(a, b, x3) : x3 ∈ D3}; F1 �ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà F ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå:
F1 = {x : ∃y (x, y) ∈ F}. Öåëü � íàéòè ïóòü äëèíû |D1| · |D2|, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå
ÿðóñû, òàêîé, ÷òî äëÿ ìåòêè ëèñòà âûïîëíåíî óñëîâèå ôóíêöèîíàëüíîñòè: |F1| = |F |;
èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, � ïåðâûå ýëåìåíòû â ïàðàõ èç F ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ôóíêöèÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ñòðîèòñÿ òîãäà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïîëàãàåì f(x) = y äëÿ âñåõ (x, y) ∈ F ;
2) äëÿ x /∈ F1 âûáèðàåì â êà÷åñòâå f(x) ëþáûå çíà÷åíèÿ èç D1.
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Àëãîðèòì 3. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ f äëÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∀∀∃
Âõîä: ôóíêöèÿ g : D1 ×D2 ×D3 → D.
Âûõîä: ìíîæåñòâî F , çàäàþùåå (âîçìîæíî, ÷àñòè÷íî) ôóíêöèþ âîññòàíîâëåíèÿ, óäî-

âëåòâîðÿþùóþ (13), èëè îòâåò ¾Ôóíêöèÿ g íå îáðàòèìà òèïà ∀∀∃ ïî ïåðåìåí-
íîé x1¿.

1: Ñòàðòóåì ñ êîðíÿ äåðåâà, åãî ìåòêà � F = ∅.
2: Ñòðîèì ïîòîìêîâ òåêóùåãî óçëà íà ñëåäóþùåì ÿðóñå (a, b) ïî ïðàâèëó:
3: Äëÿ âñåõ x ∈ G(a,b):
4: Åñëè x /∈ F1, òî

äîáàâëÿåì ïîòîìêà ñ ìåòêîé F ∪ {(x, a)}.
5: Åñëè x ∈ F1, òî
6: åñëè (x, a) ∈ F , òî óäàëÿåì âñåõ ïîòîìêîâ òåêóùåãî óçëà, äîáàâëÿåì ïîòîìêà

ñ ìåòêîé F , îáúÿâëÿåì åãî òåêóùèì óçëîì, ïåðåõîäèì ê øàãó 2;
èíà÷å íå äîáàâëÿåì ïîòîìêà.

7: Åñëè äîáàâëåí õîòÿ áû îäèí ïîòîìîê, òî
8: îáúÿâëÿåì ïåðâîãî èç íèõ òåêóùèì óçëîì.
9: Åñëè âñå ÿðóñû ïðîéäåíû, òî
10: âûõîä, îòâåò � F (ìåòêà òåêóùåãî óçëà),
11: èíà÷å ïåðåõîäèì ê øàãó 2;
12: èíà÷å âîçâðàùàåìñÿ ïî ïóòè ê êîðíþ äî áëèæàéøåé òî÷êè âåòâëåíèÿ (óçëà,

èìåþùåãî íåðàññìîòðåííûõ ïîòîìêîâ), îáúÿâëÿåì î÷åðåäíîãî ïîòîìêà òåêóùèì
óçëîì, ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

13: Åñëè âåðíóëèñü â êîðåíü è ðàññìîòðåëè âñåõ åãî ïîòîìêîâ, òî
14: âûõîä, îòâåò ¾Ôóíêöèÿ g íå îáðàòèìà òèïà ∀∀∃ ïî ïåðåìåííîé x1¿.

Êîììåíòàðèé ê øàãó 6 àëãîðèòìà 3: åñëè óçåë èìååò ïîòîìêîâ ñ ìåòêàìè F ′ è F ,
òàêèìè, ÷òî F ⊂ F ′, òî ïåðâûé ïîòîìîê ¾èçáûòî÷åí¿: åãî ìîæíî óäàëèòü èç äåðåâà
áåç ïîòåðè ðåøåíèÿ, òàê êàê F ′ çàäà¼ò áîëåå æ¼ñòêèå òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèè f , ÷åì F ,
è ýòè ìíîæåñòâà òðåáîâàíèé ñâÿçàíû îïåðàöèåé äèçúþíêöèè. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïðè-
ìåíåíèþ çàêîíà ïîãëîùåíèÿ AB ∨ A = A â ôîðìóëå (13).

Ïðèìåð 4. Ïóñòü D1 = {1, 2, 3}, D2 = {4, 5}, D3 = {0, 1}, D = {0, 1, 4, 5} è
ôóíêöèÿ g çàäàíà â òàáë. 6. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî äåðåâî, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì 3;
â òàáë. 7 � ïîëó÷èâøàÿñÿ ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ.

Òà á ë è ö à 6

x1 x2 x3 g
1 4 0 0
1 4 1 1
1 5 0 4
1 5 1 0
2 4 0 1
2 4 1 4
2 5 0 0
2 5 1 4
3 4 0 1
3 4 1 0
3 5 0 5
3 5 1 0

Òà á ë è ö à 7

x f(x)
0 1
1 3
4 2
5 3
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∅

{(0,1)}

{(0,1)}

{(0,1), (1,2)}

{(0,1), (1,2), (4,2)}

{(0,1), (4,2)}

{(0,1), (4,2)}

{(0,1), (4,2), (1,3)}

{(0,1), (4,2), (1,3), (5,3)}

{(1,1)}
(a, b)

(1, 4)

(1, 5)

(2, 4)

(2, 5)

(3, 4)

(3, 5)

Ðèñ. 2. Èëëþñòðàöèÿ àëãîðèòìà 3

Àëãîðèòì 4 çàäà¼ò ñïîñîá ãåíåðàöèè ôóíêöèè g : D1 × D2 × D3 → D, îáðàòèìîé
òèïà ∀∀∃ ïî ïåðåìåííîé x1.

Àëãîðèòì 4. Ãåíåðàöèÿ ôóíêöèè, îáðàòèìîé òèïà ∀∀∃ ïî ïåðåìåííîé x1 [7]
1: Ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà D íà êëàññû Ha, a ∈ D1.
2: Äëÿ âñåõ a ∈ D1:
3: Äëÿ âñåõ b ∈ D2:
4: âûáðàòü y ∈ D3, z ∈ Ha;
5: ïîëîæèòü g(a, b, y) := z.
6: Äëÿ âñåõ x3 ∈ D3 \ {y}:
7: âûáðàòü â êà÷åñòâå g(a, b, x3) ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå s ∈ D.

Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà 4: ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå φ, ãäå φ(a, b) ðàâíî çíà÷åíèþ z,
âûáðàííîìó äëÿ ýòèõ a, b íà øàãå 4. Òîãäà äëÿ ýòîãî φ è ïîñòðîåííîé ôóíêöèè g
âûïîëíåíî óñëîâèå (14), ïîñêîëüêó äëÿ ðàçíûõ a, c ∈ D1 áëîêè ðàçáèåíèÿ Ha è Hc íå
ïåðåñåêàþòñÿ, à çíà÷èò, g(a, b, φ(a, b)) ̸= g(c, d, φ(c, d)) äëÿ ëþáûõ b, d ∈ D2.

Ïîëíîòà àëãîðèòìà 4: ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè g è îòîáðàæåíèÿ φ âûïîë-
íåíî óñëîâèå (14). Îáîçíà÷èì G

(a)
φ = {g(a, b, φ(a, b)) : b ∈ D2}; èç (14) ñëåäóåò, ÷òî

ìíîæåñòâà G
(a)
φ äëÿ a ∈ D1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó â øàãå 1 àëãîðèòìà 4

ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà D ìîæåò áûòü âûáðàíî òàê, ÷òî G
(a)
φ ⊆ Ha äëÿ âñåõ a ∈ D1. Òî-

ãäà èìåííî ôóíêöèÿ g áóäåò ïîñòðîåíà àëãîðèòìîì 4 ïðè âûáîðå çíà÷åíèé y = φ(a, b)

è z = g(a, b, y) ∈ G(a)
φ â øàãå 4 è çíà÷åíèé g(a, b, x3) â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùèõ ¾ïðî-

èçâîëüíûõ¿ â øàãå 7.
Ïîëíîòà è êîððåêòíîñòü àëãîðèòìîâ ãåíåðàöèè îáðàòèìûõ ôóíêöèé äëÿ îñòàëüíûõ

òèïîâ îáðàòèìîñòè (àëãîðèòìû 6, 8�10) äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

2.2. Î á ð à ò è ì î ñ ò ü ò è ï à ∀∃∀ ï î ï å ð å ì å í í î é x1

Ôóíêöèÿ g(x1, x2, x3) îáðàòèìà òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x1, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ f : D → D1, òàêàÿ, ÷òî

∀x1∃x2∀x3
(
f(g(x1, x2, x3)) = x1

)
. (15)
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Óòâåðæäåíèå 3 (êðèòåðèé îáðàòèìîñòè òèïà ∀∃∀ ïî x1 [7]). Ôóíêöèÿ g : D1 ×
×D2 ×D3 → D îáðàòèìà òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x1, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå îòîáðàæåíèå φ : D1 → D2, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

∀a, c ∈ D1 ∀b, d ∈ D3

(
a ̸= c ⇒ g(a, φ(a), b) ̸= g(c, φ(c), d)

)
. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ f : D→D1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (15),
ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) f(g(a, φ(a), b)) = a äëÿ âñåõ a ∈ D1, b ∈ D3;
2) f(x) ðàâíà ëþáîìó çíà÷åíèþ èç D1 äëÿ òåõ x ∈ D, çíà÷åíèÿ íà êîòîðûõ íå

îïðåäåëåíû íà øàãå 1.

Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé g è f âûïîëíåíî óñëîâèå (15). Äëÿ âñåõ
x1 ∈ D1, x2 ∈ D2 ïîëîæèì φ(x1) = x2, òàêîìó, ÷òî

∀x3
(
f(g(x1, x2, x3)) = x1

)
.

Òîãäà
∀a, c ∈ D1 ∀b, d ∈ D3

(
a ̸= c ⇒ f(g(a, φ(a), b)) ̸= f(g(c, φ(c), d))

)
,

îòêóäà ââèäó ôóíêöèîíàëüíîñòè f ïîëó÷àåì (16).
Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî.

Â àëãîðèòìå 5 îïèñàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ f , óäîâëåòâî-
ðÿþùåé (15). Ôóíêöèÿ f ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ îáõîäà äåðåâà â ãëóáèíó. Âåðøèíàì
ñîïîñòàâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà E ⊆ D òåõ çíà÷åíèé x, äëÿ êîòîðûõ f(x) ê äàííîìó
ìîìåíòó îïðåäåëåíà; ÿðóñû äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì èç D1 = {a1, . . . , an}, äó-
ãè � ýëåìåíòàì èç D2 = {b1, . . . , bm}; â ìàññèâå B áóäåì çàïîìèíàòü íîìåðà j ìåòîê bj
äóã òåêóùåãî ïóòè.

Ïî ïîñòðîåíèþ (øàãè 15, 16) èìååì f(g(ai, bj, x3)) = ai äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, íåêî-
òîðîãî j ∈ {1, . . . ,m} è âñåõ x3 ∈ D3, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ (15). Ôóíêöèîíàëüíîñòü îòíî-
øåíèÿ f îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðîâåðêîé â øàãå 3, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ìíîæåñòâà G(ai,bj),
ñîîòâåòñòâóþùèå äóãàì ëþáîãî ïóòè îò êîðíÿ ê ëèñòó, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 5 ìîæíî òàêæå íàéòè îòîáðàæåíèå φ, óäîâëå-
òâîðÿþùåå (16): äëÿ ýòîãî íà øàãå 16 íóæíî ïîëîæèòü φ(ai) = bB[i].

Ôóíêöèÿ g èç ïðèìåðà 4 íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x1, ÷òî
âèäíî èç ðèñ. 3: äåðåâî óäà¼òñÿ äîñòðîèòü òîëüêî äî ïåðâîãî ÿðóñà.

∅

{0, 1} {4, 0} a1 = 1

Ðèñ. 3. Èëëþñòðàöèÿ àëãîðèòìà 5 äëÿ ôóíêöèè g èç ïðèìåðà 4

Ïðèìåð 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ g : {1, 2, 3} × {4, 5} × {0, 1} → {0, 1, 4, 5} çàäàíà
â òàáë. 8. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî äåðåâî, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì 5; â òàáë. 9 è 10 �
ôóíêöèÿ f è îòîáðàæåíèå φ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (15) è (16) ñîîòâåòñòâåííî.
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Àëãîðèòì 5. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∀∃∀ ïî ïå-
ðåìåííîé x1

Âõîä: ôóíêöèÿ g : D1 ×D2 ×D3 → D.
Âûõîä: ôóíêöèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùàÿ (15), èëè îòâåò ¾Ôóíêöèÿ g íå îáðàòèìà òèïà
∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x1¿.

1: Ïîñòðîèòü êîðåíü äåðåâà ñ ìåòêîé E = ∅, îáúÿâèòü åãî òåêóùèì óçëîì; i := 1.
2: j := 1.
3: Åñëè E ∩G(ai,bj) = ∅, òî

äîáàâèòü ïîòîìêà ñ ìåòêîé E ∪ G(ai,bj), îáúÿâèòü åãî òåêóùèì óçëîì; B[i] := j,
i := i+ 1.

4: Åñëè i = n+ 1, òî
5: ïåðåéòè ê ï. 15, // âñå ÿðóñû ïðîéäåíû
6: èíà÷å
7: ïåðåéòè ê ï. 2; // îáõîä â ãëóáèíó
8: èíà÷å
9: Åñëè j < m, òî

j := j + 1, ïåðåéòè ê ï. 3; // ïîñòðîåíèå äåðåâà â øèðèíó
10: èíà÷å
11: îáúÿâèòü òåêóùèì ïðåäêà òåêóùåãî óçëà; j := B[i]; // âîçâðàò ïî äåðåâó
12: Åñëè i > 0, òî

i := i− 1, ïåðåéòè ê ï. 9;
13: èíà÷å
14: // âåðíóëèñü â êîðåíü è ðàññìîòðåëè âñå âîçìîæíûå äóãè

âûõîä, îòâåò ¾Ôóíêöèÿ g íå îáðàòèìà òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x1¿.
15: Äëÿ i = 1, . . . , n:
16: ïîëîæèòü f(x) = ai äëÿ âñåõ x ∈ G(ai,bB[i]).

Òà á ë è ö à 8

x1 x2 x3 g
1 4 0 1
1 4 1 1
1 5 0 5
1 5 1 1
2 4 0 4
2 4 1 0
2 5 0 4
2 5 1 5
3 4 0 0
3 4 1 0
3 5 0 1
3 5 1 0

Òà á ë è ö à 9

x f(x)
0 3
1 1
4 2
5 2

Òà á ë è ö à 10

a ∈ D1 φ(a)
1 4
2 5
3 4
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∅

{1}

{1, 4, 0} {1, 4, 5}

{1, 4, 5, 0}

a1 = 1

a2 = 2

a3 = 3

4 5

4

Ðèñ. 4. Èëëþñòðàöèÿ àëãîðèòìà 5

Â àëãîðèòìå 6 îïèñàí ñïîñîá ãåíåðàöèè ôóíêöèè g : D1×D2×D3 → D, îáðàòèìîé
òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x1.

Àëãîðèòì 6. Ãåíåðàöèÿ ôóíêöèè, îáðàòèìîé òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x1
1: Ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà D íà êëàññû Ha, a ∈ D1.
2: Äëÿ âñåõ a ∈ D1:
3: âûáðàòü b ∈ D2.
4: Äëÿ âñåõ c ∈ D3:
5: âûáðàòü z ∈ Ha, ïîëîæèòü g(a, b, c) := z.
6: Äëÿ âñåõ x2 ∈ D2 \ {b}:
7: Äëÿ âñåõ x3 ∈ D3:
8: âûáðàòü â êà÷åñòâå g(a, x2, x3) ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå y ∈ D.

2.3. Î á ð à ò è ì î ñ ò ü ò è ï à ∀∃∀ ï î ï å ð å ì å í í î é x3

Ôóíêöèÿ g(x1, x2, x3) îáðàòèìà òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x3, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíê-
öèÿ f : D → D3, òàêàÿ, ÷òî

∀x1∃x2∀x3
(
f(g(x1, x2, x3)) = x3

)
. (17)

Óòâåðæäåíèå 4 (êðèòåðèé îáðàòèìîñòè òèïà ∀∃∀ ïî x3 [7]). Ôóíêöèÿ g : D1 ×
×D2 ×D3 → D îáðàòèìà òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x3, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå îòîáðàæåíèå φ : D1 → D2, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

∀a, c ∈ D1 ∀b, d ∈ D3

(
b ̸= d ⇒ g(a, φ(a), b) ̸= g(c, φ(c), d)

)
. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 3, çà
îäíèì èñêëþ÷åíèåì: â øàãå 1 ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ f ïîëàãàåì
f(g(a, φ(a), b)) = b.

Àëãîðèòì 7 ñòðîèò ôóíêöèþ âîññòàíîâëåíèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùóþ (17). Ïóñòü
D1 = {a1, . . . , an}, D2 = {b1, . . . , bm}, D3 = {c1, . . . , ck}. Ôóíêöèÿ f ñòðîèòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ îáõîäà äåðåâà â ãëóáèíó. Êàê è â àëãîðèòìå 5, ÿðóñû äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò
ýëåìåíòàì èç D1, äóãè � ýëåìåíòàì èç D2. Äëÿ a ∈ D1, b ∈ D2 ÷åðåç v(a, b) îáîçíà÷èì
âåêòîð çíà÷åíèé ïîäôóíêöèè g(a, b, ·): v(a, b) =

(
g(a, b, c1), . . . , g(a, b, ck)

)
∈ Dk.

Âåðøèíå i-ãî ÿðóñà ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ V = {v(ar, bB[r]) : r = 1, . . . , i},
ò. å. âåêòîðîâ v(a, b) ¾âäîëü¿ ïóòè îò êîðíÿ äî äàííîé âåðøèíû. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ (17)
ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
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1) â êàæäîì âåêòîðå v(a, b) ∈ V âñå êîîðäèíàòû ðàçëè÷íû (÷òî ýêâèâàëåíòíî ðà-
âåíñòâó |G(a,b)| = k);

2) äëÿ ëþáûõ v = (v1, . . . , vk), w = (w1, . . . , wk) ∈ V è äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, . . . , k} åñëè
vi = wj, òî i = j.

Àëãîðèòì 7. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ äëÿ îáðàòèìîñòè òèïà ∀∃∀ ïî ïå-
ðåìåííîé x3

Âõîä: ôóíêöèÿ g : D1 ×D2 ×D3 → D.
Âûõîä: ôóíêöèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùàÿ (17), èëè îòâåò ¾Ôóíêöèÿ g íå îáðàòèìà òèïà
∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x3¿.

1: Ïîñòðîèòü êîðåíü äåðåâà ñ ìåòêîé V = ∅, îáúÿâèòü åãî òåêóùèì óçëîì; i := 1.
2: j := 1.
3: Åñëè |G(ai,bj)| < k, òî

ïåðåéòè ê ï. 11.
4: Ïîëîæèòü w := (w1, . . . , wk) =

(
g(ai, bj, c1) . . . , g(ai, bj, ck)

)
.

5: Åñëè ∀s, t ∈ {1, . . . , k} ∀v = (v1, . . . , vk) ∈ V
(
ws = vt ⇒ s = t

)
, òî

äîáàâèòü ïîòîìêà ñ ìåòêîé V ∪ {w}, îáúÿâèòü åãî òåêóùèì óçëîì; B[i] := j,
i := i+ 1.

6: Åñëè i = n+ 1, òî
7: ïåðåéòè ê ï. 17, // âñå ÿðóñû ïðîéäåíû
8: èíà÷å
9: ïåðåéòè ê ï. 2; // îáõîä â ãëóáèíó
10: èíà÷å
11: Åñëè j < m, òî

j := j + 1, ïåðåéòè ê ï. 3; // ïîñòðîåíèå äåðåâà â øèðèíó
12: èíà÷å
13: îáúÿâèòü òåêóùèì ïðåäêà òåêóùåãî óçëà; j := B[i]. // âîçâðàò ïî äåðåâó
14: Åñëè i > 0, òî

i := i− 1, ïåðåéòè ê ï. 11;
15: èíà÷å
16: âûõîä, îòâåò ¾Ôóíêöèÿ g íå îáðàòèìà òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x3¿.
17: Äëÿ âñåõ v ∈ V :
18: ïîëîæèòü f(vi) = ci.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ φ, óäîâëåòâîðÿþùåãî (18), íà øàãå 18 àëãîðèòìà 7
íóæíî ïîëîæèòü φ(ai) = bB[i], i = 1, . . . , n.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè g èç ïðèìåðîâ 4 è 5 íå ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè
òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x3.

Ïðèìåð 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ g : {1, 2, 3} × {4, 5} × {0, 1} → {0, 1, 4, 5} çàäàíà
â òàáë. 11. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíî äåðåâî, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì 6; â òàáë. 12 è 13 �
ôóíêöèÿ f è îòîáðàæåíèå φ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (17) è (18) ñîîòâåòñòâåííî.
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Òà á ë è ö à 11

x1 x2 x3 g
1 4 0 1
1 4 1 5
1 5 0 5
1 5 1 5
2 4 0 1
2 4 1 4
2 5 0 1
2 5 1 0
3 4 0 4
3 4 1 5
3 5 0 0
3 5 1 1

Òà á ë è ö à 12

x f(x)
0 1
1 0
4 0
5 1

Òà á ë è ö à 13

a ∈ D1 φ(a)
1 4
2 5
3 4

∅

{(1,5)}

{(1,5), (1,4)} {(1,5), (1,0)}

{(1,5), (1,0), (4,5)}

a1 = 1

a2 = 2

a3 = 3

4 5

4

Ðèñ. 5. Èëëþñòðàöèÿ àëãîðèòìà 6

Àëãîðèòì 8 ñòðîèò ôóíêöèþ g : D1 × D2 × D3 → D, îáðàòèìóþ òèïà ∀∃∀ ïî
ïåðåìåííîé x3.

Àëãîðèòì 8. Ãåíåðàöèÿ ôóíêöèè, îáðàòèìîé òèïà ∀∃∀ ïî ïåðåìåííîé x3
1: Ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà D íà êëàññû Hc, c ∈ D3.
2: Äëÿ âñåõ a ∈ D1:
3: âûáðàòü b ∈ D2.
4: Äëÿ âñåõ c ∈ D3:
5: âûáðàòü z ∈ Hc, ïîëîæèòü g(a, b, c) := z.
6: Äëÿ âñåõ x2 ∈ D2 \ {b}:
7: Äëÿ âñåõ x3 ∈ D3:
8: âûáðàòü â êà÷åñòâå g(a, x2, x3) ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå y ∈ D.

2.4. Î á ð à ò è ì î ñ ò ü ò è ï à ∃∀∀ ï î ï å ð å ì å í í î é x2

Ôóíêöèÿ g(x1, x2, x3) îáðàòèìà òèïà ∃∀∀ ïî ïåðåìåííîé x2, åñëè

∃f∃x1∀x2∀x3
(
f(g(x1, x2, x3)) = x2

)
,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åñëè

∃x1∃f∀x2∀x3
(
f(g(x1, x2, x3)) = x2

)
,

÷òî ðàâíîñèëüíî îáðàòèìîñòè òèïà ∀∀ ïî ïåðåìåííîé x2 ïîäôóíêöèè g(a, x2, x3) äëÿ
íåêîòîðîãî a ∈ D1. Òîãäà èç ï. 1 óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò
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Óòâåðæäåíèå 5 (êðèòåðèé îáðàòèìîñòè òèïà ∃∀∀). Ôóíêöèÿ g : D1×D2×D3 →
→ D îáðàòèìà òèïà ∃∀∀ ïî ïåðåìåííîé x2, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå çíà-
÷åíèå a ∈ D1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå

∀b, d ∈ D2

(
b ̸= d ⇒ G(a,b) ∩G(a,d) = ∅

)
. (19)

Ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ f : D → D2 ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) f(g(a, b, c)) = b äëÿ a∈D1, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (19), è âñåõ b∈D2, c∈D3;
2) f(x) ðàâíà ëþáîìó çíà÷åíèþ èç D2 äëÿ òåõ x ∈ D, çíà÷åíèÿ íà êîòîðûõ íå

îïðåäåëåíû íà øàãå 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ òàáë. 6, íè äëÿ îäíîãî a ∈ {1, 2, 3} óñëî-
âèþ (19) íå óäîâëåòâîðÿåò:

G(1,4) = {0, 1}, G(1,5) = {4, 0};
G(2,4) = {1, 4}, G(2,5) = {0, 4};
G(3,4) = {1, 0}, G(3,5) = {5, 0};

àíàëîãè÷íî � äëÿ ôóíêöèè èç òàáë. 8. Äëÿ ôóíêöèè g èç òàáë. 11 è a = 3 óñëîâèå
âûïîëíåíî: G(3,4) = {4, 5} è G(3,5) = {0, 1}. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà îáðàòèìà òèïà ∃∀∀ ïî
ïåðåìåííîé x2; ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ f ïðåäñòàâëåíà â òàáë. 14.

Òà á ë è ö à 14

x f(x)
0 5
1 5
4 4
5 4

Ñïîñîá ãåíåðàöèè ôóíêöèè g : D1×D2×D3 → D, îáðàòèìîé òèïà ∃∀∀ ïî ïåðåìåí-
íîé x2, îïèñàí â àëãîðèòìå 9.

Àëãîðèòì 9. Ãåíåðàöèÿ ôóíêöèè, îáðàòèìîé òèïà ∃∀∀ ïî ïåðåìåííîé x2
1: Âûáðàòü ñëó÷àéíîå a ∈ D1.
2: Ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà D íà êëàññû Hb, b ∈ D2.
3: Äëÿ âñåõ b ∈ D2:
4: Äëÿ âñåõ c ∈ D3:
5: âûáðàòü z ∈ Hb, ïîëîæèòü g(a, b, c) := z.
6: Äëÿ âñåõ x1 ∈ D1 \ {a}:
7: Äëÿ âñåõ x2 ∈ D2:
8: Äëÿ âñåõ x3 ∈ D3:
9: âûáðàòü â êà÷åñòâå g(x1, x2, x3) ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå y ∈ D.

2.5. Î á ð à ò è ì î ñ ò ü ò è ï à ∃∀∃ ï î ï å ð å ì å í í î é x2

Ôóíêöèÿ g(x1, x2, x3) îáðàòèìà òèïà ∃∀∃ ïî ïåðåìåííîé x2, åñëè

∃f∃x1∀x2∃x3
(
f(g(x1, x2, x3)) = x2

)
.

Àíàëîãè÷íî ï. 2.4, ýòî ðàâíîñèëüíî îáðàòèìîñòè òèïà ∀∃ ïîäôóíêöèè g(a, x2, x3) äëÿ
íåêîòîðîãî a ∈ D1. Òîãäà èç ï. 3 óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò
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Óòâåðæäåíèå 6 (êðèòåðèé îáðàòèìîñòè òèïà ∃∀∃ [7]). Ôóíêöèÿ g : D1 × D2 ×
×D3 → D îáðàòèìà òèïà ∃∀∃ ïî ïåðåìåííîé x2, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
çíà÷åíèå a ∈ D1 è îòîáðàæåíèå φ : D2 → D3, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå

∀b, d ∈ D2

(
b ̸= d ⇒ g(a, b, φ(b)) ̸= g(a, d, φ(d))

)
. (20)

Ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ f : D → D2 ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) f(g(a, b, φ(b))) = b äëÿ a ∈ D1, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (20), è âñåõ b ∈ D2;
2) f(x) ðàâíà ëþáîìó çíà÷åíèþ èç D2 äëÿ òåõ x ∈ D, çíà÷åíèÿ íà êîòîðûõ íå

îïðåäåëåíû íà øàãå 1.

Ïðîâåðèòü îáðàòèìîñòü ôóíêöèè g ìîæíî, ïðèìåíèâ àëãîðèòì 1 (ïîñòðîåíèÿ îòîá-
ðàæåíèÿ φ) èëè àëãîðèòì 2 (ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè âîññòàíîâëåíèÿ) ïîî÷åð¼äíî äëÿ
âñåõ ïîäôóíêöèé g(a, x2, x3), a ∈ D1.

Ââèäó îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû
(
∀xP (x) ⇒ ∃xP (x)

)
, ãäå P (x)�ïðîèçâîëü-

íûé ïðåäèêàò ñ íåïóñòîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì: èç îáðàòèìîñòè ôóíêöèè
g(x1, x2, x3) òèïà ∃∀∀ ïî ïåðåìåííîé x2 ñëåäóåò å¼ îáðàòèìîñòü òèïà ∃∀∃ ïî òîé æå
ïåðåìåííîé. Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî; òàê, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ èç òàáë. 8,
êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé òèïà ∃∀∀, îáðàòèìà òèïà ∃∀∃. Îòîáðàæåíèå φ, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (20) äëÿ a = 1, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ f
ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 15 è 16; ñèìâîëû ¾∗¿ â òàáë. 16 îçíà÷àþò, ÷òî f(0) è f(4) ìîãóò
ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç {4, 5}.

Òà á ë è ö à 15

a ∈ D2 φ(a)
4 0
5 0

Òà á ë è ö à 16

x f(x)
0 ∗
1 4
4 ∗
5 5

Ñïîñîá ãåíåðàöèè ôóíêöèè g : D1×D2×D3 → D, îáðàòèìîé òèïà ∃∀∃ ïî ïåðåìåí-
íîé x2, îïèñàí â àëãîðèòìå 10.

Àëãîðèòì 10. Ãåíåðàöèÿ ôóíêöèè, îáðàòèìîé òèïà ∃∀∃ ïî ïåðåìåííîé x2
1: Âûáðàòü ñëó÷àéíîå a ∈ D1.
2: Z := D.
3: Äëÿ âñåõ b ∈ D2:
4: âûáðàòü c ∈ D3, z ∈ Z;
5: ïîëîæèòü g(a, b, c) := z;
6: Z := Z \ {z}.
7: Äëÿ âñåõ x3 ∈ D3 \ {c}:
8: âûáðàòü â êà÷åñòâå g(a, b, x3) ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå y ∈ D.
9: Äëÿ âñåõ x1 ∈ D1 \ {a}:
10: Äëÿ âñåõ x2 ∈ D2:
11: Äëÿ âñåõ x3 ∈ D3:
12: âûáðàòü â êà÷åñòâå g(x1, x2, x3) ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå y ∈ D.
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