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Îïèñàíà ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèëüíî ðåãóëÿð-
íûõ îðãðàôîâ ñ íàáîðàìè ïàðàìåòðîâ ((v + (2n+1 − 4)t)2n−1, k + (2n − 2)t, t, λ, t).
Äëÿ ïîèñêà íà÷àëüíûõ îðãðàôîâ èñïîëüçîâàíà êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, îñòàëü-
íûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî àëãîðèò-
ìà. Íàéäåíî 11 ñåìåéñòâ ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòè ñåìåé-
ñòâà ñîäåðæàò îðãðàôû dsrg(40, 10, 3, 1, 3), dsrg(72, 18, 5, 3, 5), dsrg(76, 19, 5, 4, 5),
dsrg(92, 23, 6, 5, 6) è dsrg(104, 26, 7, 5, 7), âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ êîòîðûõ ðàíåå áûë
îòêðûò.
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EXPLICIT CONSTRUCTION OF INFINITE FAMILIES OF STRONGLY
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V.A. Byzov, I. A. Pushkarev

Vyatka State University, Kirov, Russia

An explicit construction of infinite sequences of strongly regular graphs with parame-
ter sets ((v+(2n+1− 4)t)2n−1, k+(2n− 2)t, t, λ, t) is described. A computer program
was used to find the initial digraphs. The remaining terms of the sequence are ob-
tained automatically by the constructed recurrent algorithm. Using the described
approach, 11 families of strongly regular graphs have been found. In particular, these
families contain digraphs dsrg(40, 10, 3, 1, 3), dsrg(72, 18, 5, 3, 5), dsrg(76, 19, 5, 4, 5),
dsrg(92, 23, 6, 5, 6) and dsrg(104, 26, 7, 5, 7), the question of the existence of which was
previously open.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû (îðãðàôû) áåç ïåòåëü è êðàòíûõ äóã
îäíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè îðãðàôà íàçûâàåòñÿ áóëåâà ìàòðèöà, â êî-
òîðîé åäèíèöà ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, åñëè è òîëüêî åñëè
â îðãðàôå åñòü äóãà îò âåðøèíû i ê âåðøèíå j. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñòàí-
äàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà:

1) Im � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m;
2) Jm �êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç åäèíèö;
3) Jm,l �ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m× l, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç åäèíèö;
4) Km � îáìåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m, òî åñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m,

â êîòîðîé íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû, à âî âñåõ îñòàëüíûõ ïîçèöè-
ÿõ � íóëè. Äðóãèìè ñëîâàìè, Km(i, j) = δm+1−i,j, ãäå δ� ñèìâîë Êðîíåêåðà.

×åðåç A⊗B áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâåäåíèå Êðîíåêåðà ìàòðèö A è B.
Ïîíÿòèå ñèëüíî ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êîíöåïöèè ñèëüíî ðåãó-

ëÿðíîãî ãðàôà [1, 2]. Âïåðâûå îíî, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, áûëî äàíî À.Ì. Äþâàëåì
(A.M. Duval) â [3].

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèëüíî ðåãóëÿðíûì îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì ñ íàáîðîì ïà-
ðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ) íàçûâàåòñÿ îðãðàô íà v âåðøèíàõ, â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïîëóñòåïåíü èñõîäà è ïîëóñòåïåíü çàõîäà êàæäîé âåðøèíû ðàâíû k;
2) äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ñóùåñòâóåò ðîâíî t ïóòåé äëèíû äâà èç x â x;
3) äëÿ êàæäîé äóãè x→ y êîëè÷åñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé èç x â y äëèíû äâà

ðàâíî λ;
4) äëÿ êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû âåðøèí (x, y), íå îáðàçóþùåé äóãó îðãðàôà,

êîëè÷åñòâî îðèåíòèðîâàííûõ ïóòåé èç x â y äëèíû äâà ðàâíî µ.

Ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå ñèëüíî ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà ìîæíî äàòü ÷åðåç íàáîð
óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà åãî ìàòðèöó ñìåæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèëüíî ðåãóëÿðíûì îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì ñ íàáîðîì ïàðà-
ìåòðîâ (v, k, t, λ, µ) íàçûâàåòñÿ îðãðàô, ìàòðèöà ñìåæíîñòè A êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

A2 = tIv + λA+ µ(Jv − Iv − A),
AJv = JvA = kJv.

Âìåñòî ôðàçû ¾ñèëüíî ðåãóëÿðíûé îðãðàô ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ)¿
áóäåì óïîòðåáëÿòü (êàê ýòî ÷àñòî äåëàþò) çàïèñü dsrg(v, k, t, λ, µ). Èñïîëüçóÿ äàííîå
îáîçíà÷åíèå, áóäåì èìåòü â âèäó íå âñ¼ ìíîæåñòâî òàêèõ îðãðàôîâ, à îäèí èç íèõ�
ðåàëèçóþùèéñÿ â ðàìêàõ îïèñûâàåìîé êîíñòðóêöèè.

Â ðÿäå ðàáîò (íàïðèìåð, [3, 4] è äð.) ïðèâåä¼í ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ). Îäíàêî,
êàê è â ñëó÷àå ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ, äëÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íàáîðîâ ïàðàìåò-
ðîâ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèëüíî ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà îñòà¼òñÿ
îòêðûòûì. Â òàáëèöå íà ñàéòå [5] ñèñòåìàòèçèðóåòñÿ èíôîðìàöèÿ îá èçâåñòíûõ ñèëü-
íî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôàõ è òåõ íàáîðàõ ïàðàìåòðîâ (v, k, t, λ, µ), äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à
ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà íå ðåøåíà.

Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ïðè¼ì, êîòîðûé (ïðè îïðåäåë¼ííîé äîëå âåçåíèÿ)
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ
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îðãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ µ = t. Êîíñòðóèðóåìûå îðãðàôû óñòðîåíû ðå-
êóððåíòíî: êàæäûé ñëåäóþùèé îðãðàô ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ÷ëåíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ïàðàìåòðû t, λ è µ âñåõ îðãðàôîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îäèíàêîâûå, à
êîëè÷åñòâî è ñòåïåíè âåðøèí ðàñòóò. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G1, G2, . . . ñèëüíî ðåãó-
ëÿðíûå îðãðàôû ôîðìèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à ÷åðåç A1, A2, . . .� ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìàòðèöû ñìåæíîñòè. Çíà÷èòåëüíîé òðóäíîñòüþ îïèñûâàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ
ïîëó÷åíèå îðãðàôà G2 èç îðãðàôà G1: íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèö, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ îïðåäåë¼ííîìó íàáîðó óñëîâèé. Ïðè ýòîì íåò ãàðàíòèé, ÷òî äàííûå ìàòðèöû
âîîáùå ñóùåñòâóþò. Íà òåêóùåì ýòàïå àâòîðû îñóùåñòâëÿþò ïîèñê ýòèõ ìàòðèö ïðè
ïîìîùè êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ï. 1 îïèñàí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû A2

÷åðåç ìàòðèöó A1. Â ï. 2 äîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèö A1 è A2

(íóæíîãî âèäà) ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ
îðãðàôîâ. Â ï. 3 îïèñàíû íàéäåííûå ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû ñåìåéñòâà
îðãðàôîâ.

1. Ïîëó÷åíèå îðãðàôà G2

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìàòðèö Pn, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pn = J2n,1 ⊗K2n ⊗ Jt,t·2n . (1)

Ìàòðèöû äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàäàþò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ.

Ëåììà 1. Ìàòðèöà Pn, çàäàííàÿ ôîðìóëîé (1), � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿä-
êà t·4n, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) PnJt·4n = Jt·4nPn = t · 2nJt·4n ;
2) P 2

n = tJt·4n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî ñâîéñòâà ïî÷òè î÷åâèäíà: â êàæäîé
ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû Pn ïî ïîñòðîåíèþ ñîäåðæèòñÿ ðîâíî t ·2n åäèíèö.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ïóíêòà ëåììû âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ïðîèçâåäå-
íèÿ Êðîíåêåðà [6]:

P 2
n = ((J2n,1 ⊗K2n)⊗ Jt,t·2n)(J2n,1 ⊗ (K2n ⊗ Jt,t·2n)) = ((J2n,1 ⊗K2n)J2n,1)⊗

⊗ (Jt,t·2n(K2n ⊗ Jt,t·2n)) = J4n,1 ⊗ tJt,t·4n = tJt·4n .

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ïóñòü G1 � ñèëüíî ðåãóëÿðíûé îðãðàô ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (v, k, t, λ, t), A1 � åãî
ìàòðèöà ñìåæíîñòè. Èçâåñòíî [3], ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå t > λ. Ââåä¼ì
îáîçíà÷åíèå s = t−λ (s > 0). Èç îïðåäåëåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà A1 óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

A2
1 + sA1 = tJv, (2)

dA1Jv = JvA1 = kJv.

Íàéä¼ì âòîðîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðãðàôîâ� dsrg(2v+8t, k+2t, t, λ, t). Åãî
ìàòðèöó ñìåæíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç A2 è áóäåì èñêàòü å¼ â ñëåäóþùåì âèäå:

A2 =


A1 0 B1 0
0 A1 0 B1

0 C1 0 P1

C1 0 P1 0

 , (3)
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ãäå B1 è C1 �íåèçâåñòíûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ v × 4t è 4t× v ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïðå-
äåëåíèþ 2 äëÿ ìàòðèöû A2 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

A2
2 + sA2 = tJ2v+8t; (4)

A2J2v+8t = J2v+8tA2 = (k + 2t)J2v+8t. (5)

Èñïîëüçóÿ áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå (3) ìàòðèöû A2, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4) â ñëåäó-
þùåì âèäå:

A2
1 + sA1 B1C1 A1B1 + sB1 B1P1

B1C1 A2
1 + sA1 B1P1 A1B1 + sB1

P1C1 C1A1 + sC1 P 2
1 C1B1 + sP1

C1A1 + sC1 P1C1 C1B1 + sP1 P 2
1

 = tJ2v+8t.

Èç ëåììû 1 è ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî äèàãîíàëüíûå áëîêè ïîëó÷åííîé áëî÷íîé
ìàòðèöû èìåþò íóæíûé âèä. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû B1 è C1 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
ñëåäóþùåé ñèñòåìå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé:

B1C1 = tJv,

B1P1 = tJv,4t,

P1C1 = tJ4t,v,

A1B1 + sB1 = tJv,4t,

C1A1 + sC1 = tJ4t,v,

C1B1 + sP1 = tJ4t.

(6)

Êðîìå òîãî, èç (5) è âèäà ìàòðèö A1 è P1 ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû B1 è C1 äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

B1J4t = 2tJv,4t, JvB1 = kJv,4t, C1Jv = kJ4t,v, J4tC1 = 2tJ4t,v. (7)

Äîáàâèì äâà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ìàòðèöû B1

è C1. Ýòè óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îðãðàôà G2, íî
ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ñëåäóþùèõ îðãðàôîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

1) åñëè ëþáóþ ñòðîêó ìàòðèöû B1 ðàçäåëèòü íà äâà áëîêà äëèíû 2t, òî ïîëó÷èòñÿ
ðîâíî îäèí áëîê, ñîñòîÿùèé öåëèêîì èç åäèíèö, è ðîâíî îäèí áëîê, ñîñòîÿùèé
öåëèêîì èç íóëåé;

2) åñëè ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû C1 ðàçäåëèòü íà äâà áëîêà äëèíû 2t, òî â êàæäîì
áëîêå áóäåò ðîâíî t åäèíèö.

Äëÿ óäîáñòâà íàçîâ¼ì äàííûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ìàòðèöû B1 è C1, óñëî-
âèÿìè áëî÷íîñòè ýòèõ ìàòðèö.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ìàòðèöû B1 è C1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì áëî÷íîñòè, òî
ïåðâûå òðè ðàâåíñòâà â (6) âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
ìàòðèöà P1 òîæå óäîâëåòâîðÿåò îáîèì ïðèâåä¼ííûì óñëîâèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå ìàòðèöû B1 è C1 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì
â (6) è (7) è óñëîâèÿì áëî÷íîñòè. Åñëè óäàñòñÿ íàéòè òàêèå ìàòðèöû, òî ïîëó÷èì ìàò-
ðèöó ñìåæíîñòè A2 ñèëüíî ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà G2. Â ï. 2 ïîêàçàíî, êàê ïðîäîëæèòü
ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðãðàôîâ.
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2. Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà îðãðàôîâ
dsrg((v + (2n+1 − 4)t)2n−1, k + (2n − 2)t, t, λ, t)

Ââåä¼ì íîâóþ îïåðàöèþ íàä ìàòðèöàìè. Ïóñòü X �ìàòðèöà ðàçìåðà m × l. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç αs(X) ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ ïóò¼ì âçÿòèÿ ïåðâûõ m/s ñòðîê ìàòðèöû X
(ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî m äåëèòñÿ íà s).

Äàäèì ðåêóððåíòíîå îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö Pn.

Ëåììà 2. Ïóñòü P ′
n �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö, çàäàííàÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:
P ′
1 = J2,1 ⊗K2 ⊗ Jt,2t, P ′

n = J2n,1 ⊗K2 ⊗ α2n−1(P ′
n−1)⊗ J1,2.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P ′
n ñîâïàäàåò ñ îïðåäåë¼ííîé ðàíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ìàòðèö Pn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n.
Áàçà èíäóêöèè âåðíà: P ′

1 = P1.
Ïóñòü P ′

n = Pn. Îïèðàÿñü íà ñîîòíîøåíèå (1), ïðåîáðàçóåì P ′
n+1:

P ′
n+1 = J2n+1,1 ⊗K2 ⊗ α2n(P

′
n)⊗ J1,2 =

= J2n+1,1 ⊗K2 ⊗ α2n(J2n,1 ⊗K2n ⊗ Jt,t·2n)⊗ J1,2 = J2n+1,1 ⊗K2 ⊗K2n ⊗ Jt,t·2n ⊗ J1,2 =
= J2n+1,1 ⊗K2n+1 ⊗ Jt,t·2n+1 = Pn+1.

Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äîêàçàí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü íàéòè ìàòðèöû B1 è C1, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîò-
íîøåíèÿì â (6) è (7) è óñëîâèÿì áëî÷íîñòè (ðàçìåðû ýòèõ ìàòðèö� v × 4t è 4t × v
ñîîòâåòñòâåííî). Ïîñòðîèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö Bn è Cn ïî ñëåäóþùèì
ðåêóððåíòíûì ïðàâèëàì (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö):

Bn =

(
K2 ⊗Bn−1 ⊗ J1,2
I2 ⊗ Pn−1 ⊗ J1,2

)
ïðè n ⩾ 2; (8)

Cn =
(
J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(Cn−1) J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(Pn−1)

)
ïðè n ⩾ 2. (9)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà Bn èìååò ðàçìåð (v+(2n+1−4)t)2n−1× t ·4n, à ìàòðè-
öà Cn �ðàçìåð t·4n×(v+(2n+1−4)t)2n−1. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé
ïî n.

Çàìå÷àíèå 2. Îïåðàöèÿ α2n−1 â îïðåäåëåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Cn êîððåêòíà,
ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ñòðîê ìàòðèöû Cn−1 äåëèòñÿ íà 2n−1 (êîððåêòíîñòü îïåðàöèè
äîêàçûâàåòñÿ èíäóêòèâíî). Êðîìå òîãî, âèäíî, ÷òî â îïðåäåëåíèè îïåðàöèè α2n ïðèìå-
íèòåëüíî ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Cn ìîæíî áûëî áðàòü íå ïåðâûé áëîê ñòðîê ìàòðèöû,
à ëþáîé äðóãîé.

Ëåììà 3. Ìàòðèöû Bn è Cn îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû Bn ðîâíî t · 2n åäèíèö;
2) â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû Bn ðîâíî k + (2n − 2)t åäèíèö;
3) â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû Cn ðîâíî k + (2n − 2)t åäèíèö;
4) â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû Cn ðîâíî t · 2n åäèíèö.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n.
Áàçà èíäóêöèè ïðè n = 1 âåðíà (ñì. (7)).
Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äîêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Bn

è Cn îïðåäåëåíû ðåêóððåíòíî ïðè ïîìîùè ïðîèçâåäåíèÿ Êðîíåêåðà, ÷òî ïîçâîëÿåò
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ïðîñëåäèòü, êàê ìåíÿåòñÿ êîëè÷åñòâî åäèíèö â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ìàòðèö: íóæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì ïóíêòîì ëåììû 1 (â í¼ì ñîäåðæèòñÿ èíôîðìàöèÿ î êîëè÷å-
ñòâå åäèíèö â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ìàòðèöû Pn).

Äëÿ ïîñòðîåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìàòðèö ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 4.
1) Ìàòðèöû Bn è Pn îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ëþáóþ ñòðîêó ýòèõ

ìàòðèö ðàçáèòü íà èäóùèå ïîäðÿä áëîêè äëèíû t · 2n, òî ïîëó÷èòñÿ ðîâíî îäèí
áëîê, ñîñòîÿùèé öåëèêîì èç åäèíèö, à âñå îñòàëüíûå áëîêè áóäóò ñîñòîÿòü öå-
ëèêîì èç íóëåé.

2) Ìàòðèöû Cn è Pn îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ëþáîé ñòîëáåö ýòèõ
ìàòðèö ðàçáèòü íà èäóùèå ïîäðÿä áëîêè äëèíû t · 2n, òî â êàæäîì áëîêå áóäåò
ðîâíî t åäèíèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðû ìàòðèö ìåíÿþòñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ðàçáèåíèå ñòðîê (ñòîëáöîâ) íà áëîêè íóæíîé äëèíû âñåãäà ìîæíî êîð-
ðåêòíî âûïîëíèòü.

Ñïðàâåäëèâîñòü ïðèâåä¼ííûõ ñâîéñòâ äëÿ ìàòðèöû Pn ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1).
Òîò ôàêò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Bn è Cn óäîâëåòâîðÿþò çàÿâëåííûì ñâîéñòâàì,

ìîæíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà èíäóêöèè ïðè n = 1 âåðíà, ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ ìàòðèöû B1 è C1

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì áëî÷íîñòè.
Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä ñëåäóåò èç âèäà ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (8) è (9). Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè â ñòðîêå ìàòðèöû Bn−1 (ìàòðèöû Pn−1) åñòü áëîê èç åäèíèö, òî â ìàò-
ðèöå K2 ⊗Bn−1 ⊗ J1,2 (â ìàòðèöå I2 ⊗ Pn−1 ⊗ J1,2) îí ïðåîáðàçóåòñÿ â áëîê, â êîòîðîì
â 2 ðàçà áîëüøå åäèíèö. Ïóñòü â ñòîëáöàõ ìàòðèöû Cn−1 (ìàòðèöû Pn−1) êàæäûé
áëîê ñîäåðæèò ïî t åäèíèö. Òîãäà ìàòðèöà α2n−1(Cn−1) (ìàòðèöà α2n−1(Pn−1)) ñîäåð-
æèò ïåðâûå áëîêè ñòîëáöîâ, à ñòîëáöû ìàòðèöû J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(Cn−1) (ìàòðèöû
J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(Pn−1)) ìîæíî ðàçáèòü íà áëîêè â 2 ðàçà áîëüøåé äëèíû, êîòîðûå
ïî-ïðåæíåìó ñîäåðæàò ïî t åäèíèö.

Ïåðåéä¼ì ê ãëàâíîìó ðåçóëüòàòó ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü An �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö, â êîòîðîé A1 �ìàòðèöà
ñìåæíîñòè îðãðàôà dsrg(v, k, t, λ, t), à ïðè n ⩾ 1 âåðíî, ÷òî

An+1 =


An 0 Bn 0
0 An 0 Bn

0 Cn 0 Pn

Cn 0 Pn 0

 =

(
I2 ⊗ An I2 ⊗Bn

K2 ⊗ Cn K2 ⊗ Pn

)
, (10)

ãäå Bn, Cn è Pn � îïðåäåë¼ííûå ðàíåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòðè-
öû B1 è C1 ñóùåñòâóþò).

Òîãäà ìàòðèöû An ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ
ñ íàáîðàìè ïàðàìåòðîâ ((v + (2n+1 − 4)t)2n−1, k + (2n − 2)t, t, λ, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîðÿäêà ìàòðèöû An (íåòðóäíî ïî-
êàçàòü, ÷òî îí áóäåò èìåííî òàêîé):

vn = (v + (2n+1 − 4)t)2n−1.

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü äâà óòâåðæäåíèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå 2):
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1) â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû An ðîâíî k + (2n − 2)t åäèíèö;
2) A2

n + sAn = tJvn .

Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n. Äëÿ ìàòðèöA1 èA2 ýòîò ôàêò âåðåí.
Ïóñòü â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû An ðîâíî k + (2n − 2)t åäèíèö.
Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 1, ëåììîé 3 è ôîðìóëîé (10), ïîëó÷àåì, ÷òî â êàæäîé
ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû An+1 òîæå íóæíîå ÷èñëî åäèíèö.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òîæå ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà â ï. 1 ïóò¼ì êîíñòðóèðîâàíèÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòè îðãðà-

ôà dsrg(2v + 8t, k + 2t, t, λ, t) â ïðèâåä¼ííîì â ôîðìóëå (10) âèäå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A2

n + sAn = tJvn . Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå A2
n+1 + sAn+1:

A2
n+1 + sAn+1 =


A2

n + sAn BnCn AnBn + sBn BnPn

BnCn A2
n + sAn BnPn AnBn + sBn

PnCn CnAn + sCn P 2
n CnBn + sPn

CnAn + sCn PnCn CnBn + sPn P 2
n

 .

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî âñå áëîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû èìåþò âèä tJ . Áëîêè, ëåæà-
ùèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, èìåþò íóæíûé âèä ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ è
ïî ëåììå 1. Òàêèì îáðàçîì, íóæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå øåñòü ðàâåíñòâ:

BnCn = tJvn ; (11)

BnPn = tJvn,t·4n ; (12)

PnCn = tJt·4n,vn ; (13)

AnBn + sBn = tJvn,t·4n ; (14)

CnAn + sCn = tJt·4n,vn ; (15)

CnBn + sPn = tJt·4n . (16)

Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ (11)�(13) àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò èç ëåììû 4. Îïèðàÿñü
íà èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, äîêàæåì ðàâåíñòâà (14)�(16). Â ïðîöåññå äîêàçàòåëü-
ñòâà áóäåì òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ ëåììàìè 1 è 2.

Ðàâåíñòâî (14):

(An + sIvn)Bn =

(
I2 ⊗ (An−1 + sIvn−1) I2 ⊗Bn−1

K2 ⊗ Cn−1 K2 ⊗ Pn−1 + sI2t·4n−1

)(
K2 ⊗Bn−1 ⊗ J1,2
I2 ⊗ Pn−1 ⊗ J1,2

)
=

=

(
(I2 ⊗ (An−1 + sIvn−1))(K2 ⊗ (Bn−1 ⊗ J1,2)) + (I2 ⊗Bn−1)(I2 ⊗ (Pn−1 ⊗ J1,2))
(K2 ⊗ Cn−1)(K2 ⊗ (Bn−1 ⊗ J1,2)) + (K2 ⊗ Pn−1 + sI2t·4n−1)(I2 ⊗ (Pn−1 ⊗ J1,2))

)
=

=

(
K2 ⊗ ((An−1 + sIvn−1)(Bn−1 ⊗ J1,2)) + I2 ⊗ (Bn−1(Pn−1 ⊗ J1,2))

I2 ⊗ (Cn−1(Bn−1 ⊗ J1,2)) +K2 ⊗ (Pn−1(Pn−1 ⊗ J1,2)) + sI2 ⊗ Pn−1 ⊗ J1,2

)
=

=

(
K2 ⊗ ((An−1 + sIvn−1)Bn−1)⊗ J1,2 + I2 ⊗ (Bn−1 · Pn−1)⊗ J1,2
I2 ⊗ (Cn−1Bn−1 + sPn−1)⊗ J1,2 +K2 ⊗ (Pn−1 · Pn−1)⊗ J1,2

)
=

=

(
K2 ⊗ tJvn−1,t·4n−1 ⊗ J1,2 + I2 ⊗ tJvn−1,t·4n−1 ⊗ J1,2

I2 ⊗ tJt·4n−1 ⊗ J1,2 +K2 ⊗ tJt·4n−1 ⊗ J1,2

)
=

(
J2 ⊗ tJvn−1,t·4n−1 ⊗ J1,2
J2 ⊗ tJt·4n−1 ⊗ J1,2

)
=

= tJvn,t·4n .
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Ðàâåíñòâî (15):

Cn(An + sIvn) =
(
J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(Cn−1)

∣∣ J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(Pn−1)
)
×

×
(
I2 ⊗ (An−1 + sIvn−1) I2 ⊗Bn−1

K2 ⊗ Cn−1 K2 ⊗ Pn−1 + sI2t·4n−1

)
=

=
(
((J2n,1⊗I2)⊗α2n−1(Cn−1))(I2⊗(An−1+sIvn−1))+((J2n,1⊗I2)⊗α2n−1(Pn−1))(K2⊗Cn−1)

∣∣∣∣ ((J2n,1⊗I2)⊗α2n−1(Cn−1))(I2⊗Bn−1)+((J2n,1⊗I2)⊗α2n−1(Pn−1))(K2⊗Pn−1+sI2t·4n−1)
)
=

=
(
((J2n,1 ⊗ I2)I2)⊗ (α2n−1(Cn−1)(An−1+sIvn−1))+((J2n,1 ⊗ I2)K2)⊗ (α2n−1(Pn−1)Cn−1)

∣∣∣∣ ((J2n,1 ⊗ I2)I2)⊗ (α2n−1(Cn−1)Bn−1) + ((J2n,1 ⊗ I2)K2)⊗ (α2n−1(Pn−1)Pn−1)+

+sJ2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(Pn−1)) =

=
(
J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(tJt·4n−1,vn−1

) + J2n,1 ⊗K2 ⊗ α2n−1(tJt·4n−1,vn−1
)
∣∣∣∣ J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(tJt·4n−1) + J2n,1 ⊗K2 ⊗ α2n−1(tJt·4n−1)

)
=

=
(
J2n,1 ⊗ J2 ⊗ α2n−1(tJt·4n−1,vn−1

)
∣∣ J2n,1 ⊗ J2 ⊗ α2n−1(tJt·4n−1)

)
= tJt·4n,vn .

Ðàâåíñòâî (16):

CnBn + sPn =
(
J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(Cn−1)

∣∣ J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(Pn−1)
)
×

×
(
K2 ⊗Bn−1 ⊗ J1,2
I2 ⊗ Pn−1 ⊗ J1,2

)
+ sJ2n,1 ⊗K2 ⊗ α2n−1(Pn−1)⊗ J1,2 =

= ((J2n,1 ⊗ I2)⊗ α2n−1(Cn−1))(K2 ⊗ (Bn−1 ⊗ J1,2))+
+((J2n,1 ⊗ I2)⊗ α2n−1(Pn−1))(I2 ⊗ (Pn−1 ⊗ J1,2)) + sJ2n,1 ⊗K2 ⊗ α2n−1(Pn−1)⊗ J1,2 =

= ((J2n,1 ⊗ I2)K2)⊗ (α2n−1(Cn−1)(Bn−1 ⊗ J1,2))+
+((J2n,1 ⊗ I2)I2)⊗ (α2n−1(Pn−1)(Pn−1 ⊗ J1,2)) + sJ2n,1 ⊗K2 ⊗ α2n−1(Pn−1)⊗ J1,2 =

= J2n,1 ⊗K2 ⊗ α2n−1(tJt·4n−1)⊗ J1,2 + J2n,1 ⊗ I2 ⊗ α2n−1(tJt·4n−1)⊗ J1,2 =
= J2n,1 ⊗ J2 ⊗ α2n−1(tJt·4n−1)⊗ J1,2 = tJt·4n .

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû
Äëÿ ïîèñêà ñåìåéñòâ ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ ïî îïèñàííîìó ìåòîäó íàïèñàíà

ïðîãðàììà íà ÿçûêå Julia. Íà âõîä îíà ïðèíèìàåò ìàòðèöó ñìåæíîñòè A1 ïåðâîãî
îðãðàôà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äàëåå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê ìàòðèöû A2 íóæíîãî âèäà
è, åñëè ïîèñê çàâåðøèëñÿ óñïåøíî, ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (ñì. òåîðåìó 1) ñòðîÿòñÿ
ìàòðèöû ñìåæíîñòè A3, . . . , A6.

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû A2 âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê áèíàðíûõ ìàòðèö B1 è C1, êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (6) è (7) è óñëîâèÿì áëî÷íîñòè. Äëÿ óïðîùåíèÿ
ïîèñêà ïðèìåíåíà áèáëèîòåêà îïòèìèçàöèè Artelys Knitro [7] (èñïîëüçîâàíà áåñïëàò-
íàÿ ïðîáíàÿ âåðñèÿ). Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè áûëà âçÿòà ôîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ
F = 1, à âñå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ìàòðèöû B1 è C1, äîáàâëåíû êàê îãðàíè÷åíèÿ
â îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó. Áëàãîäàðÿ ýôôåêòèâíûì àëãîðèòìàì Artelys Knitro, èñ-
ïîëüçóåìûì äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè â îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, óäàëîñü èçáåæàòü
ïîëíîãî ïåðåáîðà ïðè ïîèñêå ìàòðèö B1 è C1. Èñõîäíûé êîä ïðîãðàììû è ìàòðèöû
ñìåæíîñòè ïîëó÷åííûõ îðãðàôîâ äîñòóïíû â ðåïîçèòîðèè [8].

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû ïðèâåäåíû â òàáëèöå, ãäå óêàçàíû ïàðàìåòðû ïåð-
âûõ äâóõ îðãðàôîâ è ïàðàìåòðû n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âî âòîðîì ñòîëáöå
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îáâåäåíû òå íàáîðû ïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îðãðàôîâ ðàíåå áûë îòêðûò (ñîãëàñíî òàáëèöå íà ñàéòå [5] íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ
ðàáîòû).

Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå òàáëèöû ïðèâîäèòñÿ âðåìÿ ïîèñêà âòîðîãî îðãðàôà â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ïðè ïîìîùè áèáëèîòåêè Artelys Knitro. Çàïóñê ïðîãðàììû îñóùåñòâëÿëñÿ
íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel Core i5-7400 (3.00 ÃÃö), îáú¼ì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè
ðàâåí 32 Ãáàéò (äëÿ ðàçíûõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ èñïîëüçîâàëèñü ðàçíûå íàñòðîéêè
áèáëèîòåêè Artelys Knitro).

Îáíàðóæåííûå ñåìåéñòâà ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ

Ïàðàìåòðû G1 Ïàðàìåòðû G2 Ïàðàìåòðû Gn Âðåìÿ ïîèñêà G2, ñ

(6, 3, 2, 1, 2) (28, 7, 2, 1, 2) (2n(2n+1 − 1), 2n+1 − 1, 2, 1, 2) 3,89

(8, 4, 3, 1, 3) (40, 10, 3, 1, 3) (2n(3 · 2n − 2), 3 · 2n − 2, 3, 1, 3) 4,03

(10, 5, 3, 2, 3) (44, 11, 3, 2, 3) (2n(3 · 2n − 1), 3 · 2n − 1, 3, 2, 3) 9,27
(12, 6, 4, 2, 4) (56, 14, 4, 2, 4) (2n(4 · 2n − 2), 4 · 2n − 2, 4, 2, 4) 16,23
(14, 7, 4, 3, 4) (60, 15, 4, 3, 4) (2n(4 · 2n − 1), 4 · 2n − 1, 4, 3, 4) 2496,14

(16, 8, 5, 3, 5) (72, 18, 5, 3, 5) (2n(5 · 2n − 2), 5 · 2n − 2, 5, 3, 5) 52,38

(18, 9, 5, 4, 5) (76, 19, 5, 4, 5) (2n(5 · 2n − 1), 5 · 2n − 1, 5, 4, 5) 840,40

(18, 9, 6, 3, 6) (84, 21, 6, 3, 6) (2n(6 · 2n − 3), 6 · 2n − 3, 6, 3, 6) 233,92
(20, 10, 6, 4, 6) (88, 22, 6, 4, 6) (2n(6 · 2n − 2), 6 · 2n − 2, 6, 4, 6) 151,42

(22, 11, 6, 5, 6) (92, 23, 6, 5, 6) (2n(6 · 2n − 1), 6 · 2n − 1, 6, 5, 6) 1260,85

(24, 12, 7, 5, 7) (104, 26, 7, 5, 7) (2n(7 · 2n − 2), 7 · 2n − 2, 7, 5, 7) 525,10

Ïðîãðàììà çàïóñêàëàñü è äëÿ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå íå ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöå, îäíàêî â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïîèñê ìàòðèöû A2 íå çàâåðøèëñÿ óñïåõîì.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ñèëüíî ðåãóëÿðíûå îðãðàôû G1, äëÿ êîòîðûõ îïèñàííûé ìåòîä
ñðàáîòàë, èìåþò ïàðàìåòðû âèäà (2(t+λ), t+λ, t, λ, t). Àâòîðàì ïîêà íåèçâåñòíî, ðàáî-
òàåò ëè ìåòîä äëÿ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ, èìåþùèõ äðóãîé âèä, èëè òàêîå ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ïàðàìåòðàìè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè îïèñàííîãî ïîä-
õîäà.

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà êîíñòðóêöèÿ, ïðè ïîìîùè êîòîðîé âîçìîæíî ïîñòðîåíèå áåñ-

êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ. ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ
ýòîé êîíñòðóêöèåé, íåîáõîäèìî âçÿòü ìàòðèöó ñìåæíîñòè A1 ïåðâîãî îðãðàôà â ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè è âûðàçèòü ìàòðèöó ñìåæíîñòè A2 âòîðîãî îðãðàôà ÷åðåç A1 â îïðåäå-
ë¼ííîì âèäå. Åñëè ïîëó÷àåòñÿ ýòî ñäåëàòü, òî äðóãèå îðãðàôû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæíî íàéòè ïî äîêàçàííîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå. Ïðè ïîìîùè îïèñàííîãî ìåòî-
äà ïîñòðîåíî 11 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèëüíî ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ; êàê ìèíèìóì äëÿ
ïÿòè íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ âïåðâûå íàéäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñèëüíî ðåãóëÿðíûå îð-
ãðàôû.

Àâòîðû âèäÿò îïðåäåë¼ííóþ ïåðñïåêòèâó äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â ïîèñêå óñëî-
âèé, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ãðàô G1, ÷òîáû ïðèâåä¼ííûé â ðàáîòå ïðè¼ì
ñðàáîòàë, è ïîèñêå ñïîñîáà âûðàçèòü ìàòðèöó A2 ÷åðåç ìàòðèöó A1 áåç èñïîëüçîâàíèÿ
êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû.
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