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Аннотация. Исследована взаимосвязь между понятиями, соответствующими различ-

ным геометрическими трипотентам на гранево симметричных пространствах, и на 

основе этого изучены свойства геометрических Пирсовских разложений. Точнее, до-

казано, что геометрические Пирсовские проекторы, соответствующие некоторому 

классу геометрических трипотентов, совпадают. Более того, установлено, что геомет-

рическое Пирсовское пространство Z2(u), соответствующее минимальному геометри-

ческому трипотенту u, является линейно изометричным Гильбертовому пространству. 
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Abstract. In this paper, we consider problems of the theory of facially symmetric spaces 

which was introduced in the 1980s by Y. Friedman and B. Russo as a geometrical model 
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of quantum mechanics. These spaces are determined based on the study of the structure of 

the predual space of the JBW*-triple, guided by geometric introductions to the measure-

ment process in the set of observables in quantum mechanical systems. The main example 

of facially symmetric spaces is the Banach space whose dual space is a JBW*-triple. The 

main goal of this project was the geometric characterization of Banach spaces admitting 

an algebraic structure. More precisely, facially symmetric spaces provide the corresponding 

structure, where the problem of characterization of the unit ball of a predual space of  

a JBW*-triple is studied, describing important properties of a convex set in geometric terms 

such as orthogonality, projective unit, normed face, symmetric face, generalized (or geo-

metric) tripotent and generalized (or geometric) Peirce projectors, etc.  

One of the key concepts in facially symmetric spaces is the concept of geometric tripotent. 

In this paper, we study the relationship between the notions corresponding to different 

geometric tripotents on facially symmetric spaces and, on this basis, we study properties 

of geometric Peirce decompositions. More precisely, it is proved that geometric Peirce 

projectors corresponding to a certain class of geometric tripotents coincide. It is also shown 

that the geometric Peirce subspace corresponding to the minimal geometric tripotent is 

linearly isometric to the Hilbert space. 

Keywords: weakly and strongly facially symmetric spaces, symmetric face, geometric 

tripotent, geometric triangle and quadrilateral, geometric Peirce projectors 
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1. Введение 

 

Аксиоматический подход к квантовой теории направлен на формализацию  

и обоснование основных принципов и законов квантовой механики с помощью 

набора аксиом, что важно для глубокого понимания квантовой теории и ее приме-

нения в различных областях физики и математики. В настоящее время существует 

несколько направлений в исследованиях по аксиоматике квантовой теории. Один 

из первых – алгебраический подход, который основывается на алгебре наблюдае-

мых физической системы. В этой модели предполагается, что множество наблю-

даемых имеет две алгебраические структуры: сумму и возведение в квадрат. Это 

приводит к структуре Йордановой алгебры, где состояния представляют собой по-

ложительные функционалы с единичной нормой. Математический аппарат модели 

включает теорию топологических алгебр (в частности, операторных) и их пред-

ставления, такие как теория C*-алгебр, алгебр фон Неймана, JB, JBW-алгебр и др. 

(подробнее см.: [1–5]). 

Другой моделью является «выпуклая модель», возникшая в 1970-х гг. и пред-

ставляющая собой далеко идущее логическое развитие статистической интерпре-

тации квантовой механики. В основе этой модели лежат физически наиболее  

естественные аксиомы, и ее основным понятием являются выпуклые множества 

состояний физических систем. В рамках данной модели были изучены геометри-

ческие характеризации проективных выпуклых множеств (подробнее см.: [6–10]). 

В работах [11–15] найдены геометрические и физические условия на выпуклое 

множество, обеспечивающие его аффинную изоморфность пространству состоя-

ний C*-алгебры или JB*-алгебры. 
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Во избежание некоторых неестественных алгебраических предположений  

в упомянутых моделях Я. Фридман и Б. Руссо предложили геометрическую мо-

дель для квантовой механики [16–20]. Отправной точкой в этой модели было 

предположение, что состояния физической системы являются единичными век-

торами некоторого нормированного пространства Z. В результате исследования 

были введены понятия слабо и сильно гранево симметричных пространств.  

Эти пространства обеспечивают соответствующую структуру, где изучается 

проблема характеризации единичного шара предсопряженного пространства 

JBW*-тройки. 

В работах [21–25] в процессе исследования граневой структуры единичных ша-

ров гранево симметричных пространств были изучены различные свойства гео-

метрических трипотентов в сопряженных пространствах. В [21. Лемма 4.5] дока-

зано, что в сильно гранево симметричном пространстве Z для любого геометриче-

ского трипотента u и любого K   ( =K  или =K ) с 1 =  элемент u  яв-

ляется геометрическим трипотентом. 

В настоящей работе мы исследовали свойства таких геометрических трипотен-

тов и доказали (Предложение 3.1), что геометрические Пирсовские разложения, 

соответствующие геометрическим трипотентам u и u , совпадают. С помощью 

этого результата установили взаимосвязь между понятиями, соответствующими 

геометрическим трипотентам u и u , а также u  и v  (Следствия 3.2., 3.6), где 

, K    с = = 1  . Кроме того, исследовали свойства геометрических тре-

угольников (Предложение 3.10) и четырехугольников (Предложение 3.12) геомет-

рических трипотентов. Установлено, что геометрическое Пирсовское подпро-

странство Z2(u), соответствующее минимальному геометрическому трипотенту u, 

является линейно изометричным Гильбертовому пространству (Теорема 3.14). 

 

2. Предварительные сведения 

 

В данном разделе мы приведем некоторые необходимые сведения из теории 

гранево симметричных пространств (подробно см.: [16–20]). 

Пусть Z – действительное или комплексное нормированное пространство. Эле-

менты ,f g Z  называются ортогональными, обозначаются ,f v  если 

= =f g f g f g+ − + . Выставленной по норме гранью единичного шара Z1 

пространства Z является непустое множество (обязательно 1Z ), имеющее вид: 

1= { : , = 1}xF f Z x f , где , = 1x Z x . Для любого подмножества S Z  че-

рез S   обозначим множество всех элементов, ортогональных каждому элементу S. 

Элемент u Z   называется проективной единицей, если = 1u  и , 0uu F   = . Че-

рез F  и U  обозначим множества всех выставленных по норме граней Z1 и проек-

тивных единиц в 
1Z   соответственно. 

Определение 2.1. F F  называется  симметричной гранью, если существует 

линейная изометрия FS  из Z на Z с 2

FS I=  такая, что множеством неподвижных 
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точек FS  является spF F  . В частности, F   является замкнутым линейным 

подпространством. Мы называем FS  симметрией.  

Исходя из определения 2.1, через F
u

S  обозначим симметрию, соответствую-

щую симметричной грани uF , а через 
F
u

S   – сопряженное отображение к F
u

S . 

Определение 2.2. u U  называется геометрическим трипотентом, если uF  

является симметричной гранью и 
F
u

S u u =  для симметрии F
u

S .   

Через SF  и GU  обозначим множества всех симметричных граней Z1 и геомет-

рических трипотентов в 
1Z   соответственно 

Определение 2.3. Действительное или комплексное нормированное простран-

ство Z называется слабо гранево симметричным пространством (WFS-простран-

ством), если каждая выставленная по норме грань из Z1 является симметричной.   

На WFS-пространстве Z для каждой симметричной грани F определим сжима-

ющие проекторы ( )( ) {0,1,2}k uP F k   следующим образом:  

 1 1

1
( ) = ( ), ( )( ) = : = ;

2
u F u F

u u
P F I S P F Z f Z S f f−  −  

0 ( )uP F  и 2 ( )uP F  проектируют Z на 
uF   и uspF  соответственно. Эти проекторы 

называются геометрическими (или обобщенными) Пирсовскими проекторами. 

Для удобства вводятся следующие обозначения:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) = , , , ,k k u k k k k u F
u

P u P F Z u P u Z U u Z u S S= = =  

где  0,1,2k  . Очевидно, что  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0 1 2

1
= , = ,

2
uP u P u I S P u P u P u I+ + + +  

( ) ( ) ( )0 1 2 = .uP u P u P u S− +  

Для ,u v G U  будем писать u v , если u vF F . u G U  называется мини-

мальным, если 2 ( ) = 1dimU u . Через M обозначим множество всех минимальных 

геометрических трипотентов. u G U  называется неразложимым, если для v G U  

из v u  вытекает v u= . Через J  обозначим множество всех неразложимых гео-

метрических трипотентов. 

Определение 2.4. WFS-пространство Z называется сильно гранево симметрич-

ным пространством (SFS-пространством), если для каждой симметричной грани 

uF  из Z1 и для каждого v Z   с = 1v  и u vF F  имеем 
uS v v = .   

Сжимающий проектор Q на нормированном пространстве Z называется 

нейтральным, если для любого f Z  из равенства =Qf f  вытекает Qf f= . 

Нормированное пространство Z называется нейтральным, если для каждой сим-

метричной грани uF  соответствующий проектор 2 ( )P u  является нейтральным. 

Пусть Z – нейтральное сильно гранево симметричное пространство, и ,u v G U.  

Мы скажем, что 

– 2u v , если 2 ( )u U v ; 
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– 0u v , если 0 0( ) ( )U v U x ; 

– ku v , если ku v  и kv u , где {0,2}k  . 

Геометрический трипотент u называется 

– максимальным, если ( )  0 = 0U u ; 

– полным, если ( )2 =U u U ; 

– абелевым, если 1( ) = {0}U v  для любого ,v G v u U . 

Назовем геометрический трипотент e G U  конечным, если произвольный гео-

метрический трипотент 2 ( )u U e , который максимален в 2 ( )U e , является полным 

в 2 ( )U e . Если произвольный геометрический трипотент в Z* конечен, мы скажем, 

что Z – конечен. 
 

3. Основной результат 

 

Как уже было отмечено во введении, в сильно гранево симметричном про-

странстве Z для любого u G U  и любого K   ( =K  или =K ) с = 1  

элемент u  является геометрическим трипотентом. Более того, выполняется ра-

венство =u uF F . Эти факты и обозначение  = :| |= 1T K    будем иметь  

в виду в дальнейшем. 

Предложение 3.1. Пусть Z является SFS-пространством. Тогда для любого 

u G U  и любого T   имеет место равенство ( ) = ( )k kZ u Z u ,   где {0, 1, 2}k .  

Доказательство. Рассмотрим случаи, когда = 0, 1, 2k . 

k = 0. Пусть 
0 ( ) = ,uf Z u F 

    т.е. ( )uf F   , следовательно, ( ),f g   для 

любого ug F , и 
1 1

=f g f g +
 

. Тогда =f g f g   + , т.е. 

( )f g  , откуда следует, что 
1

uf F 


, следовательно, 0 0( ) ( )Z u Z u   . Обрат-

ное включение доказывается аналогично. Таким образом, 0 0( ) = ( )Z u Z u  . 

k = 2. Справедливо следующее:  

( ) ( ) ( )2 2= = = = .u u uZ u spF sp F spF Z u     

k = 1. Поскольку для произвольного v G U  имеем ( ) ( ) ( )0 1 2=Z Z v Z v Z v+ +  и 

( ) ( )=k kZ u Z u   при  0,2k  , то  

 ( ) ( )1 1= .Z u Z u   ■ 

Из доказанного предложения следует следующее утверждение. 

Следствие 3.2. Пусть Z является нейтральным SFS-пространством и u U . 

Тогда для любого T  справедливы следующие соотношения: 

(i) ( ) = ( )k kP u P u , где {0, 1, 2}k  ; 

(ii) ku u , где  0,2k  ; 

(iii) u является максимальным тогда и только тогда, когда u  является макси-

мальным; 
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(iv) u является полным тогда и только тогда, когда u  является полным; 

(v) u является абелевым тогда и только тогда, когда u  является абелевым; 

(vi) u является конечным тогда и только тогда, когда u  является конечным; 

(vii) u является минимальным тогда и только тогда, когда u  является мини-

мальным; 

(viii) u является неразложимым тогда и только тогда, когда u  является нераз-

ложимым.   

Доказательство. (i) Поскольку ( ) = ( )k kZ u Z u  , где {0, 1, 2},k   то 

( ) = ( ),k kZ u Z u  т.е. ( ) = ( )k kU u U u . Тогда из [26. Предложение 3.3] следует, что 

( ) = ( )k kP u P u . 

(ii), (iii), (iv) и (vii) и вытекают из (i), точнее, из равенства ( ) = ( )k kU u U u , ко-

гда  0,2k .  

(v) Пусть u является абелевым. Если v G U  и v u,   то =v u uF F F ,   т.е. 

=v v uF F F   , следовательно, v u  . Поскольку u является абелевым, то 

1( ) = {0}.U v  Помимо этого, имеем 1 1( ) = ( )U v U v . Таким образом, 1( ) = {0}U v , 

т.е. u  является абелевым. 

Обратное, пусть u  является абелевым. Если v G U  и v u,  то = ,v u uF F F   

т.е. =v v uF F F   , следовательно, v u.    Поскольку u  является абелевым, 

то 1( ) = {0}U v .  Кроме этого, имеем 1 1( ) = ( )U v U v . Таким образом, 1( ) = {0},U v  

т.е. u является абелевым. 

(vi) Пусть u является конечным, и геометрический трипотент 2 ( )v U u   мак-

симален в 2 ( )U u , т.е. 0 2( ) ( ) = {0}U v U u  . Из равенства 2 2( ) = ( )U u U u  имеем 

0 2( ) ( ) = {0}U v U u , т.е. v максимален в 2 ( )U u , следовательно, полный в 2 ( )U u . 

Поэтому  

2 2 2 2 2 2( ) ( ) = ( ) ( ) = ( ) = ( ),U v U u U v U u U u U u     

т.е. v является полным в 2 ( )U u , следовательно, u  является конечным. 

Обратное доказывается аналогичным образом. 

(viii) Пусть u является неразложимым, и v u   для некоторого v G U . Тогда 

=v u uF F F  , т.е. =v v uF F F   , следовательно, v u.   Поскольку u неразло-

жимый, то =v u . Тогда = =v v uF F F , поэтому =v uF F , следовательно, = ,v u  

т.е. u  является неразложимым. 

Обратное, пусть u  является неразложимым и v u  для некоторого v G U . 

Тогда =v u uF F F  , т.е. v uF F ,   следовательно, v u.    Поскольку u  не-

разложимый, то = .v u   Тогда = = = ,v v u uF F F F    поэтому =v uF F , следова-

тельно, =v u,  т.е. u является неразложимым. ■ 

Теперь кратко приведем сведения из теории JBW*-троек, необходимые для 

разъяснения понятий, определяемых на гранево симметричных пространствах. 

Определение 3.3. Банахово пространство U над  называется JB*-тройкой, 

если оно снабжено тройным произведением ( , , ) { , , },a b c a b c  отображающим 

U U U   на U таким, что 
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(i) { , , }a b c  линейно относительно a и c, сопряжено линейно относительно b; 

(ii) { , , }a b c  симметрично относительно крайних переменных, т.е. { , , } = { , , };a b c c b a  

(iii) для всякого x U  оператор ( , )L x x  из U, на U определенный как 

( , ) : = { , , },L x x y x x y  где ,y U  является эрмитовым с неотрицательным спектром; 

(iv) тройное произведение удовлетворяет следующему тождеству, называемому 

главным тождеством:  

( , ){ , , } { ( , ) , , } { , ( , ) , } { , , ( , ) };L x x a b c L x x a b c a L x x b c a b L x x c= − +  

(v) имеет место следующее равенство для всякого x U :  

3{ , , } = .x x x x  

Ненулевой элемент u из JB*-тройки U называется трипотентом, если 

= { , , }u u u u . Элементы a и b называются взаимно ортогональными ( a b⊥ ), если 

{ } = 0abx  для любого x U . Обозначим через Q квадратичный оператор на U 

(см.: [27. §1]): 

( ) = { , , }Q x y x y x  для ,x y U . 

Пирсовские проекторы ( )kP u  ( = 0,1,2k ), соответствующие трипотенту u, 

определяются следующим образом:  
2 2 2

2 1 0( ) ( ) , ( ) 2( ( , ) ( ) ), ( ) 2 ( , ) ( ) .P u Q u P u L u u Q u P u I L u u Q u= = − = − +  

JB*-тройка U, предсопряженное пространство U* которого является банаховым 

пространством, называется JBW*-тройкой. 

Такие понятия, как ортогональность, регулярность и коллинеарность геометри-

ческих трипотентов, аналогичным образом определяются и в сопряженном про-

странстве Z* слабо гранево симметричного пространства Z, а именно следующим 

образом. 

Определение 3.4 [16. §2]. Пусть Z – нормированное пространство. Элементы 

,a b Z   называются ортогональными, если существует симметричная грань 

1F Z  такая, что либо 

(i) 
2 ( )a imP F   и 

0 ( )b imP F  , 

или 

(ii) 
0 ( )a imP F   и 

2 ( )b imP F  .   

В этом случае мы будем писать a b  и b a . 

Определение 3.5 [18. Определение 2.1]. Пусть Z является WFS-пространством, 

и u, v – геометрические трипотенты. Говорят, что u регулирует v, если 1( )u U v  и 

2 ( )v U u , обозначается u v . Мы скажем, что u и v являются коллинеарными, 

если 1( )u U v  и 1( )v U u , обозначается u v .   

Теперь приведем еще одно утверждение, вытекающее из Предложения 3.1. 

Следствие 3.6. Пусть Z является нейтральным SFS-пространством, и ,u v G U.  

Тогда для любых , T   справедливы следующие соотношения: 

(i) ;u v u v     
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(ii) ;u v u v    

(iii) .u v u v      

Доказательство. (i) Если u v , то из [16. Лемма 2.5 (3), (4)] имеем 0 ( )u U v  и 

0 ( )v U u . Тогда 0 0( ) = ( )u U v U v    и 0 0( ) = ( )v U u U u   , следовательно, из 

[16. Лемма 2.5 (1), (3), (4)], вытекает, что u v  . 

Обратное утверждение доказывается аналогично. 

(ii) Если u v , т.е. 1( )u U v  и 1( )v U u , то 1 1( ) = ( )u U v U v    и 

1 1( ) = ( )v U u U u   , следовательно, u v  . 

Аналогичным образом доказывается и обратное утверждение. 

(iii) Если u v , т.е. 1( )u U v  и 2 ( )v U u , то 1 1( ) = ( )u U v U v    и 

2 2( ) = ( )v U u U u   , следовательно, u v  .  

Обратное утверждение доказывается подобным образом. ■ 

Теперь приведем определение треугольника трипотентов в JBW*-тройке (см.: [28]). 

Определение 3.7 [28. С. 297]. Порядковая тройка трипотентов ( , , )v u v  назы-

вается треугольником, если , ,v v u v u v⊥  и = ( )v Q u v .   

Поскольку в сопряженном пространстве Z* слабо гранево симметричного про-

странства Z тройное произведение элементов не определено, то, чтобы понять зна-

чение равенства = ( ) = { , , }v Q u v u v u  из Определения 3.7, рассмотрим в JBW*-

тройке следующие равенства, вытекающие из взаимно равносильных формул 

= ( )v Q u v  и = ( )v Q u v :  

2 ( ) = ( ) ( ) = ( ) = .P u v Q u Q u v Q u v v  

Имея в виду это и тот факт, что аналогами Пирсовских проекторов являются 

соответствующие проекторы, сопряженные к геометрическим Пирсовским проек-

торам на WFS-пространстве Z, мы в пространстве Z* вместо равенств = ( )v Q u v  

или = ( )v Q u v  будем использовать равенства 2 ( ) =P u v v  и 2 ( ) =P u v v . 

Предложение 3.8. Пусть Z – нейтральное сильно гранево симметричное про-

странство и ,u v G U . Тогда  

2 2( ) = ( ).P u v v v U u    

Доказательство. 2 2( ) = ( )P u v v v U u   : Поскольку 2 ( ) =P u v v , то для лю-

бого vf F  имеем ( ) ( )2 21 = , = , = ,v f P u v f v P u f ,   поэтому ( )2 vP u f F .  

Так как 2 ( ) =P u f f ,  то из нейтральности пространства Z вытекает, что 

2 ( ) =P u f f ,  следовательно, uf spF ,  поэтому 2= ( )v uF spF Z u . Тогда из [17. 

Теорема 2.3] имеем 2 ( )v U u . 

2 2( ) ( ) =v U u P u v v  : Из [17. Следствие 3.4 (b) (i)] имеем 2 2 2( ) ( ) = ( )P u P v P v . 

Поскольку 2 ( )v U u , то по [17. Теорема 3.3] получаем, что геометрические трипо-

тенты u и v являются взаимно совместимыми, следовательно, 2 2 2( ) ( ) = ( )P u P v P v   . Так 
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как v vF F , то из [17. Теорема 4.2] имеем 
2 ( ) =P v v v . Таким образом, 

2 2 2 2( ) = ( ) ( ) = ( ) =P u v P u P v v P v v v.     ■ 

Из данного предложения непосредственно вытекает, что  

1 2( ) и ( ) = .u U v P u v v u v   

Теперь дадим определение аналога треугольника трипотентов в сопряженном 

пространстве нейтрального SFS-пространства. 

Определение 3.9. В сопряженном пространстве Z* нейтрального SFS-про-

странства Z упорядоченную тройку геометрических трипотентов ( , , )v u v  назовем 

геометрическим треугольником, если , ,v v u v u v .   

Имеет место следующее 

Предложение 3.10. Пусть Z является нейтральным SFS-пространством  

и , ,u v v G U . Тройка ( , , )v u v  является геометрическим треугольником тогда и 

только тогда, когда тройка ( , , )v u v    является геометрическим треугольни-

ком при всех , , T    .   

Доказательство. Если тройка ( , , )v u v  является геометрическим треугольни-

ком, то из Следствия 3.6, (i), (iii) вытекает, что ,v v u v     и u v  , следова-

тельно, ( , , )v u v    является геометрическим треугольником.  

Обратное утверждение доказывается аналогично.                                           ■ 

Теперь рассмотрим определение геометрического четырехугольника трипотентов 

в сопряженном пространстве слабо гранево симметричного пространства (см.: [18]). 

Определение 3.11 [18. Определение 4.14]. Порядковая четверка 1 2 3 4( , , , )u u u u  

минимальных геометрических трипотентов называется геометрическим четырех-

угольником, если  

1 3 2 4 1 2 2 3 3 4 4 1, , , , ,u u u u u u u u u u u u  , 

и 
4

=1

1

2
ii

u  является минимальным геометрическим трипотентом. Порядковая 

тройка 1 2 3( , , )u u u  минимальных геометрических трипотентов называется геомет-

рическим предчетырехугольником, если 1 3 1 2, ,u u u u  2 3u u .   

Предложение 3.12. Пусть Z является нейтральным SFS-пространством и 

1 2 3 4, , ,u u u u M . Тогда 

(i) 1 2 3 4( , , , )u u u u  является геометрическим четырехугольником тогда и только 

тогда, когда 1 2 3 4( , , , )u u u u     является геометрическим четырехугольником, где 

T  ; 

(ii) 1 2 3( , , )u u u  является геометрическим предчетырехугольником тогда и только 

тогда, когда 1 1 2 2 3 3( , , )u u u    является геометрическим предчетырехугольником, 

где 1 2 3, , T    .   

Доказательство. (i) Если 1 2 3 4( , , , )u u u u  является геометрическим четырех-

угольником, то из Следствия 3.6 вытекает, что 1 3u u  , 2 4 ,u u   1 2 ,u u   
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2 3 ,u u   3 4 ,u u   4 1.u u   Кроме того, поскольку 
4 4

=1 =1

1 1
=

2 2
i i

i i

u u
 

  
 

    

и 
4

=1

1

2
ii

u  являются минимальным геометрическими трипотентами, то из След-

ствия 3.2, (vii) имеем, что 
4

=1

1

2
ii

u  является минимальным геометрическим три-

потентом, следовательно, ( )1 2 3 4, , ,u u u u     является геометрическим четырех-

угольником.  

Обратное утверждение доказывается аналогично. 

(ii) Если 1 2 3( , , )u u u  является геометрическим предчетырехугольником, то из 

Следствия 3.6, (i), (ii) вытекает, что 1 1 3 3 ,u u   1 1 2 2u u  , 2 2 3 3u u  , следова-

тельно, ( )1 1 2 2 3 3, ,u u u    является геометрическим предчетырехугольником.  

Аналогично доказывается и обратное утверждение. ■ 

Предложение 3.13. Пусть Z является нейтральным комплексным SFS-про-

странством и ,u v G U . Если существует T   такое, что u v  , то 

(a) ( )0= ;v u P u v +  

(b) ( ) = ( )k kP u v P u v   , где {0,1,2}k  ;   

(c) = = .u uS v S v v 


   

Доказательство. (a) Из [21. Лемма 4.5] имеем  

1

1 1
= = .u u v u v

v
u v F F F F F F u v



        
 

 

Тогда по [16. Лемма 2.8] получим  

( )0 0

1 1
= ( ) , т.е. = .v u P u v v u P u v+  +

 
 

(b) Сразу следует из Следствия 3.2, (i). 

(c) Поскольку 
1 1( ) = ( )P u v P u v   , то ( ) = ( )u uI S v I S v 

− − , следовательно,  

= .u uS v S v 


 

Из u v   имеем =uS v v


. ■ 

Напомним, что выпуклое множество называется строго выпуклым, если все 

точки его границы являются выставленными по норме. 

Нормированное пространство Z называется атомическим, если каждая симмет-

ричная грань F единичного шара Z1 содержит экстремальную точку. 

Говорят, что слабо гранево симметричное пространство обладает свойством (PE), 

если каждая экстремальная точка единичного шара является выставленной по 

норме точкой. 

Теорема 3.14. Пусть Z является нейтральным SFS-пространством и u M .  

Тогда 2 ( )Z u  является линейно изометричным действительному или комплекс-

ному Гильбертовому пространству.   

Перед тем как доказать данную теорему, докажем для начала следующее вспо-

могательное утверждение. 
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Лемма 3.15. Пусть Z является нейтральным SFS-пространством и u M .  

Тогда единичный шар 2 1( ( ))Z u  подпространства 2 ( )Z u  является строго выпуклым.   

Доказательство. Из [19. Предложение 2.4] вытекает, что uF  является выстав-

ленной по норме точкой. Пусть = { }u uF f , следовательно,  

2 ( ) = { : для всех }.uZ u f K    

Тогда для любого 2 1( ( ))f Z u  имеем, что = f uf f  для некоторого 
f K   с = 1f .  

Поскольку из Следствия 2, (vii) вытекает, что геометрический трипотент 
f u  явля-

ется минимальным и ( ) = ( ) = ( ) = 1f f f f uf u f u f u    , то из [19. Предложение 2.4] 

получим, что { } = u
f

f F
, т.е. { }f  является выставленной по норме точкой единич-

ного шара Z1. Из [19. Предложение 2.1] имеем, что ( )
2

f Z uu G  U . Поскольку 

2 2( ) = ( )fU u U u , то ( )
2

f Z uu M  , т.е. { }f  является выставленной по норме точкой 

единичного шара 2 1( ( ))Z u , следовательно, 2 1( ( ))Z u  является строго выпуклым. ■ 

Доказательство теоремы. Из [17. Теорема 3.6, Предложение 4.1] вытекает, 

что 2 ( )Z u  является нейтральным SFS-пространством. А из строго выпуклости 

2 1( ( ))Z u  сразу вытекает, что 2 ( )Z u  является атомическим с условием (PE). Более 

того, 2 ( )Z u  является пространством ранга 1. Действительно, предположим обрат-

ное. Пусть существуют такие элементы 2, ( )f g Z u , что f g . Тогда, как было 

показано в доказательстве Леммы 3.15, существуют такие , K    с = = 1  , 

что = u

f
F

f


  
 
  

, = u

g
F

g


  
 
  

 и 
u uF F  , следовательно, из [16. Лемма 2.5] имеем 

u u  . Тогда из Следствия 3.6, (i) вытекает, что u u . Это противоречие,  

т.е. 2 ( )Z u  является пространством ранга 1. 

Таким образом, 2 ( )Z u  является нейтральным атомическим SFS-пространством 

ранга 1 с условием (PE). Тогда из [19. Следствие 2.11] вытекает, что 2 ( )Z u  явля-

ется линейно изометричным действительному или комплексному Гильбертовому 

пространству. 
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