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Рассматривается реализация булевых функций схемами в стандартном базисе,
содержащем конъюнкцию, дизъюнкцию и инверсию. Предполагается, что неко-
торые из базисных элементов (например, конъюнктор) абсолютно надёжны, а
остальные (инвертор и дизъюнктор) — ненадёжные, с вероятностью ε ∈ (0, 1/2)
подвержены инверсным неисправностям на выходах. Предполагается, что все
ненадёжные элементы схемы переходят в неисправные состояния независимо друг
от друга. Получены ответы на вопросы: какова ненадёжность схем, если некото-
рые из базисных элементов абсолютно надёжны, а другие ненадёжны?
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Рассматривается реализация булевых функций схемами в стандартном базисе
{x1&x2, x1 ∨x2, x̄1}. Предполагается, что некоторые из базисных элементов абсолютно
надёжны, а остальные— ненадёжные, с вероятностью ε ∈ (0, 1/2) подвержены инверс-
ным неисправностям на выходах. Эти неисправности характеризуются тем, что в ис-
правном состоянии базисный элемент реализует приписанную ему булеву функцию ϕ,
а в неисправном—функцию ϕ̄. Считаем, что схема S, содержащая ненадёжные эле-
менты, реализует булеву функцию f(x1, . . . , xn), если при поступлении на входы схемы
двоичного набора a при отсутствии неисправностей в схеме S на её выходе появляется
значение f(a). Предполагается, что все ненадёжные элементы схемы переходят в неис-
правные состояния независимо друг от друга.

Впервые задачу синтеза надёжных схем из ненадёжных функциональных элемен-
тов рассматривал Дж. фон Нейман [1]. Он также предполагал, что все базисные эле-
менты с вероятностью ε ∈ (0; 1/2) подвержены инверсным неисправностям на выходах
и переходят в неисправные состояния независимо друг от друга. Дж. фон Нейман с по-
мощью итерационного метода установил, что любую булеву функцию можно реали-
зовать схемой, вероятность ошибки на выходе которой не больше cε (c—положитель-
ная, зависящая от рассматриваемого базиса константа). Для повышения надёжности
некоторой исходной схемы путём многократного дублирования он использовал схему,
реализующую функцию голосования g(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3.

Число P (S), равное максимальной вероятности ошибки на выходе схемы S при
всевозможных входных наборах схемы, назовем ненадёжностью схемы S; надёжность
схемы S равна 1− P (S).

С. В. Яблонский [2] рассматривал задачу синтеза надёжных схем в базисе {x1&x2,
x1 ∨ x2, x̄1, g(x1, x2, x3)}. Он предполагал, что элемент, реализующий функцию голосо-
вания g, абсолютно надёжный, а конъюнктор, дизъюнктор и инвертор— ненадёжные,
подвержены произвольным неисправностям, ненадёжность каждого из них не боль-
ше ε. Им доказано, что для любого p > 0 существует алгоритм, который для каждой
булевой функции f(x1, x2, . . . , xn) для любого n строит такую схему S, что сложность
схемы L(S) . 2n−1/n, а P (S) 6 p (т. е. ненадёжность схемы сколь угодно мала). Такие
схемы называют схемами сколь угодно высокой надёжности.

1Работа поддержана грантом РФФИ, проект №14-01-00273.



112 Прикладная дискретная математика. Приложение

В отличие от С.В. Яблонского, А.В. Васин [3] предполагал, что все элементы ба-
зиса {x1&x2, x1 ∨ x2, x̄1} ненадёжны, с вероятностью ε подвержены инверсным неис-
правностям на выходах, и доказал, что любую функцию можно реализовать такой
схемой S, что P (S) 6 3ε+ 32ε2 при всех ε ∈ (0, 1/128].

В этой работе (в зависимости от того, какие базисные элементы ненадёжны) полу-
чены следующие результаты.

Теорема 1. Пусть конъюнктор и дизъюнктор абсолютно надёжны, а инвер-
тор ненадёжный. Тогда любую функцию можно реализовать такой схемой S(k), что
P (S) 6 4(10ε2)k при всех ε ∈ (0, 1/128], k ∈ N.

Из теоремы 1 следует, что любую функцию можно реализовать схемой сколь
угодно высокой надёжности. Кроме того, любая неконстантная монотонная функция
f ∈ [x1&x2, x1 ∨ x2], т. е. может быть представлена в виде ДНФ, в которой нет отрица-
ний. Поэтому такую функцию f можно реализовать абсолютно надёжно.

Теорема 2. Пусть конъюнктор абсолютно надёжный, а инвертор и дизъюнктор
ненадёжные; или дизъюнктор абсолютно надёжный, а инвертор и конъюнктор нена-
дёжные. Тогда любую функцию можно реализовать такой схемой S, что P (S) 6 ε+10ε2

при всех ε ∈ (0, 1/128].

Теорема 3. Пусть инвертор абсолютно надёжный, а конъюнктор и дизъюнк-
тор ненадёжные. Тогда любую функцию можно реализовать такой схемой S, что
P (S) 6 3ε+ 32ε2 при всех ε ∈ (0, 1/128].

Теорема 4. Пусть конъюнктор и инвертор абсолютно надёжные, а дизъюнктор
ненадёжный; или дизъюнктор и инвертор абсолютно надёжные, а конъюнктор нена-
дёжный. Тогда любую функцию можно реализовать абсолютно надёжной схемой.
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