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с ростом числа вершин количество контрпримеров будет возрастать, и такие графы
можно выделить в некий подкласс сверхстройных деревьев.

Приведём решение задачи построения одного из ТНР для подкласса сверхстройных
деревьев — равнолучевых звёзд [6].

Определение 5. Граф Smn = (V, α) называется равнолучевой звездой с m луча-
ми, каждый из которых состоит из n вершин, если V = {v0, v
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равнолучевой звезды.

Теорема 1. Единственным ТНР для графа Smn , n > 2, является граф, получен-
ный из тривиального расширения графа Smn удалением рёбер wvjn−1, j = 1, . . . ,m, где
w— вершина, добавленная при построении тривиального расширения графа Smn .
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ШПЕРНЕРОВО СВОЙСТВО ДЛЯ МНОГОУГОЛЬНЫХ ГРАФОВ
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Конечное упорядоченное множество называется шпернеровым, если среди его
максимальных по длине антицепей хотя бы одна составлена из элементов оди-
наковой высоты. Под многоугольным графом понимается бесконтурный граф,
полученный из цикла путём некоторой ориентации его рёбер. В многоугольном
графе отношение достижимости вершин является отношением порядка. Таким об-
разом, многоугольный граф можно рассматривать как упорядоченное множество.
Найдено необходимое и достаточное условие шпернеровости таких упорядоченных
множеств.
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Пусть (A,6) —конечное упорядоченное множество. Высота h(a) элемента a в (A,6)
определяется как максимальная из длин убывающих цепей, начинающихся с a.

Антицепь в упорядоченном множестве — это такое его подмножество, в котором лю-
бые два элемента несравнимы. Под длиной антицепи понимается количество элементов
в ней. Антицепи максимальной длины будем называть главными. Антицепь в конечном
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упорядоченном множестве называется правильной, если все её элементы имеют оди-
наковую высоту. Так, в упорядоченном множестве (N8, |) (первые 8 натуральных чи-
сел с отношением делимости) среди главных антицепей {2, 3, 5, 7}, {3, 4, 5, 7}, {3, 5, 7, 8}
правильной является только первая. В (P ({a, b, c}),⊆) (совокупность всех подмно-
жеств трёхэлементного множества с отношением включения) главных антицепей две:
{a, b, c} и {ab, ac, bc}, и обе они— правильные.

Конечное упорядоченное множество назовём шпернеровым, если среди его главных
антицепей есть по крайней мере одна правильная. Упорядоченные множества (N8, |)
и (P ({a, b, c}),⊆) являются шпернеровыми. Один из минимальных примеров упоря-
доченного множества, не обладающего свойством шпернеровости, образуют по вклю-
чению пять подмножеств множества S = {a, b, c, d}, а именно {a}, {b}, {b, c}, {b, d},
{a, b, c}. В нём всего одна главная антицепь — {a, bc, bd}, и она не является правиль-
ной.

В 1928 г. Шпернер [1] доказал, что все конечные упорядоченные множества вида
(P (S),⊆) обладают обнаруженным им свойством. Свойство шпернеровости для конеч-
ных упорядоченных множеств находит содержательные интерпретации в различных
разделах математики (см., например, [2 – 4]), в том числе и в теории графов [5, 6].

Под (ориентированным) графом понимается пара G = (V, α), где V —конечное
непустое множество и α ⊆ V × V — отношение на нём. Элементы множества V назы-
ваются вершинами графа, а пары, входящие в α, — его дугами.

Вершины u и v, по определению, связаны, если существуют v1, v2, . . . , vk ∈ V , такие,
что (u, v1) ∈ α ∪ α−1, (v1, v2) ∈ α ∪ α−1, . . . , (vk, v) ∈ α ∪ α−1, т. е. если u и v можно
соединить последовательностью дуг без учёта их направлений. Граф, в котором любые
две вершины связаны, называется связным.

Граф H = (U, β) называется частью графа G = (V, α), если U ⊆ V и β ⊆ α, т. е.
H состоит из некоторых вершин графа G и некоторых дуг, соединяющих в G эти
вершины.

Контур длины k > 2 в графе G определяется как последовательность Ck его дуг
вида (v1, v2), (v2, v3), . . . , (vk−1, vk), (vk, v1), в которой все встречающиеся вершины раз-
личны. Граф, не содержащий контуров, называется бесконтурным.

Вершина v, по определению, достижима в графе G из вершины u, если существует
последовательность примыкающих дуг (u, v1), (v1, v2), . . . , (vk, v), соединяющая u с v.
Отношение достижимости в графе обозначим через δ. В бесконтурном графе отно-
шение достижимости является отношением порядка (о бесконтурных графах см. [7]).
Очевидно, что минимальными элементами в упорядоченном множестве (V, δ) являют-
ся стоки графа G, т. е. те его вершины, из которых не исходит ни одна дуга в другие
вершины. Максимальными элементами в (V, δ) являются источники графа G, т. е. те
его вершины, в которые не входит ни одна дуга из других вершин.

Связный бесконтурный графG = (V, α) назовём шпернеровым, если упорядоченное
множество (V, δ) обладает шпернеровым свойством.

Пусть n > 2 —натуральное число. Под n-угольным графом будем понимать всякий
граф, полученный из контура Cn переориентацией некоторого количества k его дуг.
Будем считать, что 1 6 k < n. Следовательно, контуры исключаются из числа много-
угольных графов, которые, таким образом, попадают в класс связных бесконтурных
графов [8].

Для шестиугольного графа M ′ : v1 → v2 → v3 ← v4 → v5 ← v6 ← v1 δ-упорядочен-
ное множество его вершин содержит одну главную антицепь — {2, 4, 6}. Она является
правильной, так что M ′ —шпернеров граф. Аналогично, для шестиугольного графа
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M ′′ : v1 → v2 → v3 ← v4 ← v5 → v6 ← v1 δ-упорядоченное множество вершин содержит
тоже единственную главную антицепь — {2, 4, 6}, но здесь она не является правильной,
так что M ′′ —не шпернеров граф.

Под цепью в многоугольном графе будем понимать его максимальную собственную
связную часть, в которой 1) есть хотя бы одна вершина, не являющаяся ни источником,
ни стоком, и 2) любые две соседние дуги одинаково направлены. Например, цепями
в графе M ′ являются v1 → v2 → v3 и v1 → v6 → v5, а в графе M ′′ — v1 → v2 → v3 и
v5 → v4 → v3. Всякая цепь начинается в источнике и завершается стоком. Зигзагом
в многоугольном графе назовём его максимальную собственную связную часть, в кото-
рой 1) каждая вершина является источником или стоком и 2) любые две соседние дуги
противоположно направлены. Зигзаги классифицируются по виду их концевых вер-
шин: в ss-зигзаге оба конца являются источниками; в st-зигзаге один конец источник,
другой сток; в tt-зигзаге оба конца стоки. Так, в графе M ′ есть tt-зигзаг v3 ← v4 → v5,
а в графе M ′′ имеется ss-зигзаг v1 → v6 ← v5.

Теорема. Многоугольный граф тогда и только тогда является шпернеровым, когда
в нём нет ss-зигзагов.
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ОБ ОЦЕНКАХ ЭКСПОНЕНТОВ ОРГРАФОВ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ
ЧИСЕЛ ФРОБЕНИУСА

В.М. Фомичев

Для частных классов сильносвязных орграфов получены достаточные условия
примитивности и оценки экспонентов, которые выражены через числа Фробени-
уса. Показано, что во многих случаях полученные оценки экспонента орграфа
существенно лучше известных оценок.
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