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Введение 

 

В последние годы дробные задачи вариационного исчисления и оптимального управления при-

влекают большее внимание многих авторов (см., напр.: [1–3] и ссылки в них). Но имеющиеся резуль-

таты касаются только случая непрерывного времени. Дробные задачи оптимального управления, кото-

рые могут быть представлены обыкновенными дробными дифференциальными уравнениями, можно 

рассматривать как развитие или расширение обычных задач оптимального управления. 

Принцип максимума Понтрягина является ключевым результатом в теории необходимых усло-

вий оптимальности первого порядка. Первоначально он был доказан для задач оптимального управле-

ния, включающих обыкновенные дифференциальные уравнения [4]. Впоследствии были выведены 

различные условия оптимальности для ряда систем, охватывающих условия как первого, так и более 

высокого порядка [5]. 

Необходимые условия оптимальности для дробных дифференциальных уравнений с запаздыва-

нием включают комбинацию дробного дискретного исчисления, вариационного исчисления и адаптации 

принципов из теории оптимального управления. Полученные условия создают основу для разработки 

оптимальных стратегий управления в системах с эффектами памяти и временными задержками, которые 

часто встречаются в реальных приложениях. 

Хорошо известно, что дискретные аналоги дифференциальных уравнений могут быть очень по-

лезны в приложениях [6, 7] и что дробные дифференциальные уравнения Эйлера–Лагранжа чрезвы-

чайно трудно решить, поскольку необходимо их дискретизировать [2, 8]. 

Дискретное исчисление всегда предпочтительнее, особенно когда компьютеры используются 

для изучения свойств определенных динамических задач управления. Широко исследованы свойства 

разных обыкновенных разностных уравнений. Однако теория дробно-разностных уравнений все еще 

разработана мало. 

В работах [9, 10] рассмотрена одна задача оптимального управления, описываемая обыкновен-

ным разностным уравнением дробного порядка и получен ряд необходимых условий оптимальности 

первого и второго порядка. 

Многие сложные процессы описываются обыкновенными разностными уравнениями с запазды-

ванием дробного порядка [11–14]. Разностные уравнения дробного порядка с запаздыванием представ-

ляют собой значительную и быстро развивающуюся область исследований в более широкой области 

дробного исчисления. Традиционные разностные уравнения моделируют системы, где изменения про-

исходят на дискретных временных шагах, в то время как дробное исчисление расширяет концепцию 

производных и интегралов до нецелых порядков, охватывая эффекты памяти и зависимость на больших 

расстояниях, часто наблюдаемые в явлениях реального мира. Объединяя эти две концепции, разностные 

уравнения дробного порядка с запаздыванием включают временные задержки в динамику системы, 

еще больше повышая их способность реалистично моделировать сложные системы. 

В данной статье исследуется задача оптимального управления для модели, описываемой разност-

ными уравнениями с запаздыванием дробного порядка. 

Цель работы – при различных предположениях получить ряд необходимых условий оптималь-

ности. 

Установлены аналоги дискретного принципа максимума, линеаризованного принципа макси-

мума, получен аналог классического уравнения Эйлера. 

 

1. Основные понятия и постановка задачи 

 

Рассмотрим некоторые необходимые определения и понятия. 

Определение 1 [15–17]. Расширенный биномиальный коэффициент 
a

n
 
 
 

 определяется следую-

щим образом: 



Управление динамическими системами / Control of dynamical systems 

6 

( )

( ) ( )

1
, 0,

1 1

1, 0,

0 0.

a
n

a n n
a

n
n

n

  +

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Определение 2 [18]. Для любого ,x y R  
( ) ( )

( )yx

x
x y

−+

+
=

1

1
, где   – гамма функция, для которой 

выполняется ( ) ( ).1 xxx =+

 

Пусть а – произвольное действительное число, и ,akb +=  здесь ;2,  kNk   , 1,..., ,T a a b= +  

 , 1,..., 1kT a a b= + − , а Ŧ – множество функций определенных на .T  

Определение 3. Пусть f  Ŧ. Выражения  

( )
( )

( )( )
( )

( )
11 t

a t

s a

f t t s f s
−−

=

 = +  − 
 

 ,      ( )
( )

( )( )
( )

( )
11 b

t b

s t a

f t s t f s
−−

= +

 = +  − 
 

  

называются соответственно левыми и правыми дробными суммами порядка 0  . 

Определение 4. Пусть 0 1    и 1 = −  , тогда для функции f  Ŧ левые и правые дробные 

суммы порядка   определяются в виде: 

( ) ( )( )a t a tf t f t − =   , 

( ) ( )( )t b t bf t f t − = −  . 

Приведем некоторые известные свойства дробной суммы и дробной разности из [15–17]:  

1. ( ) ( );f t f t  +  =   

2. ( ) ( ) ( )0 ;f t f t f−   = −  

3. ( ) ( );f t f t −  =  

4. ( )0 0f =  и ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 .f f f f = − =   

Перейдем к формулировке постановки задачи. Пусть управляемый процесс описывается систе-

мой нелинейных разностных уравнений с запаздыванием дробного порядка   

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 , , , ,x t f t x t x t h u t + = −      0 0 1, 1,..., 1t T t t t = + − , (1) 

с начальным условием 

   ( )
0 0 0 0 0 0( ) ( ), , 1,..., 1 , .tx t t t E t h t h t x t x=   = − − + − =  (2) 

Здесь ( )x t  – n-мерный вектор фазовых переменных, 0 1,t t  – заданные числа, 0x  – заданный постоянный 

вектор, ( ), , ,f t x y u  – заданная n-мерная вектор-функция, дискретная по t и непрерывная по ( ), ,x y u  

вместе с ( ) ( ), , , , , , , ,x yf t x y u f t x y u  h – заданное натуральное число (запаздывание), 
00 , ( ), tx t t E   за-

даны, ( ) (0 1)x t     – дробный оператор  порядка  , а ( )u t  – r-мерный дискретный вектор управ-

ляющих воздействий со значениями из заданного непустого и ограниченного множества U, т.е. 

 ( ) ru t U R  , t T . (3) 

Такие управляющие функции называем допустимыми управлениями. 

Цель состоит в том, чтобы минимизировать функционал 

 ( ) ( )( )1S u x t=  , (4) 

определенный на решениях системы (1), порожденных всевозможными допустимыми управлениями.  

Здесь ( )x  – заданная непрерывно дифференцируемая скалярная функция.  
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Задача (1)–(4) называется задачей дискретного терминального управления с запаздыванием 

дробного порядка. 

Допустимое управление ( ),u t  доставляющее минимум функционалу (4) при ограничениях (1)–(3), 

называется оптимальным управлением, а допустимый процесс ( ) ( )( ),u t x t  – оптимальным процессом. 

 

2.Формула приращения критерия качества и необходимое условие оптимальности 

 

Пусть ( ) ( )( ),u t x t  – фиксированный допустимый процесс, а ( )( ( ) ( ),u t u t u t= +  ( ) )( ) ( )x t x t x t= +   – 

произвольный допустимый процесс. Тогда ясно, что )(tx  будет решением следующей системы:  

 ( )( 1) ( , ( ), ( ), ( )) ( , ( ), ( ), ( )), ,x t f t x t x t h u t f t x t x t h u t t T  + = − − −   (5) 

.0)(,...,0)( 00 ==− txhtx  

Пусть ( )t  – пока неизвестный n-мерный дискретный вектор-столбец,  

( , , , , ) '( ) ( , , , )H t x y u t f t x y u =   

дискретный аналог функции Гамильтона–Понтрягина, где ).()( htxty −=    

Умножая обе части тождества (5) слева скалярно на пока неизвестную вектор-функцию ( )t , 

затем суммируя обе части полученного тождества по t от 0t  до 11 −t  и при этом учитывая вид функции 

Гамильтона–Понтрягина, получим  

( )  
1 1

0 0

1 1

'( ) ( 1) ( , ( ), ( ), ( ), ( )) ( , ( ), ( ), ( ), ( )) .
t t

t t t t

t x t H t x t x t h u t t H t x t x t h u t t
− −



= =

   + = −  − −    

Поэтому приращение функционала ( )S u  можно записать в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1

0

1

1 1 '( ) ( 1)
t

t t

S u S u S u x t x t t x t
−



=

 = − =  −  +    + −  

  
1

0

1

( , ( ), ( ), ( ), ( )) ( , ( ), ( ), ( ), ( )) .
t

t t

H t x t x t h u t t H t x t x t h u t t
−

=

− −  − −   (6) 

Используя формулу Тейлора, приращение функционала (6) представим в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

0

1

1 1 '( ) ( 1)
t

x

t t

S u S u S u x t x t t x t
−



=

 = − =   +    + −  

1 1

0 0

1 1
'( , ( ), ( ), ( ), ( )) '( , ( ), ( ), ( ), ( ))

( ) ( )
( ) ( )

t t

t t t t

H t x t y t u t t H t x t y t u t t
x t y t

x t y t

− −

− −

   
−  −  −

 
   

1 1

0 0

1 1'( , ( ), ( ), ( ), ( )) '( , ( ), ( ), ( ), ( ))
( ) ( )

( ) ( )

t t

u u

t t t t

H t x t y t u t t H t x t y t u t t
x t y t

x t y t

− −

− −

   
−  −  −

 
   

 
1 1

0 0

1 1

2 1 1'( , ( ), ( ), ( ), ( )) ( ( ) ) ( ( ) ),
t t

u

t t t t

H t x t y t u t t o z t o x t
− −

− =

−   −  +    (7) 

где по определению  

 ( ) ( , ( ), ( ), ( ), ( )) ( , ( ), ( ), ( ), ( )),u H t H t x t y t u t t H t x t y t u t t =  −   

  ( , ( ), ( ), ( ), ( )),x xH t H t x t y t u t t=   

  ( , ( ), ( ), ( ), ( )),y yH t H t x t y t u t t=   

( ), ',z x y =    

  ( , ( ), ( ), ( ), ( )) ( , ( ), ( ), ( ), ( )).u x xH t H t x t y t u t t H t x t y t u t t =  −   
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Выполним преобразование формулы приращения (7). 

Cначала рассмотрим выражение 

( )
1

0

1

'( ) ( 1) .
t

t t

t x t
−



=

   +  

Сделав в нем замену переменных st =+ )1(  и учитывая начальное условие (6), получим 

( ) ( )
1 1

0 0

1

1

'( ) ( 1) '( 1) ( )
t t

t t t t

t x t t x t
−

 

= = +

   + =  −   =   

( ) ( ) ( )
1

0

1

1 1 0 0'( 1) ( ) '( 1) ( ) '( 1) ( )
t

t t

t x t t x t t x t
−

  

=

=  −   −  −   +  −   =  

 ( ) ( )
1

0

1

1 1'( 1) ( ) '( 1) ( ) .
t

t t

t x t t x t
−

 

=

=  −   +  −     (8) 

Из свойства дробной суммы получаем, что 

 
0

( 1)1
( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )),

( )

t

s t

x t x t t s x s−  − 

=

 =    = +  −   
 

  (9) 

1

0

( 1)

1 1 1

1
( ) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( )

t

s t

x t x t t s x s−  − 

=

 =    = +  −    =
 

  

 
1

0

1
( 1)

1 1

1
( ( )) ( ( )) ( ( )).

( )

t

s t

x t t s x s
−

 − 

=

=   + +  −   
 

  (10) 

Теперь, принимая во внимание тождества (8)–(10), из формулы приращения (7) получим 

1

0

1
( 1)

1 1 1

1
( ) '( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( )

t

x

s t

S u x t x t t s x t
−

 − 

=

 
 =    + +  −    +    

  

( ) ( ) ( )
1 1

0 1

1 1

1 1'( 1) ( ) '( 1) ( ) '( 1) ( )
t h t

t t t t h

t x t t x t t x t
− − −

  

= = −

+  −   +  −   +  −   −   

1 1

0

1 1
( 1)1 '( , ( ), ( ), ( ), ( ))

( ( )) ( ( ))
( ) ( )

t h t

t t s t

H s x s y s u s s
s t x t

x s

− − −
− 

= =

  
− +  −    − 

   
   

1 1

1

1 1
( 1)1 '( , ( ), ( ), ( ), ( ))

( ( )) ( ( ))
( ) ( )

t t

t t h s t

H s x s y s u s s
s t x t

x s

− −
− 

= − =

  
− +  −    − 

   
   

1 1

0

1 1
( 1)1 '( , ( ), ( ), ( ), ( ))

( ( )) ( ( ))
( ) ( )

t h t

t t s t

H s x s y s u s s
s t x t

y s

− − −
− 

= =

  
− +  −    − 

   
   

1 1

0 0

1 1'( , ( ), ( ), ( ), ( )) '( , ( ), ( ), ( ), ( ))
( ) ( )

( ) ( )

t t

u u

t t t t

H t x t y t u t t H t x t y t u t t
x t y t

x t y t

− −

= =

   
−  −  −

 
   

 
1 1

0 0

1 1

2 1 1( , ( ), ( ), ( ), ( )) ( ( ) ) ( ( ) ).
t t

u

t t t t

H t x t y t u t t o z t o x t
− −

= =

−   −  +    (11) 

Предположим, что ( )t  является решением следующей системы:  

1 1
( 1)

1 1

'( , ( ), ( ), ( ), ( ))
( 1) ( ( )) , ,..., 1,

( )

t

s t

H s x s y s u s s
t s t t t h t

x s

−
−

=

 
 − = − +  −  = − −


  

1

0

1
( 1)

1 1

1
( 1) '( ( )) ( ( ))

( )

t

x

s t

t x t t s
−

−

=

 − = − +  −  +
 

  

    
1 11 1

( 1) ( 1)

0 1( ( )) ( ( )) , ,..., 1,
t t

x y

s t s t

s t H s s h t H s t t t h
− −

− −

= =

+ +  −  + +  − −  = − −   (12) 

 
1 1( 1) ( ( )).xt x t − = −  (13) 
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Задачу (12)–(13) называем сопряженной системой для задачи управления (1)–(4). 

Учитывая задачу (12)–(13), из формулы приращения (11) получим 

  
1

0

1

( ) ( , ),
t

u

t t

S u H t u u
−

=

 = −  +    (14) 

где по определению  

    
1 1 1

0 0 0

1 1 1

1 1 2( , ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ).
t t t

u x u y

t t t t t t

u u o x t o z t H t x t H t x t h
− − −

= = =

 =  −  −   −   −    (15) 

Нам понадобится оценка для )(tx  .)()(
1














= 

=

n

i

i txtx   

Применяя −  обеим сторонам уравнения (1), имеем 
( 1) ( , ( ), ( ), ( )).x t f t x t y t u t−  −  + =   

Займемся преобразованием этой формулы. С этой целью рассмотрим выражение  

( 1).x t−   +  

Учитывая свойства операторов дробной суммы и дробной разности, проведем следующие 

преобразования: 
1( 1) ( ( 1)) ( ( ( 1))x t x t x t−  − − − −  + =   + =    + =  

0

1

0( ( 1)) ( ( 1) ( )) ( 1) ( ).
t

j t

x t x t x t x t x t−

=

=   + = + − = + −  

Правая сторона: 

0

( 1)1
( , ( ), ( ), ( )) ( ( )) ( , ( ), ( ), ( ))

( )

t

j t

f t x t y t u t t j f j x j y j u j− −

=

 = −  =
 

  

0 0

1
( , ( ), ( ), ( )) ( , ) ( , ( ), ( ), ( )).

t t

j t j t

t j
f j x j y j u j A t j f j x j y j u j

t j


= =

− +  − 
= = 

− 
   

Здесь 

1
( , ) .

t j
A t j

t j

− +  − 
=  −   

Таким образом, доказали, что 

0

0( 1) ( ) ( , ) ( , ( ), ( ), ( )).
t

j t

x t x t A t j f j x j y j u j

=

+ = +   

Отсюда, переходя к норме и используя условие Липшица, получаем, что 

0

1

( ) ( 1, ) ( , ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ))
t

j t

x t A t j f j x j x j y j y j u j u j
−



=

 = − +  +  +  −  

0

1

( , ( ), ( ), ( )) ( 1, ) ( , ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ))
t

j t

f j x j y j u j A t j f j x j x j y j y j u j u j
−



=

− = − +  +  +  −  

( , ( ), ( )), ( )) ( , ( ), ( )), ( ))uf j x j y j u j f j x j y j u j− +    

 
0 0

1

1 ( 1, ) ( ) ( ) ( 1, )
t t

u

j t j t

L A t j x j y j A t j f j
−

 

= =

 
 −  +  + −    

 
   

   
0

1

1 0 0 1( 1, ) , , 1,..., 1 .
t

u

j t

L A t j f j t t t t
−



=

 + −   + −  

Применяя к последнему неравенству лемму Гронуолла–Беллмана дробного порядка (см., напр.: [15]), 

получим справедливость оценки 

  
0

1

2 0 0 1( ) (1 ( , ) ), , 1,..., .
t

uj t
x t L A t j f j t t t t

−

=
  +  = +  (16) 
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3. Необходимые условия оптимальности 

 

Теперь предположим, что вдоль допустимого процесса ( )( ), ( )u t x t  множество допустимых ско-

ростей системы (1), т.е. множество 

 ( ) ( ) , ( ), ( ), : , ( ), ( ), ,f t x t y t U f t x t y t v v U=   =  , (17) 

выпукло. Тогда специальное приращение управления ( )u t  можно определить по формуле  

 ( ) ( , ) ( ), ,u t v t u t t T =  −   (18) 

здесь  0,1  – произвольное число, а ( , )v t U   – такой вектор, что  

 ( ) ( ) ( ), ( ), ( ), ( , ) , ( ), ( ), ( ) (1 ) , ( ), ( ), ( ) .f t x t y t v t f t x t y t v t f t x t y t u t =  + −   (19) 

Через ( )x t  обозначим специальное приращение траектории )(tx , отвечающее приращению 

( )u t  управления u(t). 

С учетом оценки (16) получаем, что 

 3 1 3( ) , , 0.x t L t T t L const     =   (20) 

В силу этой оценки получим 

( )( ) ( );u u t  =   . 

Тогда из формулы приращения (14) следует, что 

    
1 1

0 0

1 1

( , ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
t t

v t v t

t t t t

S u S u u S u H t o H t o
− −

  

= =

 = +  − = −  +  = −  +    (21) 

Если предположить, что в задаче (1)–(4) управление )(tu  оптимальное, то из разложения (21) 

получим следующее неравенство: 

  
1

0

1

( ) ( ) 0.
t

v t

t t

H t o
−

=

−  +    (22) 

Из этого неравенства в силу произвольности   следует неравенство 

   .0

1

)(

1

0


−

=

tH

t

tt

tv  (23) 

Таким образом, доказана следующая 

Теорема 1 (дискретный принцип максимума для системы с запаздыванием). Если в задаче  

(1)–(2) вдоль допустимого процесса ( ))(),( txtu  множество допустимых скоростей системы (19) вы-

пукло, то для оптимальности управления )(tu  в рассматриваемой задаче необходимо, чтобы неравен-

ство (23) выполнялось для любого .,)( TtUtv    

Непосредственным следствием этого утверждения является 

Теорема 2 (поточечный дискретный принцип максимума [19]). При выполнении условия тео-

ремы 1 для оптимальности допустимого управления )(tu  в рассматриваемой задаче необходимо, 

чтобы условие 

 max ( , ( ), ( ), , ( )) ( , ( ), ( ), ( ), ( ))
v U

H x y v H x y u


     =        (24)        

выполнялось для всех T . 

Условие (24) является поточечным дискретным условием максимума для рассматриваемой за-

дачи. Для доказательства условия (24) достаточно в неравенстве (23) )(tv  определить по формуле 

, , ,
( )

( ), .

v t T v U
v t

u t t T

=  
= 

 
 

Также легко доказывается, что если вдоль процесса ( ))(),( txtu  выполняется соотношение (24), 

то вдоль этого же процесса выполняется также неравенство (23). Все эти рассуждения показывают, что 

условия оптимальности (23) и (24) равносильны.  
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Теперь предположим, что вектор-функция ),,,( uyxtf  непрерывна по совокупности переменных 

вместе с частными производными по ),( ux , а множество U  выпукло. 

Далее, считая ( ))(),( txtu  оптимальным процессом, специальное приращение оптимального 

управления определим следующим образом: 

 ( )( ; ) ( ) ( ) .u t v t u t  =  −  (25) 

Здесь  0,1  – произвольное число, а ( ) ,v t U t T   – произвольный вектор. 

В силу выпуклости множества U  специальное приращение ( ; )u t   оптимального управления ( ),u t  

определяемое формулой (25), будет допустимым. В самом деле: 

 ( ) ( ) ( ; ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) .u t u t u t u t v t u t v t u t U = +   = +  − =  + −    

Через ( ; )x t   обозначим специальное приращение оптимальной траектории ( ),x t  отвечающей 

специальному приращению управления ( ),u t  определяемое формулой (25). 

Используя работу [20], по аналогии с ней доказывается оценка  

0

1

1( 1) (1 ( , ) ( ) ),
t

j t
x t L A t j u j

−

=
 +  +   

здесь .,0 11 tTtconstL =   

Из этого неравенства получаем, что 

( )
0

1

1 2( ; ) (1 ( , ) ( ; ) ) ( ) ( ) ,
t

j t
x t L A t j u j L v j u j

−

=
   +     −  

отсюда следует 

 ( ; ) ~ .x t    (26) 

Учитывая формулу (25) и оценку (26), из формулы приращения (14) получим справедливость 

следующей теоремы. 

Теорема 3. Пусть множество U  выпукло, а ),,,( uyxtf  непрерывно по совокупности переменных 

вместе с частными производными по ( )ux, . Тогда для оптимальности допустимого управления )(tu  

необходимо, чтобы соотношение 

   0))()(('

11

0

−
−

=

t

tt

u tvtutH  (27) 

выполнялось для любого .,)( TtUtu   

Соотношение (27) является аналогом линеаризованного принципа максимума.  

Теперь предположим, что U – заданное непустое, ограниченное и открытое множество, а вектор-

ная функция ),,,( uyxtf  непрерывна относительно множества переменных вместе с частными произ-

водными по ( )ux, . 

Поскольку, по предположению, множество U открыто, особое приращение допустимого управ-

ления )(tu  можно определить по формуле 

 ( ) ( ).u t u t =   (28) 

Здесь ε достаточно малое по абсолютной величине число, а ( )u t  – произвольная r-мерная векторная 

функция со значениями из .rR  

Через ( )x t  обозначим особое приращение допустимой траектории )(tx , соответствующее осо-

бому приращению управления )(tu , определяемому формулой (28). 

Учитывая оценку (16), получаем, что 

 2 1 2( ) , , 0.x t L t T t L const     =   (29) 

Кроме того, для ( )x t  справедливо следующее разложение: 

 ( ) ( ) ( ; ).x t x t o t =  +   (30) 
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Отметим, что ( )u t  называется вариацией управления ( )u t , а ( )x t  называется вариацией тра-

ектории )(tx .   

Используя формулы (28) и (30), а также оценку (29), из формулы приращения (25) получаем 

справедливость следующего утверждения.  

Теорема 4. Пусть множество U открыто, а ),,,( uyxtf  непрерывна по множеству переменных 

вместе с частными производными по ).,( ux  Тогда для оптимальности допустимого управления )(tu  

необходимо, чтобы соотношение   

   0uH t =  (31)  

выполнялось для любого .Tt     

Соотношение (31) называется аналогом уравнения Эйлера для рассматриваемой задачи. 

 

4. Пример проверки необходимого условия оптимальности 

 

Пусть требуется минимизировать функционал 

min)3()( →−= xuS  

при ограничениях 

 ( 1) 3 ( ) ( 1) ( ), 0,1,2 ,x t x t x t u t T + = + − =  

( 1) 0, (0) 1, ( ) 2, \ 2.x x u t t T− = =    

Используя определения 2, 3 можно доказать, что 

( )( ) (2 ) 1 (1) (2).
( )

S u u u


= − −  − −  + −
 

 

Отсюда получаем, что 
* * *( ) ( (1), (2)) (2,2)u t u u= =  может быть оптимальным управлением. 

Составим функцию Гамильтона–Понтрягина следующим образом: 

( )( , ( ), ( 1), ( ), ( )) ( ) 3 ( ) ( 1) ( ) .H t x t x t u t t t x t x t u t−  =  + −  

Сопряженная система имеет вид: 

( )
1 1

( 1)
( 1) 3 ( ) ( ) , 2,3,

t

s t

t s t s t
−

−

=

 
 − = − +  −   = 

 
  

1

0

1
( 1)

1 1

1
( 1) '( ( )) ( ( ))

( )

t

x

s t

t x t t s
−

−

=

 − = − +  −  +
 

  

1 11 1
( 1) ( 1)

0 13 ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ), ,..., 1, 0,1.
t t

s t s t

s t s s h t s u s t t t h t
− −

− −

= =

+ +  −   + +  − −   = − − =   

Отсюда получаем, что  

(2) 1, (1) 3 ( ). =  =    

По теореме 1 проверим, что управление u*(t) является оптимальным.  

Получаем, что условие 

( , ( ), ( 1), ( ), ( )) ( , ( ), ( 1), ( ), ( )) ( ) ( 1)( ( ) 2) 0H t x t x t v t t H t x t x t u t t t x t v t−  − −  =  − −   

выполняется для любого  ( ) 2, 2 , 0,1, 2.v t t − =   

 

Заключение 

 

В работе ставится и исследуется дискретная терминальная задача оптимального управления, 

описываемая нелинейным разностным уравнением дробного порядка. 

В рассмотрение введены функции типа Понтрягина, а также аналог сопряженной задачи, при 

сделанных предположениях построена общая формула приращения функционала качества.  
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В случае выпуклости множества допустимых скоростей рассматриваемой системы уравнений, 

используя построенную формулу приращения, доказан дискретный аналог принципа максимума 

Л.С. Понтрягина. В случае выпуклости области управления и непрерывной дифференцируемости пра-

вой части уравнения по управлению доказан аналог линеаризованного условия максимума, а в случае 

открытости области управления установлено необходимое условие оптимальности в форме аналога 

классического уравнения Эйлера. 
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