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Аннотация. Строится математическая модель ациклической сети массового обслуживания с нестационар-

ным пуассоновским входным потоком, без очереди и с детерминированным временем обслуживания. Вычис-

ляются нестационарные интенсивности потоков, проходящих по сети. Доказывается, что если входной поток 

является пуассоновским, то все остальные потоки, проходящие по сети, также являются пуассоновскими. При-

чем количество заявок, находящихся в каждом узле сети, также имеет пуассоновское распределение. С помо-

щью специальных интегральных соотношений вычисляются параметры этих пуассоновских распределений. 
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Abstract. The paper builds a mathematical model of an acyclic queuing network with an unsteady Poisson input 

flow, no queue, and deterministic service time. The non-stationary intensities of the flows passing through the network 

are calculated. It is proving that if the input flow is Poisson, then all other flows passing through the network are also 

Poisson. Moreover, the number of customers located in each node of the network also has a Poisson distribution. The 

parameters of these Poisson distributions are calculated using special integral relations. 
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Введение 

 

Наряду с классическими мультипликативными теоремами для открытых [1] и замкнутых [2] се-

тей массового обслуживания (СеМО) в последнее время проведено много их обобщений (см., напр.: [3]). 

Эти обобщения представляют интерес, если они связаны с новыми практическими приложениями, 

например при введении в модели СеМО блокирующих вероятностей [4, 5]. Настоящая работа вызвана 

появлением новых интересных имитационных моделей СеМО в морском транспорте (см., напр.: [6]). 

Такие модели приводят к новым задачам, требующим для своего решения новых математических  

приемов. 

Однако наряду с определением стационарных характеристик в СеМО требуется рассматривать 

обслуживание нестационарных входных потоков. Обслуживание нестационарных потоков связано  

с так называемыми трамповыми перевозками (tramp shipping), т.е. с нерегулярной морской перевозкой 

грузов. Причем нестационарность входных потоков интересна в том смысле, что позволяется описывать 

возникновение пробок в СеМО. Поэтому исследование СеМО с нестационарными входными потоками 

(см., напр.: [7]) является важной и достаточно сложной аналитической и вычислительной задачей. Для 

получения содержательных решений здесь в первую очередь требуется включение ограничений и до-

полнительных условий, наиболее часто встречающихся в приложениях и допускающих сравнительно 

простые решения. 

К таким условиям можно отнести отсутствие очереди (при наличии крупных обрабатывающих 

узлов сети), детерминированное распределение времени обслуживания и ацикличность сети перевозки 

грузов. С одной стороны, эти условия понятны для эксплуатационников и логистиков. С другой сто-

роны, они достаточно удобны при рассмотрении пуассоновских нестационарных потоков, проходящих 

через узлы ациклической сети.  

Для ациклических сетей с нестационарным входным пуассоновским потоком, детерминирован-

ным временем обслуживания и отсутствием очереди строится рекуррентная процедура вычисления 

интенсивностей пуассоновских потоков, выходящих из узлов сети, и параметров пуассоновских рас-

пределений числа заявок в различные моменты времени. 

Она основана на выделении наборов узлов Uk сети с заданной максимальной длиной пути k (чис-

лом ребер в пути из начальной вершины в другую вершину сети) на каждом шаге. Такая классификация 

узлов сети приводит к тому, что в каждый узел сети из набора Uk входят ребра только из узлов, содер-

жащихся в наборах Uk', k' < k. Это позволяет последовательно по k ≥ 1 устанавливать пуассоновость и 

независимость нестационарных потоков, выходящих из узлов набора Ul, и вычислять нестационарную 

интенсивность этих потоков. Детерминированность времени обслуживания заявок из узлов сети также 

является источником достаточно простых интегральных формул для определения нестационарных па-

раметров пуассоновских распределений числа заявок в узлах сети. 

 

1. Вычисление максимальных длин путей в ациклических ориентированных графах 

 

Рассмотрим ациклический ориентированный граф (орграф) G с множеством вершин = {1, , }U n  

и множеством ребер V. Полагаем, что в графе G для любой вершины i U  существует путь из вершины 

1 в вершину i. Для каждой вершины i графа G определим максимальную длину пути l(i) из вершины 1 

в вершину i, l(1) = 0, и положим = max ( ).
i U

S l i


 

Для конструктивного вычисления ( ), ,l i i U  введем матрицу 1 1
, =1=|| || ,n

ij i jD d  где 1 = 0, =1, , ,iid i n  

1 = ,ijd   если ( , ) ,i j V  1 = 1,ijd  если ( , ) .i j V  Тем самым для любой пары вершин, которые не соеди-

няются ребром (путем длины единица), величина 1 = .ijd   

Построим аналог алгоритма Флойда–Уоршелла [8] для нахождения матрицы максимальных 

длин всех путей между вершинами ациклического орграфа. Обозначим , =1=|| || , = 1, , ,k k n
ij i jD d k K  где 
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величина dk = , если в графе G нет пути, проходящего только через вершины 1, ..., k и соединяющего

вершины i, j. Если такие пути существуют, то величина di равна максимальной длине таких путей. 

Тогда справедлива следующая теорема [9].
Теорема 1. Матрицы Dk =|| dk ||? j=1, k = 2,...,K, удовлетворяют соотношениям

иначе

di =max(di \1 + Д если max(d;k \ dk 1 + ')< ,

4 =min(dj-1, dk-1 + dj >).

(1)

(2)
С помощью теоремы 1 можно вычислить максимальные длины путей из вершины 1 в вершины 

i е U, полагая l (i) = d^.

2. Построение нестационарной модели прохождения пуассоновского потока через СеМО

Вычисление переходных интенсивностей. Определим подмножества Ls = {i: l(i) = s}, s = 0,1,..., S. 
Тогда при r > k, i e L, j e Lr граф G не содержит ребра (i, j) и, значит, в ациклическом орграфе любое 

k 
ребро (j, i) eV, i е Lk, j e Lr может принадлежать графу G только при k > r. Обозначим Uk = U Ls

s=0
K-1

и положим V совокупность ребер (i, j) графа G таких, что i е Uk, j & Uk. Очевидно, что Vk = V.
k=0

В качестве примера приведем орграф с U = {1, 2, 3, 4, 5} (рис 1).

Рис. 1. Пример орграфа G
Fig. 1. Example of digraph G

В этом случае l(1) = 0, l(2) = 1, l(3) = 2, l(4) = l(5) = 3; Lo = {1}, L = {2}, L2 = {3},L3 = {4,5}; Uo = {1},

(t) от времени t. Эта функция определяет нестационарную интенсивность пуассоновского потока,

являющуюся интенсивностью входного пуассоновского потока в ациклическую сеть. Потребуем, 
чтобы при некотором at > 0 выполнялись равенства

A/ (t) = X X и (t), i eU, i 1, Ai (t) = Ai (t-ai), i eU. 
(j.i )eV

(3)

Величина a > 0 определяет сдвиг вправо каждой точки входного потока, т.е. время задержки (обслу­
живания каждого требования) в вершине i сети. Предположим, что для каждой вершины i eU задан 
набор положительных чисел {0Zj : (i,j)eV}: X =1, и выполняются равенства

(i ,j )eV

X ij (t) = Bj. Ai (t), (i, j) eV. (4)

Здесь Bij определяют вероятности, с которыми каждая заявка, выходящая из вершины i е U, поступает 

в вершину j е U.
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Теорема 2. По изначально заданным функции ),(1 t  наборам { : ( , ) }ij i j V   и числам , ,ia i U  

можно с помощью равенств (3), (4) однозначно вычислить функции ( ), ( , ) .ij t i j V   

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по ребрам , =1, , 1.kV k S −  При k = 1 

это утверждение вытекает из равенств (3), (4). Предположим, что утверждение теоремы 2 выполняется 

при некотором k ≥ 1 и, следовательно, заданы ( ), ( , ) .ij kt i j V   Тогда, используя равенства (3), (4), 

можно вычислить сначала ( )i t , а затем 1( ), ( , ) .ij kt i j V +   Корректность такого определения связана  

с тем, что ребра сети направлены из вершин множества kU  в вершины множества , ,rU k r  с большим 

нижним индексом. Это утверждение иллюстрируется рис. 1.  

Определение пуассоновских потоков в сети. Пусть задан пуассоновский поток точек 1T  с ин-

тенсивностью 1( ),t  тогда сдвигом всех точек этого потока вправо на величину 1a  можно получить 

пуассоновский поток интенсивности 1.T  Если считать, что точки пуассоновского потока 1T  соответ-

ствуют моментам прихода заявок в узел 1 сети, то тогда соответствующие им (с тем же номером) точки 

потока 1T  соответствуют моментам ухода заявок входного потока из узла 1. Далее предположим, что 

каждая точка выходного потока 1T  с вероятностью 1 j  поступает в поток 1 ,jT  следующий по ребру 

1(1, ) .j V  Тогда вследствие теоремы о раскрашивании [10] потоки 1 1, (1, ) ,jT j V  являются независи-

мыми и имеют интенсивности 1 ( ).j t  Те из потоков 1 1, (1, ) ,jT j V  которые соединяются в узлах 

2 ,i U  образуют пуассоновские потоки 2, ,iT i V  и имеют интенсивности 2( ), .i t i U   Причем пуас-

соновские потоки 1 1 2, (1, ) , ,jT j V j U   и пуассоновские потоки 2, ,iT i V  независимы. Продолжая 

индукцией по k доказывать пуассоновость и независимость потоков , ,kiT i V  и пуассоновских потоков 

, ( , ) , ,ij k kT i j V j U   можно определить пуассоновские потоки, проходящие по всем ребрам сети G. 

Интенсивности всех этих потоков совпадают с ( ), , ( ), (1, ) , .k ij k ki t i V t j V j U      

Определение случайного числа точек в узлах сети. Известно, что точки пуассоновского по-

тока ,iT  входящего в узел ,kVi   образуют моменты прихода заявок в этот узел. Поскольку время 

пребывания каждой заявки равно ,ia  то можно утверждать, что случайное число этих заявок в момент t 

имеет пуассоновское распределение с параметром ( ) = ( ).
t

iit a
i

d F t
−

    Таким образом, появляется воз-

можность определить не только интенсивности нестационарных пуассоновских потоков, проходящих 

по ребрам орграфа G, но и зависимость от времени t параметров пуассоновсикх распределений числа 

заявок в узлах сети. 
 

Заключение 

 

Таким способом для ациклического орграфа G построена вероятностная модель прохождения 

входного пуассоновского потока заявок 1T  через СеМО. Определены интенсивности нестационарных 

пуассоновских потоков, входящих в узлы и выходящих из узлов сети. Вычислены параметры пуассо-

новских распределений числа заявок в узлах сети в нестационарном режиме. Все математические по-

строения основаны на алгоритме вычисления длины максимального пути из начальной вершины ацик-

лического орграфа в остальные вершины и на выделении в орграфе наборов вершин с фиксированной 

длиной максимального пути. Далее строится методом математической индукции алгоритм вычисления 

интенсивностей потоков, входящих в узлы и выходящих из узлов сети. Корректность этих вычислений 

определяется независимостью пуассоновских потоков с вычисленными интенсивностями. Наконец, по 

интенсивностям входных пуассоновских потоков в узлы сети и по времени пребывания заявок в этих 

узлах находятся формулы для вычисления параметров пуассоновских распределений числа заявок  

в узлах сети. 
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