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Аннотация. Исследуется важный случай арифметических операций над случайными переменными, задан-

ных своими функциями плотности вероятности. Проводится анализ возможностей существующих подходов  

и отмечаются их недостатки. Предлагается новый подход, основанный на представлениях законов распределения 

аргументов в виде обобщенных кусочно-полиномиальных функций. Для этих целей разработана вероятностная 

арифметика, основу которой составляют модели и методы вычислительного вероятностного анализа. Отмеча-

ется, что предложенная техника вычислений позволяет учитывать особенности функций плотности вероятно-

сти и рассматривать распределения с «тяжелыми хвостами». 
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Abstract. This paper examines the important case of arithmetic operations on random variables defined by their 

probability density functions. The capabilities of existing approaches are analyzed and their limitations are highlighted. 

A new approach is proposed based on representing the distribution laws of arguments as generalized piecewise poly-

nomial functions. For these purposes, probabilistic arithmetic is developed, based on models and methods of computa-

tional probabilistic analysis. It is noted that the proposed computational technique allows for the consideration of the 

properties of probability density functions and the analysis of distributions with "heavy tails." 
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Введение 

 

При численном моделировании часто возникают задачи вычисления функциональных зависимо-

стей от случайных аргументов. Важный случай представляют арифметические операции над случай-

ными переменными, заданные своими функциями плотности вероятности. Практическая значимость 

решения подобных задач определила необходимость создания численных вероятностных арифметик, 

которые возникли в начале 1980-х гг. как операции над гистограммами.  

В 1980 г. была опубликована одна из первых работ по вероятностной арифметике [1], где для 

реализации операций напрямую использовались свойства гистограмм как кусочно-постоянных функ-

ций и тот факт, что вероятность попадания случайной величины в интервал основания столбца гисто-

граммы определяется его высотой. В работе [2] основатель интервального анализа R.E. Moore исполь-

зовал гистограммную арифметику для оценки рисков. В [3] обсуждается использование гистограммной 

арифметики для решения практических задач.  

Дальнейшее развитие численных вероятностных арифметик шло по различным направлениям  

и требовало от численных операций определенных свойств: точности, возможности реализации длин-

ных цепочек вычислений, использования бесконечных носителей и учет особенностей, включая «тя-

желые хвосты».  

Существующие численные арифметики над случайными переменными по способу вычислений 

и организации вычислительного процесса можно условно разделить на следующие основные 

группы:  

– использующие символьные вычисления;  

– на основе замкнутых семейств распределений;  

– основанные на методе Монте-Карло;  

– операции над функциями плотности вероятности, представленными кусочно-полиномиаль-

ными функциями.  

Каждый из подходов имеет свои теоретическое обоснование и программную реализацию. Сим-

вольный подход опирается на возможности систем компьютерной алгебры и позволяет в явном виде 

вычислять интегралы, участвующие в выполнении операций на случайных величинах. Однако на прак-

тике интегралы часто не имеют представлений в замкнутой форме и (или) не берутся аналитически. 

Такие случаи, как правило, не подходят для практического использования [4]. Другой класс подходов 

основан на замкнутых семействах распределений. Самый важный из таких подходов описан в [5] и 

основан на так называемых H-функциях, которые являются обобщением гипергеометрических функ-

ций. Подход, представленный в [5], является в первую очередь аналитическим. В работе [6] представ-

лен пакет PaCAL который можно рассматривать как систему, основанную на работе [5]. Подход, более 

близкий по духу к символьным вычислениям, представлен в работе [7]. В этом подходе не реализованы 

операции деления случайных величин, и он не допускает плотностей с разрывами или сингулярности. 

Группа методов Монте-Карло (МК) – это чисто статистические подходы [8]. Основная слабость под-

хода Монте-Карло – медленная сходимость. В вычислительном вероятностном анализе (ВВА) [9] 

функции плотности вероятности представляются в виде кусочно-полиномиальных функций, которые 

определяются сеткой ω = {x0 < x1 < ··· < xn}, на каждом интервале (xi, xi+1) которой функция задается 

полиномом. 

Одна из существующих проблем вероятностных арифметик связана c особенностями функций 

плотности вероятности и необходимостью учитывать распределения с «тяжелыми хвостами» [10].  

В настоящей работе, в отличие от [9], предлагается расширить представления функций плотно-

сти вероятности до обобщенных кусочно-полиномиальных функций. Исследование численных веро-

ятностных арифметик начнем с рассмотрения свойств случайных переменных, включая арифметиче-

ские операции. Далее рассмотрим применение обобщенных кусочно-полиномиальных функций для 

реализации численных вероятностных арифметик.  
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1. Операции над случайными переменными 

 

Пусть x – случайная величина, тогда ее плотность вероятности будем обозначать x. Обозначим 

через R – множество плотностей вероятности {x} случайных величин x; соответственно, Rn – простран-

ство плотностей вероятности случайных векторов из Rn.  

Носителем функции плотности вероятности f будем называть множество  

supp( ) { ( ) 0}f x f x=     

Известны аналитические формулы для определения плотности вероятности результатов арифме-

тических действий над случайными величинами. Например, для нахождения плотности вероятности 

1 2x xp +  суммы двух случайных величин 
1 2x x+  используется соотношение [5]  

 
1 2

( ) ( ) ( )x xp x p x v v dv p v x v dv
 

+
− −

= −  =  −    (1) 

где 
1 2( )p x x  – совместная функция плотности вероятности случайного вектора 

1 2( )x x . Для нахожде-

ния плотности вероятности 
1 2x xp   частного двух случайных величин 

1 2x x  имеет место формула  

 
1 2

( ) ( )x xp x v p xv v dv



−

=       (2) 

Плотность вероятности 
1 2x xp  произведения двух случайных величин 

1 2x x  определяется соотношением  

 
1 2

1
( ) ( )x xp x p v x v dv

v



−
=   

   (3) 

Далее рассмотрим использование аналитических формул для численной реализации вероятност-

ной арифметики. 

 

2. Численная реализация арифметических операций 

 

В этом разделе мы будем рассматривать численные реализации арифметических операций в ко-

нечномерных подпространствах пространства распределений. 

Пространством распределений будем называть множество неотрицательных интегрируемых 

функций ( ),f x x R , интеграл от которых равен единице:  

( ) 1f x dx


−
=   

Отметим, что важным подпространством пространства распределений является конечномерное про-

странство кусочно-полиномиальных функций, где кусочно-полиномиальная функция f характеризу-

ется сеткой 
0 1{ }nx x x =    и набором полиномов 1( ) [ ]i m i ip x P x x x−    . В специальных случаях будем 

допускать возможность использования вместо полиномов аналитических функций ln, exp и др.  

В данной работе, в отличие от [9], предлагается расширить представления функций плотности 

вероятности до обобщенных кусочно-полиномиальных функций.  

Обобщенные кусочно-полиномиальные функции задаются сетками  

ω = {–∞ ≤ x0 < x1 < ··· < xn ≤ ∞}. 

Таким образом, функции плотности вероятности могут иметь бесконечные носители, и на каж-

дом интервале 
1( )i ix x +  это либо полином, либо аналитическая функция.  

Рассмотрим численную реализацию арифметических операций на примере кусочно-полиноми-

альных функций. В случае, когда случайные величины x, y являются независимыми, совместную функ-

цию плотности вероятности p(x, y) можно представить в виде произведения ( ) ( ) ( )x yp x y s x s y = . В этом 

случае на каждом прямоугольнике 1 1( ) ( )i i j jx x y y+ +    для вычисления интегралов (1)–(3) можно поль-

зоваться как численными квадратурами, например Гаусса, которые точны на соответствующих поли-

номах, так и аналитическими вычислениями. В случае когда случайные величины x, y являются 
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зависимыми, совместную функцию плотности вероятности p(x, y) необходимо вычислять отдельной 

процедурой.  

Однако в случае, когда совместная функция плотности вероятности содержит точку (0, 0), при 

произведении случайных величин возможны особенности в результирующей функции плотности.  

В качестве примера рассмотрим вычисление функции плотности вероятности произведения двух неза-

висимых случайных величин x1 и x2. Предположим, что x1 и x2 распределены по треугольному закону 

с носителем на отрезке [–1, 1] и вершиной в точке (0, 1). В этом случае 𝒙1𝒙2 имеет вид  

 (𝒙1𝒙2)(𝑧) = ∫ (1 − 𝑥)(1 − 𝑧/𝑥)
1

|𝑥|
𝑑𝑥

1

𝑧
+ ∫ (1 + 𝑥)(1 + 𝑧/𝑥)

1

|𝑥|
𝑑𝑥

−𝑧

−1
. (4) 

В силу того, что исходные функции плотности вероятности представлены кусочно-полиномиальными 

функциями, интеграл (4) может быть вычислен в явном виде:  

𝒙3(𝑧) = (𝒙𝟏𝒙𝟐)(𝑧) = −4 − 4|𝑧| − 2 ln(|𝑧|) (|𝑧| + 1). 

В результате получаем 𝒙3 в виде обобщенной кусочно-полиномиальной функции с носителем (–1, 1). 

Этот подход можно распространить на общий случай вычисления функции плотности вероятно-

сти произведения двух случайных величин, когда носитель совместной функции плотности вероятно-

сти содержит точку (0, 0). В этом случае кусочно-полиномиальное представление функции плотности 

вероятности случайной величины x3 = x1x2 будет содержать отрезки, где к полиномам добавлены ана-

литические функции. При дальнейших операциях с подобными кусочно-полиномиальными функци-

ями необходимо учитывать эти особенности. Заметим, что особенности при вычислении произведений 

случайных величин возникают только в случае, когда носитель совместной функции плотности веро-

ятности содержит точку (0, 0).  

Важное значение при реализации вероятностных арифметик имеет учет особенностей, представ-

ленных «тяжелыми хвостами» (the Fat Tail) [10].  

Будем говорить, что функция плотности вероятности имеет «тяжелый хвост», если выполнено 

условие  

𝑓(𝑥) ∼ 𝑥1+α, 𝑥 → ∞, α > 0. 

Важный представитель подобных распределений – распределение Коши  

𝑓(𝑥) =
1

π
[

𝑎

𝑎2 + 𝑥2
], 

где a > 0 – параметр масштаба. Известно, что сумма двух распределений Коши – распределение Коши.  

Для проверки работы численных вероятностных арифметик была вычислена сумма двух случай-

ных величин с распределениями Коши. Было сделано предположение, что результирующее распреде-

ление имеет «тяжелый хвост» 𝑠(𝑡) = 𝑐𝑡−(1+α(𝑡)), где α(𝑡) – парабола. Было сделано преобразование: 

tan(π𝑥/2) ↔ 𝑡. Учитывалось, что 𝑠(𝑡) = 0, 𝑠′(𝑡) = 0, при 𝑡 → ∞. Аппроксимация искалась в виде 

𝑠(𝑡)  =   exp ((𝑎 arctan (𝑡) − 1)^2 − 1)  − 2) ln (𝑡)  +  𝑐). 
 

  

Рис. 1. Ошибки приближения распределения Коши 

Fig. 1. Errors in the approximation of the Cauchy distribution 
 

Интегралы (1) брались аналитически, плотность вероятности суммы была вычислена в точках  

ξ1 = 10, ξ2 = 20 и были найдены константы a, c. В результате построенного приближения погрешность 
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на интервале [10, ∞) не превысила величины 3·10–6. На рис. 1 представлена ошибка аппроксимации, 

горизонтальная шкала x представляет tan( 2)t x=   . Таким образом, точка x = 1 соответствует t = ∞. 

 

Заключение 

 

Представление функций плотности вероятности в виде обобщенных кусочно-полиномиальных 

функций позволило при численной реализации вероятностных арифметик учитывать особенности 

функций плотности вероятности и использовать распределения с «тяжелыми хвостами». Данный под-

ход позволяет повысить качество численного моделирования и дает возможность получать надежные 

оценки при решении ряда практических задач, например в задачах прогнозной аналитики, а также для 

оценки и управления финансовыми, инвестиционными и другими видами рисков. 
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