
© Ю.А. Прокудина, А.Н. Моисеев, 2025 

ВЕСТНИК ТОМСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

2024               Управление, вычислительная техника и информатика               № 73 

 
Научная статья 

УДК 519.688 

doi: 10.17223/19988605/73/15 
 

Концепция архитектуры приложения для построения аналитической  

аппроксимации распределения вероятностей числа заявок в СМО  

на основе имитационного моделирования 
 

Юлия Андреевна Прокудина1, Александр Николаевич Моисеев2 
 

1, 2 Национальный исследовательский Томский государственный университет, Томск, Россия 
1 prokudina_ua@mail.ru 
2 moiseev.tsu@gmail.com 

 

Аннотация. Представлена концепция общей архитектуры приложения для построения аналитической  

аппроксимации распределения вероятностей числа заявок в системах массового обслуживания. Главная идея, 

заложенная в основу данного приложения, – построение аналитических аппроксимаций распределения веро-

ятностей на основе численных результатов, полученных в серии экспериментов имитационного моделирова-

ния соответствующих систем массового обслуживания. Качество генерируемых аппроксимаций оценивается  

с использованием метрик близости распределений вероятностей. Предложены общий алгоритм процесса  

построения аналитических аппроксимаций, необходимые для его реализации классы, пакеты и структуры дан-

ных, а также детализация их взаимодействий для решения поставленной задачи. 
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Abstract. The article presents the idea and concept of the general architecture of the application for constructing 

an analytical approximation of the probability distribution of the number of customers in queuing systems. The main idea 

underlying this application is to construct analytical approximations of the probability distribution based on numerical 

results obtained in a series of simulation experiments of the corresponding queuing systems. The quality of the generated 

approximations will be assessed using metrics of the proximity of probability distributions. The article proposes  

a general algorithm for the process of constructing analytical approximations, classes, packages and data structures 

required for its implementation, as well as a detailing of their interactions to solve the problem. 
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Введение 

 

При исследовании систем массового обслуживания (СМО) [1] одной из главных задач является 

получение в аналитическом виде распределения вероятностей числа заявок в системе, обычно в стаци-

онарном режиме работы. При этом из-за трудностей математического характера только в редких слу-

чаях возможно получить точный аналитический результат. В некоторых случаях удается аналитически 

получить аппроксимации распределений, используя асимптотические методы [2, 3] или аппроксимации 

исходных распределений [4]. В остальных случаях возможно получение рекуррентных алгоритмов [5] 

либо – чаще всего – проведение численного или имитационного моделирования [6]. 

Имитационное моделирование позволяет получить численный результат практически для любой 

конфигурации СМО. Поэтому возникает идея – провести серию экспериментов по имитационному мо-

делированию одной и той же СМО с разными значениями параметров, получить наиболее подходящие 

в каждом случае распределения вероятностей числа заявок в системе, а затем систематизировать эти 

результаты и оценить влияние каждого входного параметра на результирующую функцию распреде-

ления. Таким образом, в качестве результата будет предложена аппроксимация функции распределе-

ния вероятностей числа заявок в системе в виде какой-то известной функции распределения, пара-

метры которой определяются в терминах исходных параметров модели. В приложении реализован банк 

распределений, среди которых производится поиск. 

В настоящее время в ИПМКН ТГУ ведется разработка программного комплекса SimQ [7], пред-

назначенного для имитационного моделирования систем массового обслуживания. Предполагается  

использовать ядро этой системы для выполнения непосредственно процесса имитационного модели-

рования и получения эмпирических распределений, а затем с помощью надстроенного каскада моду-

лей построить аналитическую аппроксимацию числа заявок в системе. В данной работе предложена 

концепция архитектуры программного комплекса, который будет выполнять эту задачу, описаны за-

дачи каждого модуля, основные идеи по реализации алгоритмов. 

 

1. Концепция архитектуры приложения 

 

Чтобы реализовать описанный процесс, предлагается следующая концепция архитектуры разра-

батываемого программного комплекса (рис. 1; на рисунках используется нотация UML [8]). Мы выде-

ляем пять основных частей системы: Интерфейс пользователя (UI), Управление (AF_Controller), Мо-

дуль оценки параметров (Estimator), Ядро моделирования SimQ и Модуль подбора аналитических вы-

ражений (Analytic). 

Пакет UI предназначен для элементов, формирующих интерфейс пользователя. С помощью этих 

элементов пользователь выбирает конфигурацию системы массового обслуживания, задает параметры 

модели и параметры процесса построения аналитической аппроксимации. Здесь же находятся объекты, 

с помощью которых производится вывод результатов по окончании процесса построения аналитиче-

ской аппроксимации. 

Пакет AF_Controller реализует функции управления процессом построения аппроксимации, мно-

гократно запускает имитационное моделирование выбранной системы (конфигурации СМО) для раз-

личных значений варьируемых параметров модели, получает от модуля Estimator соответствующие 

оценки распределений и передает их в модуль Analytic. 

Работа пакета Estimator подробно описана в [9]. Его задачами являются поиск наиболее близкого 

распределения вероятностей из имеющейся коллекции распределений и оценка его параметров. На са-

мом деле оценки строятся для каждого распределения из коллекции, если это возможно, при этом вы-

числяется метрика близости построенной оценки к эмпирическому распределению (в настоящей статье 

для этого используется расстояние Колмогорова). 

Ядро моделирования SimQ [7] занимается непосредственно имитационным моделированием за-

данной СМО и выдает в качестве результата эмпирическое распределение вероятностей числа заявок 

в системе. 
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Наконец, задачей пакета Analytic является построение аппроксимации распределения вероятно-

стей числа заявок в выбранной СМО в аналитической форме. Для этого используются выражения для 

распределений из имеющейся коллекции, а также построенные с помощью Estimator оценки распреде-

лений и их метрики близости к результатам имитационного моделирования. 
 

 

Рис. 1. Концепция архитектуры приложения для построения аналитической аппроксимации 

Fig. 1. Concept of the architecture of the application for constructing analytical approximation 

 

В результате пользователь получает в аналитическом виде предполагаемое распределение веро-

ятностей числа заявок в системе для выбранной модели СМО. Это распределение в рамках данной 

работы будем называть аналитической аппроксимацией. В принципе, приложение может выдавать 

пользователю все аналитические аппроксимации, полученные для каждого элемента коллекции рас-

пределений, сортированные по значению некоторой агрегированной метрики близости, чтобы пользо-

ватель наглядно видел точность каждого вида аппроксимации и мог выбрать подходящую, даже если 

значение метрики близости (погрешность) было не минимальным. Это полезно, например, в тех слу-

чаях, когда погрешность отличается незначительно, но одно из распределений является более удобным 

для использования на практике. 

 

2. Общий контур процесса построения аппроксимации 

 

Рассмотрим общий ход предлагаемого процесса построения аналитической аппроксимации рас-

пределения вероятностей в разрабатываемой системе (рис. 2). 

Пользователь выбирает конфигурацию (тип) СМО, в некоторых случаях задает значения неиз-

меняемых параметров модели, а также параметры самого процесса построения. Эти данные поступают 

в AF_Controller, который в цикле перебирает все значения варьируемых параметров модели, необхо-

димые для построения аналитических выражений, запускает для них имитационное моделирование 

соответствующей СМО в Ядре моделирования SimQ, передает получаемые при этом эмпирические 

распределения модулю Estimator, который строит для них оценки распределения и вычисляет значения 

метрики качества для каждой оценки. Эти оценки и соответствующие значения метрик записываются 

в Структуру ПРО («Параметры–Распределение–Оценки»), которая индексируется по выбранным зна-

чениям параметров СМО. Этот процесс продолжается до тех пор, пока не будут выбраны все необхо-

димые значения варьируемых параметров модели. 
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Далее сформированная Структура ПРО передается модулю Analytic, который на ее основе строит 

аналитические аппроксимации распределения вероятностей числа заявок в СМО выбранной пользова-

телем конфигурации, а также для каждой такой аппроксимации вычисляет некоторую агрегированную 

метрику качества, например, используя значения метрики качества оценок распределений, полученных 

ранее и хранящихся в Структуре ПРО. 
 

 

Рис. 2. Процесс построения аналитической аппроксимации 

Fig. 2. Process of constructing of the analytical approximation 

 

Результат выдается пользователю в виде аналитических выражений аппроксимаций для распре-

деления вероятностей, выполненных в терминах исходных (варьируемых) параметров СМО. 

 

3. Общая архитектура системы, связанная с построением аналитических аппроксимаций 

 

На рис. 3 показана часть элементов пакетов системы, которые задействованы в процессе постро-

ения аналитических аппроксимаций. 

В пакете AF_Controller содержатся следующие важные для текущего рассмотрения классы:  

CollectAFs – класс, который запускает вычисление аналитических функций параметров оценен-

ных распределений (аппроксимаций) [9]. Его операции: 

AFs_Collect(init: String): AF[*] – метод, который запускает вычисление аналитических аппрок-

симаций параметров и выдает результаты в виде массива структур AF (см. ниже). Сначала вызывается 

метод формирования массива структур ПРО (массив содержит формулы для всех возможных парамет-

ров всех необходимых оценок) класса CalcPDE, и на основе этого массива запускается формирование 

массива структур AF, обращаясь к пакету Analytic. init – атрибут, который хранит конфигурацию и 

значения параметров СМО и параметры симуляции. 



Информатика и программирование / Informatics and programming 

138 

PDEs_Collect(): PDE[*] – метод, который в цикле перебирает все значения варьируемых пара-

метров модели, запускает формирование структур ПРО (класс PDE, см. ниже), обращаясь к методам 

класса CalcPDE, и собирает из этих структур массив. 
 

 

Рис. 3. Структура пакетов Analytic, Estimator, AF_Controller 

Fig. 3. Structure of the Analytic, Estimator, AF_Controller packages  

 

CalcPDE – класс, который запускает процесс имитационного моделирования, чтобы получить 

эмпирическое распределение и его оценки (аппроксимации распределениями из банка распределений 

с оценками их параметров), а после формирует массив ПРО. 

PDE_Calc(init: String): PDE – вызывает методы пакетов Ядро SimQ для генерации эмпирических 

распределений и Estimator для получения оценок и соответствующих значений метрик качества,  

а также вызывает свои методы для записи этих оценок и метрик в Структуру ПРО. Возвращает Струк-

туру ПРО. 

PDE – класс, который представляет в приложении структуру ПРО, содержит следующие атри-

буты: 

var_params: Real[*] – массив исходных параметров системы и их значений;  

emp: Real[*] – массив значений эмпирического распределения; 

est_name: String – название оценки (распределения); 

est_params: Real[*] – массив оценок параметров;  

est_tests: String[*] – массив метрик качества оценок параметров. 

Структура PDE и пример заполнения данными приведены на рис. 4. Массив исходных парамет-

ров системы и их значений var_params содержит значения параметров исходной СМО, в том числе 

заданные и изменяемые в классе CollectAFs; массив значений эмпирического распределения emp со-

стоит из пар «значение–вероятность», представляющих эмпирическое распределение вероятностей, 

полученное в результате имитационного моделирования; оценки распределения: названия оценок 

est_name – ключевые слова, определяющие распределение вероятностей из банка распределений, 



Прокудина Ю.А., Моисеев А.Н. Концепция архитектуры приложения  

139 

массив оценок параметров est_params – массив пар «параметр–значение», полученный на основе по-

строения оценок параметров для одного est_name на основе текущего emp, массив метрик качества 

est_tests содержит набор значений метрик качества (точности) соответствующей оценки распределе-

ния. Обозначения λ, γ и β приведены в качестве примера варьируемых параметров, для конкретной 

конфигурации, рассматриваемой СМО, они могут означать, например, соответственно интенсивность 

входящего потока, интенсивность обслуживания заявок и интенсивность ухода заявок из очереди. Дру-

гие обозначения, используемые на рисунке: Kolm.Dist, ω2 – метрики качества (расстояние Колмогорова 

и метрика «омега-квадрат» соответственно), p – параметр геометрического распределения, μ, σ – пара-

метры дискретизированного нормального распределения (математическое ожидание и среднеквадра-

тическое отклонение). 
 

 

Рис. 4. Структура типа PDE (ПРО) и пример ее заполнения 

Fig. 4. Structure of PDE type and an example of its filling 

 

Пакет Estimator, представленный впервые в [9], модифицирован и дополнен. Он содержит сле-

дующие классы, важные для текущей работы: 

AbstractDist_Est – абстрактный класс, представляющий одно распределение вероятностей из 

банка распределений и включающий в себя всю информацию об оценке его параметров (в том числе 

метрики качества). Его атрибуты и операции:  

name: String – имя распределения (оценки распределения); 

Calc_Everything(init: String, emp: Emp): AbstractDist_Est – для заданного эмпирического распре-

деления emp строит оценку и вычисляет для нее значения метрик качества. 

Dist_Est_Collection – класс, позволяющий осуществлять операции над классами-потомками  

AbstractDist_Est: создавать экземпляры этих классов, вызывать их методы и т.п. Фактически представ-

ляет собой точку доступа к коллекции распределений вероятностей из банка распределений. Доступ 

осуществляется через следующий атрибут: 

Collection: AbstractDist_Est[*] – в нем содержатся экземпляры каждого класса-потомка 

AbstractDist_Est (по одному на класс) из банка распределений. Этот массив формируется на старте при-

ложения и позволяет другим классам работать с банком распределений для оценок. 

Пакет Analytic содержит следующие важные для рассмотрения классы: 

CalcAF – его задачей является построение (аппроксимация) аналитических зависимостей значе-

ний параметров оценок распределений от исходных параметров конфигурации СМО. Основной интер-

фейс этого класса:  

AF_Calc(x: Real[*], y: Real[*]): AF[*] – метод, который формирует аналитические аппроксима-

ции параметров оценок распределения в виде функций исходных параметров (конфигурации) СМО. 

На вход подается массив значений x оцениваемого параметра; массив значений y параметра конфигу-

рации СМО. Возвращает массив аналитических оценок выражений для параметра x через параметр y.  

AF – класс, который представляет в приложении структуру, содержащую необходимую инфор-

мацию по аналитическим оценкам параметров распределения. Имеет следующие атрибуты: 

est_name: String – название распределения; 

var_params: Real[*] – массив варьируемых параметров и их значений; 

est_params: Real[*] – массив параметров распределения; 

param_afs: String[*] – массив аналитических функций оценок параметров; 
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param_afs_tests: String[*] – массив метрик качества для аналитических функций оценок парамет-

ров. 

Этот тип данных предназначен для сохранения аналитических выражений оценок параметров 

распределения, полученных в методе AF_Calc(…) класса CalcAF. AF состоит из названия распределения-

оценки, значений варьируемых параметров, параметров оценки, массивов полученных аналитических 

функций оценок параметров, массивов метрик качества для каждой аналитической оценки. Структура 

данного класса и пример заполнения атрибутов представлены на рис. 5.  
 

 

Рис. 5. Структура класса AF и пример ее заполнения  

Fig. 5. Structure of AF class and an example of its filling 

 

4. Реализация общего контура процесса построения аналитических аппроксимаций 

 

На рис. 6 представлена общая реализация поведения прототипа в виде взаимодействия между 

элементами системы.  
 

 

Рис. 6. Реализация общего контура процесса построения аналитических аппроксимаций 

Fig. 6. Implementation of the general outline of the process of constructing analytical approximations 
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Вычисление аналитических функций начинается с запуска метода AFs_Collect(…) объекта класса 

CollectAFs, который сначала формирует массив Структур ПРО (коллекцию объектов типа PDE). Для 

этого в цикле с разными значениями входных параметров он обращается к классу CalcPDE, вызывая 

его метод PDE_Calc(…) для генерации массива Структур ПРО. Метод PDE_Calc(…), в свою очередь, 

обращается к Ядру SimQ, запуская процесс имитационного моделирования заданной СМО с соответ-

ствующими значениями параметров. В результате получаем эмпирическое распределение целевой слу-

чайной величины. Далее в цикле вычисляются оценки этого распределения (аппроксимации и метрики 

их точности) через обращение к объектам из коллекции Collection класса Dist_Est_Collection пакета 

Estimator, и возвращается Структура ПРО (объект PDE).   

После этого на основе массива сформированных Структур ПРО класс CollectAFs в цикле вызы-

вает метод класса CalcAF для построения аналитических функций параметров оценок. 

Основная теоретическая проблема, решение которой является критически важным для реализа-

ции модуля Analytic и работы всей системы, – это разработка методов построения самих аналитических 

аппроксимаций параметров оценок по имеющимся наборам данных. Здесь авторы видят возможность 

использования как прямых методов (построение уравнений и их решение), так и методов регрессион-

ного анализа [10, 11] и даже, возможно, методов машинного обучения [12–14]. Выполнена опытная 

апробация работоспособности предложенной концепции архитектуры с прототипом модуля Analytic. 

 

Заключение 

 

Таким образом, в результате работы сформулированы общая концепция архитектуры приложе-

ния и основной контур построения аналитических аппроксимаций распределения числа заявок в СМО, 

конфигурацию которой определяет пользователь. Представленная концепция предлагает общую архи-

тектуру, ключевые элементы и описание основных контуров взаимодействия программного комплекса, 

предназначенного для поиска аппроксимаций распределений вероятностей числа заявок и других ве-

роятностных характеристик функционирования СМО в аналитическом виде. Реализация программного 

комплекса позволит получать аналитические выражения или их аппроксимации для указанных харак-

теристик для СМО различных конфигураций, в том числе и таких, где получение аналитических ре-

зультатов не представляется возможным.  
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