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Аннотация. На основе механико-геометрической модели в виде параллелепипеда 

предлагаются новые определяющие соотношения для высокоэластичного сжимае-

мого материала. Механические свойства сплошной среды обеспечиваются составля-

ющими элементами модели на этапе ее построения. Построены определяющие  

соотношения, связывающие инженерные напряжения с главными кратностями 

удлинений. Выведена функция удельной потенциальной энергии деформации  

сжимаемого нелинейно упругого материала. Получены формы функции энергии как 

для анизотропной, так и для изотропной сплошных сред. Построены графики функ-

ции энергии изотропной среды для трех случаев напряженно-деформированных  

состояний. 
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Abstract. The formulation of constitutive relations for hyperelastic materials is one of the 

important problems of nonlinear mechanics. A new approach—the method of mechanical–

geometric modeling—is proposed. This method makes it possible to derive constitutive 

relations for a nonlinear medium based on a chosen geometry of the model and specified 

mechanical parameters. The properties embedded in the model at the construction stage 

are subsequently transferred to the simulated continuum. This enables the formulation of 

a strain energy density function of the continuum corresponding to the selected model.  

This paper presents an algorithm for such construction using the model in the form of  

a rectangular parallelepiped as a case study. The initial stages of the model development 

are described, such as the selection of geometry and mechanical parameters that determine 

the properties of the model. The explicit constitutive relations connecting the nominal  

(engineering) stresses with the principal elongation ratios are obtained. The strain energy 

density function is then derived for a compressible nonlinear elastic material in terms of  

a symmetric dependence on three principal elongation ratios. Forms of the energy function 

are presented for both anisotropic and isotropic elastic media. Graphs of the strain energy 

function for an isotropic medium are plotted for several stress–strain states, i.e., uniaxial, 

biaxial, and equibiaxial tension, under the incompressibility constraint. References are given 

to the articles describing other initial geometric shapes and mechanical parameters of the 

model, which lead to different types of strain energy density functions. Possible directions 

for the further development of the mechanical–geometric modeling method are outlined. 
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Введение 
 

Построение функции удельной потенциальной энергии деформации сплошной 

среды при больших деформациях – одна из важных задач нелинейной теории упру-

гости.  

Традиционно существует несколько способов построения потенциалов (удель-

ной потенциальной энергии деформирования) нелинейно упругих тел. Начиная  

с середины XX в. основным способом является разложение функции энергии в ряд 

по степеням первого и второго инвариантов тензора деформации Коши-Грина G. 
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Такому подходу дали начало работы Муни [1] и Ривлина [2], в которых впервые 

были предложены выражения для функции удельной потенциальной энергии де-

формации резин и каучуков. Впоследствии в этом направлении шли исследования 

Бидермана, Йео [3] и других авторов. Одновременно возникали формы потенциалов, 

основанные на выражении энергии через главные кратности удлинений λ1, λ2, λ3. 

Это обосновано тем, что главные кратности удлинений хорошо определяются по 

результатам простых экспериментов. Таковы, например, потенциалы Бартенева–

Хазановича, Блейтца и Ко [4], Черных–Шубиной, Огдена [5]. Затем появились и 

другие способы построения потенциалов, уже связанные с внутренней структурой 

и строением высокоэластичных тел. Это потенциалы Арруды–Бойс [6], Джента [7] 

и др. Существует также подход, основанный на моделировании эксперименталь-

ной кривой, например одноосного растяжения материала, с попыткой построить 

функцию, наиболее близко описывающую эту кривую. При этом каких бы то ни 

было физических и механических обоснований выбора, как правило, не приво-

дится. В [8, 9] собран обзор основных потенциалов нелинейной теории упругости.  

Вышеперечисленные подходы обладают существенным недостатком: получен-

ные в результате выражения могут не удовлетворять важным свойствам, присущим 

удельной потенциальной энергии, таким как, например, выпуклость или сильная 

эллиптичность.  

Эти свойства приходится доказывать дополнительно, что в большинстве слу-

чаев трудно, если вообще возможно [10]. Невыполнение для функции удельной 

потенциальной энергии таких свойств может привести к определенным проблемам 

при моделировании нелинейных материалов, поскольку эти материалы могут не 

демонстрировать эффекты, возникающие в реальных телах, такие как потеря 

устойчивости, эффект Пойнтинга [11] и т.д. В случае же с механико-геометриче-

ской моделью большинство этих свойств выполняется для нее априори в силу того, 

что они присущи изначально составляющим модель элементам.  

В предлагаемой работе по методике, аналогичной [12, 13], изложен другой воз-

можный вариант геометрической формы модели – в виде прямоугольного парал-

лелепипеда. 

 

Механико-геометрическое моделирование 

 

Построение механико-геометрической модели состоит из нескольких этапов. 

На первом этапе задается геометрия модели. Рассмотрим элементарный объем сплош-

ной среды совместно с механико-геометрической моделью (МГМ) в виде 3D графа, 

вершины которого – узлы модели – прикреплены к граням элементарного объема. 

При деформации элементарного объема под действием приложенной к нему по 

трем ортогональным направлениям системы сил происходит изменение его формы 

и будет изменяться взаимное расположение узлов МГМ. Модель позволяет связать 

изменение расстояний между узлами с приложенными внешними силами. В дан-

ной работе рассматривается расположение узлов в вершинах элементарного па-

раллелепипеда. На рис. 1 узлы МГМ обозначены точками A, B, C, D. В работе [12] 

рассмотрена другая геометрия, когда узлы прикреплены к серединам граней эле-

ментарного объема. 

Ребра графа рис. 1 будем называть связями модели. Связи соединяют узлы мо-

дели, которую можно представлять как стержневую фермоподобную конструкцию. 
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Сила, приложенная к узлу, передается на другие узлы только по направлениям свя-

зей, исходящих из этого узла. Узел модели может непосредственно взаимодей-

ствовать с другим узлом только при наличии связи между ними. Необходимым 

условием при этом должна быть односвязность (в смысле теории графов) модели. 

С точки зрения механики узлы модели являются шарнирами, через которые кру-

тящий момент не передается. 
 

 

Рис. 1. Геометрия модели  

Fig. 1. Geometry of the model 
 

Пространственный трехмерный характер новой модели является основопола-

гающим. Это дает возможность непосредственно получить зависимости, описыва-

ющие функцию поперечной деформации (зависимость поперечных удлинений от 

продольного – нелинейный аналог коэффициента Пуассона).   

В выбранной геометрии модели имеется 8 узлов, 12 «продольных» связей и  

16 «диагональных» связей. Продольные связи направлены вдоль ребер параллеле-

пипеда, т.е. соединяют противолежащие грани, а диагональные связи соединяют 

остальные грани. 

На втором этапе построения модели каждой связи придается определенное ме-

ханическое свойство (способность деформироваться). Кроме рассмотренного ниже 

линейного закона упругости можно выбирать и нелинейные зависимости напря-

жения и деформации для отдельных связей, а также и неупругие случаи, такие как 

вязкость, пластичность или их сочетания. Потеря устойчивости связей, рассматри-

ваемых как стержни (или пружины), при сжатии не рассматривается.  

Для записи соотношений удобно ввести условные размеры (рис. 2): начальные 

длины связей, которые в определяющие соотношения войдут в виде отношений 

друг к другу. Основными изначально задаваемыми геометрическими параметрами 

являются длины продольных связей 2a, 2b, 2c, через которые выражаются длины 

диагональных связей и все соответствующие углы между связями. 
 

 
 

Рис. 2. Геометрические параметры МГМ: длины связей и углы  

Fig. 2. Geometric parameters of the mechanical–geometric model (MGM):  

lengths of bonds and angles 
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Диагонали граней параллелепипеда равны 2l, 2n и 2p и, а пространственная диа-

гональ – 2d. По ним рассчитываются α, β, γ – углы между диагональю 2d и продоль-

ными связями 2a, 2b, 2c, φ – угол между 2a и 2l, ψ – угол между 2b и 2n, а θ – угол 

между 2a и 2p. Значения длин связей не являются принципиальными, важно лишь их 

соотношение, т.е. углы между ними, задающие основную форму геометрии модели. 

Рассмотрим деформацию элементарного объема с «заключенной» в него кон-

струкцией модели силами разной величины по трем ортогональным направле-

ниям. Силы Fa, Fb и Fc на каждой грани при трехосном растяжении–сжатии рас-

пределяются по узлам соответствующей грани: Fa/4, Fb/4 и Fc/4.  

Составим уравнения равновесия внешних сил и реакций связей модели в каж-

дом узле. Сила реакции каждой связи рассчитывается, исходя из постулируемых 

механических свойств, присущих этой связи. Как уже сказано выше, в данной ра-

боте принимается прямо-пропорциональная зависимость силы реакции связи Ri от 

удлинения этой же связи Δi:  

i i iR k=   

где параметр ki ik  – коэффициент жесткости (упругости) связи, индекс i обозначает 

соответствующую связь i = a, b, c, l, p, n, d. 

 

Построение определяющих соотношений 

 

В уравнениях равновесия перейдем от зависимостей «сила–удлинение» к зави-

симостям в терминах «напряжение–деформация». Вместо абсолютных удлинений 

продольных связей модели Δi используем главные кратности удлинений: 

1

aa

a

+ 
 = , 2

bb

b

+ 
 = , 3

cc

c

+ 
 = . Кроме этого, перейдем от сил к номиналь-

ным (инженерным) напряжениям на гранях элементарного объема 
1

1

aF

s
 = , 

2

2

bF

s
 = , 3

3

cF

s
 = , где si – площадь соответствующей грани параллелепипеда  

в начальном состоянии.  

Получаемые уравнения связывают номинальные (инженерные) напряжения 

1 2 3,  ,      и главные кратности удлинений 1 2 3,  ,     . Количество параметров МГМ 

в этих формулах равно 10, из них семь механических параметров – коэффициенты 

, , , , , ,a b с l n p dk k k k k k k  и три геометрических – начальные размеры модели a, b, c: 

1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 3 1 2 3

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 1 2 3

3 3 3

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( )

pl d

a l p d a

l n d

b l n d b
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
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  +   +   +  +  


 =  + + + − + + −
  +   +   +  +  

 =  + + + −
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 3 1 3 1 2 3

( ) .
pn d

c

pknk dk
k

b c a c a b c











 
 + + −
  +   +   +  +   
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Такие определяющие соотношения отражают анизотропные свойства среды. 

Традиционно анизотропия достигается выбором различных механических свойств 

(жесткостей) связей по разным направлениям. Но в МГМ анизотропия возникает 

также и из-за выбранной начальной геометрии с разными значениями размеров 

a b c   по трем направлениям (и, следовательно, неравными углами между свя-

зями).  

Таким образом, для описания анизотропных свойств высокоэластичных мате-

риалов в рамках МГМ использовано два механизма, которые приводят к различ-

ным откликам при деформировании по разным направлениям.  

Геометрически изотропная модель определяется условиями равенства всех трех 

продольных связей 1a b c= = =  и тогда, соответственно, 2l p n= = = , 3d = . 

В этом случае первоначальная форма модели будет представлять собой куб. Ме-

ханической изотропии соответствует выбор равных жесткостей трех продольных 

связей a b сk k k= =  и трех диагональных связей граней 
l n pk k k= = . Жесткость 

пространственной диагональной связи модели равна 
dk . 

Если принять одновременно условия геометрической и механической изотро-

пии, то придем к соотношениям  

1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 3 1 2 3

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 1 2 3

3 3 3
2 2 2 2 2 2 2

2 3 1 3 1 2 3

2 2 3
( 2 ) ,

2 2 3
( 2 ) ,

2 2 3
( 2 )

l l d

a l d a

l l d

a l d a

l l d

a l d a

k k k
k k k k

k k k
k k k k

k k k
k k k k

 
  =  + + − − + +
  +   +   +  +  

 
  =  + + − − + +
  +   +   +  +  

 
  =  + + − − + +
  +   +   +  +  

.














 

Эти выражения являются определяющими соотношениями изотропного сжи-

маемого нелинейно упругого материала. Они связывают напряжения 1 2 3,  ,      

(представляющие собой диагональные компоненты тензора напряжений Пиолы), 

с главными кратностями удлинений 1 2 3,  ,     . Количество параметров МГМ при 

выбранной геометрии равно трем: это коэффициенты упругости (жесткости) трех 

типов связей ,  a lk k  и dk . 

 

Построение функции удельной потенциальной энергии деформации 

 

На основании приведенных выше определяющих соотношений можно полу-

чить явное выражение для удельной потенциальной энергии упругой деформации 

среды, описываемой механико-геометрической моделью. Считая эту удельную 

энергию функцией кратностей удлинений 1 2 3( , , )W    , восстановим ее в явном 

виде аналогично [13]. Напряжения σi являются частными производными от этой 

энергии по соответствующим главным кратностям удлинений. При выводе прове-

рена выполнимость необходимых и достаточных условий существования полного 

дифференциала для функции энергии – попарного равенства смешанных произ-

водных второго порядка.  
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Удельная энергия для анизотропной среды имеет вид: 

2 2 2 2 2 2

1 2 3

0

16
( ( ) ( ) ( )

v
aniz a l p d b l n d c n p dW a k k k k b k k k k c k k k k= + + +  + + + +  + + + +  −

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 1 3 2 2 2d l pdk a b c lk a b pk a c−  +  +  −  +  −  +  −
 

2 2 2 2 2 2 2

2 3 1 2 3 02 2 2 2 )n a b cnk b c a k b k c k K−  +  −  −  −  +
 

где 0v 8abc=  – элементарный объем до деформации, а константа K0 является по-

стоянной интегрирования и может быть найдена из условия равенства нулю энер-

гии при отсутствии деформации, т.е. при 1 2 3 1 =  =  = :  

2 2 2 2

0

0

2 2 2

16
(1,1,1) 0     (2 2 2 2

v

   ( ) ( ) ( )).

aniz d l p n

a l p d b l n d c n p d

W K d k l k p k n k

a k k k k b k k k k c k k k k

= = = + + + +

+ − − − + − − − + − − −

 

Приняв условия геометрической и механической изотропии, получим упругий 

потенциал для полностью изотропной модели в виде: 

2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 32( 2 )( ) 4 3a l d dW k k k k= + +  +  +  −  +  +  −

 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 3 2 3 1 2 34 2 ( ) 4 ( ) 6( 2 )l a a l dk k k k k−  +  +  +  +  +  −  +  +  + + + . 

Полученное выражение является симметричной функцией кратностей главных 

удлинений. Количество параметров модели равно 3. Это механические параметры 

,  ,  a l dk k k  – жесткости связей. 

Выражение для функции удельной потенциальной энергии деформации изотроп-

ного нелинейно-упругого тела, полученное на основе метода механико-геометри-

ческого моделирования, не встречалось в работах других авторов и является новым.  

 

Графики энергии для некоторых случаев напряженно-деформированных  

состояний (НДС) 

 

Продемонстрируем поведение полученного выражения удельной потенциаль-

ной энергии деформации для некоторых наиболее распространенных типов напря-

женно-деформированных состояний (НДС), которые обычно реализуются при  

испытаниях материалов. 

При описании поведения высокоэластичных материалов чаще всего принима-

ется допущение об их несжимаемости. Графики (рис. 3–5) построены при условии, 

обеспечивающем несжимаемость материала, которое можно записать через третий 

инвариант тензора деформации Коши–Грина как 3 1I = , или в терминах кратно-

стей удлинений 2 2 2

1 2 3 1   = .  

Механические параметры предлагаемой механико-геометрической изотропной 

модели 0,431ak = , 0,445lk = − , 0,626dk =  определены по результатам обработки 

эксперимента на одноосное растяжение ленты из латексной резины. Диаграмма 

«деформация–напряжение» такого материала имеет характерную для высокоэла-

стичных материалов так называемую s-образную форму. Испытания проведены на 

испытательной машине Shimadzu AGS-X на кафедре теории упругости Института 

механики, математики и компьютерных наук им. И.И. Воровича Южного 
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федерального университета. Размеры образца: длина 150 мм, ширина 50 мм, тол-

щина 0.5 мм. Максимальное удлинение 300%. Температура образца комнатная. 

Скорость деформации 1 000 мм/мин.  

Для полученных параметров механико-геометрической модели построен гра-

фик удельной потенциальной энергии деформации сплошной среды при одноос-

ном (uniaxial) растяжении–сжатии в области деформаций 0,4 3    (см. рис. 3). 

Значение кратности удлинения λ = 1 соответствуют отсутствию деформации. 
 

  

Рис. 3. Удельная потенциальная энергия  

при одноосном растяжении 

Fig. 3. Strain energy density under  

uniaxial tension 

Рис. 4. Удельная потенциальная энергия  

при двухосном равномерном растяжении 

Fig. 4. Strain energy density  

under uniform biaxial tension 
 

В той же области деформаций и с теми же параметрами модели построен гра-

фик функции потенциала при двухосном равномерном (equibiaxial) растяжении–

сжатии (см. рис. 4). Полученная форма графика является характерной для такого 

вида НДС. Как известно, удельная потенциальная энергия деформации при двух-

осной деформации возрастает быстрее, чем при одноосной, что подтверждается на 

приведенных графиках.  

Также получен трехмерный график и для двухосного (biaxial) растяжения–сжа-

тия в том же диапазоне изменения деформаций по каждому направлению (см. рис. 5).  
 

 

Рис. 5. Удельная потенциальная энергия при двухосном растяжении 

Fig. 5. Strain energy density under biaxial tension 
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Все приведенные графики имеют характерную для потенциалов высокоэла-

стичных нелинейно-упругих материалов форму. Они подтверждают физичность 

модели и соответствие полученного выражения для упругого потенциала требова-

ниям механики сплошных сред. Графики являются выпуклыми функциями своих 

аргументов в приведенной области их изменения. Выражения для энергии явля-

ются неотрицательными функциями и единственное нулевое значение принимают 

при отсутствии деформации. Это является следствием соответствующих свойств 

одномерных элементов, составляющих трехмерную модель. 
 

Перспективы развития метода 
 

Метод механико-механического моделирования имеет широкие возможности 

для развития. Особый интерес представляет введение в свойства связей модели 

более сложных, нелинейных зависимостей для описания реакции связей на растя-

гивающие и сжимающие нагрузки ( )i iR f=  . В работе [14] была построена мо-

дель с кубической зависимостью сил реакции связей от удлинения, которая проде-

монстрировала большую гибкость при описании деформаций нелинейных тел.   

На этапе построения модели можно задавать широкий спектр требуемых пара-

метров материала, которые влияют на поведение трехмерной структуры модели  

в целом и формируют свойства моделируемой среды. При этом механические пара-

метры МГМ не обязательно должны быть только упругими. В работе [15] с помо-

щью МГМ было проведено моделирование вязкоупругого материала, где в качестве 

механических характеристик связей выбрано вязкоупругое стандартное линейное 

тело Зинера. Gоказано, что полученная таким образом модель демонстрирует все 

присущие вязкоупругим средам свойства: ползучесть, релаксацию, гистерезис. 
 

Заключение 
 

Предложенная механико-геометрическая модель позволила получить новую 

форму потенциальной энергии деформации для нелинейно-упругих сред. Осо-

бенно интересны в смысле новизны полученных соотношений присутствующие  

в функции энергии квадратные корни из попарных сумм квадратов кратностей 

удлинений. Такие выражения в функциях нелинейно-упругих потенциалов в рабо-

тах других авторов не встречались.  

Полученные определяющие соотношения и функция упругой энергии адекватно 

отражают свойства нелинейно-упругих тел, а механические параметры модели  

однозначно идентифицируются по результатам основных опытов на одноосное 

растяжение, двухосное растяжение и простой сдвиг. Графики функции удельной 

потенциальной энергии деформации при разных типах НДС демонстрируют ха-

рактерное для нелинейно-упругих потенциалов поведение и подобны аналогич-

ным диаграммам для распространенных высокоэластичных материалов, например 

Муни–Ривлина и Йео [16]. 
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