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Аннотация. Представлены результаты исследования двухфазного стационарного 

квазиодномерного течения в сопле Лаваля с учетом процессов коагуляции, дробле-

ния и вращения капель конденсированной фазы. Математическая модель основана 

на использовании многожидкостной модели сплошной среды и метода квазиуста-

новления. Проведены численные исследования характеристик двухфазной среды. 

Проанализированы зависимости двухфазных потерь от различных функций распре-

деления конденсированной фазы во входном сечении сопла. Показано, что для ряда 

течений использование распределений, отличных от нормально-логарифмических, 

оказывает заметное влияние на структуру потока. 
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Abstract. This study presents numerical results for a steady quasi-one-dimensional two-

phase flow in a Laval nozzle, accounting for the coagulation, breakup, and rotation of 

droplets in the condensed phase. The mathematical model is based on a multicomponent 

continuum approach combined with a quasi-steady solution method; second-order numerical 

schemes are used for spatial integration. Several inlet droplet-size distributions obtained 
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from an intrachamber combustion simulation are examined to assess their impact on the 

two-phase losses and flow structure. Comparisons with the lognormal and truncated loga-

rithmic laws show that, for some flow regimes, deviations from the classical lognormal 

distribution have little effect on thrust characteristics, whereas in other cases the influence 

is significant. The results show that both the mass fraction of the condensed phase and  

the choice of inlet distribution shape can noticeably affect the reduction of the specific 

impulse. The study illustrates the evolution of droplet sizes along the nozzle and identifies 

the conditions under which the impact of the distribution shape becomes important. Future 

work will extend the proposed approach to the entire internal flow path of a solid-propel-

lant rocket motor. 

Keywords: Laval nozzle, two-phase quasi-one-dimensional flow, distribution function, 

two-phase losses, mathematical modeling 
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Введение 

 

Широкое применение ракетных двигателей на твердом топливе (РДТТ) в кос-

мических исследованиях обусловливают их дальнейшее совершенствование. Для 

определения энерго-тяговых характеристик у разрабатываемого двигателя необхо-

димо знать распределение газодинамических параметров во всем его тракте.  

Из исследований двухфазных течений в подобных установках следует, что на 

энерго-тяговые характеристики двигателя существенное влияние оказывает распре-

деление конденсированной фазы (к-фазы) продуктов сгорания на входе в сопловой 

блок. Для большинства применяемых смесевых твердых топлив (СТТ) принято за-

давать распределение частиц на входе в сопло на основе нормально-логарифмиче-

ского закона [1]. Такое распределение формируется, исходя из начальной функции 

распределения на поверхности горения топлива и ее дальнейшей эволюции в ка-

мере сгорания. Это весьма сложная многофакторная задача, которая зависит от со-

става топлива, условий горения, времени пребывания продуктов сгорания в камере 

сгорания и других факторов. Решению этой задачи посвящено много эксперимен-

тальных и теоретических исследований [2–7]. К настоящему времени такие иссле-

дования продолжаются, так как пока многие процессы изучены не полностью и 

возникает ряд противоречивых данных. Так, в работе [8] показано, что нормально-

логарифмический закон распределения не соответствует распределению на входе 

в сопло для рассматриваемых авторами СТТ. Отмечено, что использование под-

хода случайных блоков и новых моделей агломерации позволяет получать более 

качественную информацию о распределении частиц на входе в сопло. 

В работе [9] выполнено исследование распределения по размерам впрыскива-

ющих капель на картину двухфазного течения в камере сгорания. Показано, в част-

ности, влияние этих распределений на параметры потока на входе в сопло. Приве-

дены как гистограммы состава алюминия, так и распределения параметров потока 

в поперечном сечении на входе в сопло. 
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Поскольку начальное распределение по размерам у поверхности топлива суще-

ственно влияет на распределение на входе в сопло, был выполнен ряд исследова-

ний по их определению. Можно отметить работу [10] в которой выполнено экспе-

риментальное изучение распределения по размерам конденсируемых частиц в за-

висимости от геометрии образца, интервала времени закалки и уровня давления на 

основе бомбы закалки. Получено, что частицы имеют размеры от 0.1 до 300 мкм и 

их распределение трехмодальное. Аппроксимация полного распределения опи-

сана как сумма нормально-логарифмических распределений для каждой моды.  

С учетом изменения распределения частиц в газодинамическом тракте двигателя 

получена одномодальная функция на срезе сопла. 

В работе [11] предложена динамическая модель агломерации, которая позво-

ляет получить функцию распределения агломератов по размерам для разных 

начальных спектров частиц. Так же можно отметить работу [12], где была разра-

ботана и реализована комплексная физико-математическая модель двухфазного 

течения продуктов сгорания СТТ во всем газодинамическом тракте РДТТ. В дан-

ную модель включен ряд подмоделей, описывающих такие физические процессы, 

происходящие в продуктах сгорания двигателя, как агломерация, их газофазное 

горение и конденсация продуктов горения на частицы высокодисперсного оксида 

и на сами агломераты, динамика изменения параметров газовой фазы, агломератов 

и оксидов, химическое взаимодействие между Al иAl2O3 в агломератах и ряд дру-

гих процессов. В работах для модельных двигателей и условных составов топлива 

получены распределения основных параметров двухфазного течения в РДТТ.  

В частности, приведены распределения массовой функции плотности распределе-

ния агломератов как у поверхности топлива, так и на входе в сопло. 

Следует отметить, что в этих работах для исследования течений продуктов сго-

рания, как правило, заложены модели, учитывающие основные физические про-

цессы в камере сгорания. При расчете течений в сопле необходимо также учесть  

специфические процессы, происходящие в нем, и, как показывают исследования, 

они вносят существенный вклад в уровень двухфазных потерь удельного импульса. 

Цель настоящей работы состоит анализе влияния отличия функции распреде-

ления конденсированных частиц от общепринятого нормально-логарифмического 

закона на распределения параметров в сопле и на величину потерь удельного им-

пульса на двухфазность. 

 

Физико-математическая постановка задачи 

 

Рассматривается стационарное течение двухфазной среды, представляющей 

собой смесь газа и полидисперсной конденсированной фазы, являющейся жидкими 

каплями оксида алюминия, в сопле Лаваля. В сопловом блоке важными процес-

сами являются процессы коагуляции и дробления капель, приводящие к перерас-

пределению фракций частиц по размерам. Процессы коагуляции смещают спектр 

по размерам в сторону более крупных фракций, увеличивая инерционное отстава-

ние капель относительно газовой фазы, и, как следствие, приводят к увеличению 

потерь удельного импульса. Одновременно с этим возрастает влияние аэродина-

мических сил, действующих на капли и приводящих к их деформации и дроблению. 

Дополнительным фактором, влияющим на развитие к-фазы, является вращение ча-

стиц, которое возникает при нецентральных столкновениях между каплями. При 
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больших угловых скоростях вращения капель возможно их разрушение за счет 

воздействия центробежных сил. 

В настоящей работе используется многожидкостная модель полидисперсной 

среды [13]. В рамках этой модели стационарное квазиодномерное течение двух-

фазной среды с учетом коагуляции, дробления и вращения жидких капель описы-

вается системой уравнений вида [14, 15]: 
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Расчет процесса взаимодействия частиц друг с другом производился в рамках 

непрерывного подхода методом «меченых частиц» [15]. С учетом полидисперсной 

модели осколков А.А. Шрайбера коагуляционные члены в уравнениях (5)–(8) 

имеют вид:  
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где параметры с индексом i относятся к номерам фракций конденсированной фазы, 

а величины без индекса относятся к газовой фазе. u, p, T, ρ, H – скорость, давление, 

температура, плотность и энтальпия, cs – теплоемкость вещества частиц, cp – тепло-

емкость газа при постоянном давлении, ni – количество частиц i-й фракции в еди-

нице объема, m – масса частицы, E – полная энергия, Kji – константа взаимодей-

ствия, Qi – коагуляционные члены, Фji – математическое ожидание отношения  

изменения массы крупной частицы к общей массе столкнувшихся с ней мелких 

частиц, αkji – массовая нормированная функция распределения по размерам оскол-

ков i, образовавшихся при столкновении частицы k-й фракции с j-й, φ ,φ ,φv M

i i i
 – 

коэффициенты силового, теплового и вращательного взаимодействия между газо-

вой фазой и частицами i-й фракции, F – сечение сопла; 

 

Метод решения 

 

В большинстве работ для численного решения системы (1)–(9) применяется 

подход, основанный на решении обратной задачи [16]. Однако при использовании 

сопел сложной геометрии задание начального распределения параметра (например, 

давления), обеспечивающего соответствие восстановленного профиля с базовым, 

является затруднительным.  

В настоящей работе применен метод квазиустановления, широко используемый 

при расчете осесимметричных и пространственных течений в соплах [17]. Суть 

метода заключается в использовании итерационного процесса, в котором общее ста-

ционарное решение формируется путем решения нестационарных уравнений газо-

вой фазы в сочетании со стационарными уравнениями для фракций жидких капель. 

В связи с этим для газовой фазы на входе в сопло задается два граничных условия 

(энтропия и энтальпия), а на срезе сопла течение считается сверхзвуковым и гранич-

ные условия не задаются. Начальные поля газодинамических параметров определя-

ются с использованием газодинамических функций в равновесном приближении. 

Для численного интегрирования системы уравнений газовой фазы применялась 

схема Годунова второго порядка точности, а уравнения к-фазы интегрировались 

неявной разностной схемой также второго порядка точности [14, 15]. Итерации по 

временным шагам повторяются до достижения заданного критерия сходимости. 

Реализация описанного метода квазиодномерного течения легла в основу раз-

работанного специализированного программного обеспечения на языке C++  

с использованием объектно-ориентированного подхода и многофайловой струк-

туры проекта, обеспечивающей гибкость, расширяемость и удобство поддержки 

кода. Расчеты проводятся на основе отдельного файла-задания, в котором указы-

ваются все необходимые параметры моделирования, включая геометрию сопла, 

параметры газа и частиц, численные схемы, критерии сходимости и т.д. В про-

грамму интегрирована обширная база данных, позволяющая генерировать разно-
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образные геометрии сопел, применять различные формы коэффициентов сопро-

тивления, моделей дробления частиц и другие физические характеристики, что 

обеспечивает универсальность и адаптивность численной модели к различным за-

дачам многофазных течений. Такой подход обеспечивает возможность дальнейшей 

модернизации разрабатываемого программного комплекса на задачи многомерных 

течений и моделирования процессов в камерах сгорания без необходимости кар-

динальной переработки его архитектуры. 

 

Численные исследования 
 

При проведении численных исследований влияния функции распределения ка-

пель во входном сечении сопла рассматривались распределения, полученные  

в результате моделирования процессов горения, выполненные в работах [9, 12].  

Во всех вариантах использовалась сетка, состоящая из Nx = 2 000 узлов и число 

фракций N = 25. 

В работе [12] авторы провели численное моделирование течения многофазной 

среды и эволюции к-фазы в камере сгорания твердотопливного ракетного двигателя. 

Распределение формировалось на основе расчета траекторий частиц от поверхно-

сти горения до входного сечения сопла с учетом процессов горения, коагуляции 

(броуновской и турбулентной) и окисления алюминия.  

На рис. 1 показано сравнение нормально-логарифмической функции с распре-

делением, полученным в работе [12] при одинаковом среднемассовом диаметре 

капель d43 = 2.4 мкм. Видно, что функция [12] характеризуется одинаково малым 

массовым содержанием к-фазы в асимптотических областях, в то время как в нор-

мально-логарифмическом распределении характерна концентрация к-фазы вблизи 

моды распределения.  
 

 

Рис. 1. Сравнение функций распределения к-фазы 

Fig. 1. Comparison of condensed-phase distribution functions 
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Проведены расчеты с использованием данных функций в качестве начального 

распределения во входном сечении сопла. На рис. 2 изображено сравнение распре-

делений среднемассового диаметра капель вдоль сопла. Как показали расчеты, раз-

личие в форме распределения между функциями для рассматриваемого течения не 

оказывает большого влияния на структуру течения и энерго-тяговые характери-

стики потока. Двухфазные потери составили 1.95% для распределения [12] и 1.91% 

для нормально-логарифмического закона. 
 

 

Рис. 2. Сравнение распределения d43 вдоль сопла 

Fig. 2. Comparison of d43 distribution along the nozzle 

 

В работе [9] рассматривается эволюция распределения к-фазы в камере сгора-

ния в зависимости от начальной функции распределения частиц алюминия в топ-

ливе. На рис. 3 показаны графики распределения капель на поверхности горения и 

на входе в сопло, при использовании усеченного (1, 3) и нормального (2, 4) лога-

рифмических законов, полученные авторами [9]. 

Для проведения численных исследований в качестве входных данных для рас-

чета течения в сопле использовались распределения к-фазы, советующие графи-

кам 3 и 4 (см. рис. 3). Массовая доля составляла z = 0.18, а контур сопла взят из 

работы [9]. На рис. 4 показано распределение среднемассового диаметра d43 вдоль 

сопла. Поскольку авторы [9] использовали топливо с весьма крупными включени-

ями частиц алюминия, то к-фаза во входном сечении сопла имеет значительно  

увеличенный среднемассовый диаметр по сравнению с работой [12]. В выходном 

сечении сопла d43 для обеих моделей практически совпадают. Такое поведение мо-

жет быть частично обусловлено тем, что в настоящей работе не учитывается ско-

ростное отставание во входном сечении сопла. В этих вариантах начальные функции 

распределения оказывают существенное влияние на двухфазные потери, которые 

составляют ξ = 3% для усеченного логарифмического распределения и ξ = 3.5% 

для нормально-логарифмического закона. Следует отметить, что из-за большого 
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начального размера капель активные процессы взаимодействия между к-фазой и 

газовой фазой происходят в дозвуковой части сопла. При увеличении массовой 

доли до z = 0.4 качественная картина изменяется. В этом случае при использовании 

нормально-логарифмического закона двухфазные потери будут меньше, чем при 

усеченном логарифмическом распределении. 

 

  

1 3 

  

2 4 

Рис. 3. Эволюция к-фазы: 1, 2 – на поверхности горения; 3, 4 – во входном сечении сопла [9] 

Fig. 3. Evolution of the condensed phase: (1, 2) on the burning surface  

and (3, 4) in the nozzle inlet section [9] 
 

В настоящей работе численное исследование выполнено для усеченного лога-

рифмического закона распределения. Профиль сопла остается неизменным, мас-

совая доля принимается равной z = 0.3. На рис. 5 показано изменение среднемас-

сового диаметра вдоль оси сопла при различных d43 на входе в сопло. Видно, что 

с увеличением d43 возрастает интенсивность взаимодействия к-фазы в области ми-

нимального сечения, что приводит к увеличению двухфазных потерь (таблица). 



Механика / Mechanics 

116 

 
Рис. 4. Сравнение распределения d43 вдоль сопла 

Fig. 4. Comparison of d43 distribution along the nozzle 

 

 

Рис. 5. Сравнение распределения d43 вдоль сопла 

Fig. 5. Comparison of d43 distribution along the nozzle 

 

Варианты расчетов 

№ 1 2 3 

d43вх, мкм 2.9 3.4 3.86 

d43вых, мкм 5.9  6.4 6.74 

ξ, % 3.8 4.2 4.5 

 
Заключение 

 

В работе выполнено математическое моделирование течения двухфазной по-

лидисперсной среды в сопле с учетом процессов коагуляции, дробления и враще-

ния капель к-фазы в стационарной квазиодномерной постановке. Для решения  

системы уравнений использовался метод квазиустановления. Получены зависимости 
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характеристик двухфазного течения для различных начальных функций распреде-

ления капель во входном сечении сопла. Проведенный анализ показал, что форма 

распределения к-фазы может оказывать существенное влияние на величину двух-

фазных потерь в зависимости от режима течения. В некоторых течениях различия 

между функциями малы, тогда как в других их влияние становится выраженным. 

Кроме того, выявлено, что массовая доля к-фазы с учетом выбора функции распре-

деления оказывает заметное влияние на двухфазные потери удельного импульса. 

Проведено численное исследование с использованием усеченного логарифми-

ческого закона распределения к-фазы во входном сечении сопла. Показано, что для 

данного течения при увеличении среднемассового диаметра на входе в сопло двух-

фазные потери возрастают. 

В дальнейшем планируется распространить данный подход для расчета тече-

ния во всем газодинамическом тракте РДТТ. 
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