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Ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå äâîè÷íûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê � áèåêòèâíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè. Äîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî âñåõ äâîè÷íûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòà-
íîâîê ìíîæåñòâà {0, 1}n ïîðîæäàåò èìïðèìèòèâíóþ ãðóïïó, êîòîðàÿ äåéñòâóåò
íà ìíîæåñòâå 2n−1 áëîêîâ {a,a} ïîäñòàíîâî÷íî ïîäîáíî ñïëåòåíèþ S2 ≀ S2n−1 .
Ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññå {0, 1}-ìàòðèö ëèøü ïîäñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû ðåàëèçó-
þò ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè. Ïðåäëîæåí ðåêóðñèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êëàññà
ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêîãî
ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ïîäñòàíîâîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâîè÷íûå ïîðîãîâûå ôóíêöèè, äâîè÷íûå áèåêòèâíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè.

BINARY TRESHOLD SUBSTITUTIONS

A. I. Zobov, I. V. Cherednik

RTU MIREA, Moscow, Russia

We continue the study of binary threshold substitutions — bijective transformations
of the set of binary vectors whose coordinate functions are threshold functions. It is
proven that the set of binary threshold substitutions generates an imprimitive group,
which acts on the set of 2n−1 blocks {a,a} permutationally similar to the wreath
product S2 ≀ S2n−1 . It is shown that, within the class of {0, 1}-matrices, only permu-
tation matrices realize threshold substitutions. A recursive method for constructing
a class of full-cycle threshold substitutions is proposed. The possibility of practical
applications of such substitutions is investigated.

Keywords: binary threshold functions, binary bijective transformations, threshold
substitutions.

Ââåäåíèå

Ïîðîãîâûå áóëåâû ôóíêöèè f : {0, 1}n → {0, 1}, îïðåäåëÿåìûå ëèíåéíûìè íåðàâåí-
ñòâàìè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

f(x1, . . . , xn) = 1 ⇐⇒ a1x1 + . . .+ anxn ⩾ b,
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äàâíî ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèé [1�3], à èõ ïðàêòè÷åñêàÿ ïðè-
âëåêàòåëüíîñòü îáóñëàâëèâàåòñÿ ïðîñòîòîé ðåàëèçàöèè â ìîäåëè íåéðîñåòåâûõ âû÷èñ-
ëåíèé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâèòåëè íàó÷íîé øêîëû Â. Ã. Íèêîíîâà âå-
äóò àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ [4�10] â îáëàñòè ñèíòåçà â áàçèñå ïîðîãîâûõ ôóíêöèé òàêèõ
äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå äîïóñêàþò ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ â ìîäåëè íåé-
ðîñåòåâûõ âû÷èñëåíèé è/èëè íà àëüòåðíàòèâíîé ýëåìåíòíîé áàçå, à òàêæå ïðèãîäíû
ê èñïîëüçîâàíèþ â óçëàõ çàùèòû èíôîðìàöèè. Îäíàêî ðåçóëüòàòû ðàáîò [4�8] ïî ñó-
ùåñòâó ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ëèøü øòó÷íûå ïðèìåðû íîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, à
â [9, 10] èññëåäóþòñÿ íå ñòàíäàðòíûå ïîðîãîâûå ôóíêöèè, à çàäàâàåìûå êâàäðàòè÷íû-
ìè íåðàâåíñòâàìè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íîâîãî ñåìåéñòâà
äâîè÷íûõ ïîëíîöèêëîâûõ áèåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè.

Âñþäó äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ìû áóäåì èññëåäîâàòü ïîðîãîâûå äâîè÷íûå
ôóíêöèè â ïñåâäîáóëåâîì ïðåäñòàâëåíèè f : {±1}n → {±1} ñ åñòåñòâåííûì ñîõðà-
íåíèåì ñòàíäàðòíîé òåðìèíîëîãèè (ñáàëàíñèðîâàííîñòü, äâîéñòâåííîñòü è ïð.). Òàêîé
¾öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé¿ ïîäõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ ïîðîãîâûõ äâîè÷íûõ îòîáðàæå-
íèé äåéñòâèòåëüíî â ðÿäå ñëó÷àåâ óäîáíåå êëàññè÷åñêîãî áóëåâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [3].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïñåâäîáóëåâà ôóíêöèÿ f : {±1}n → {±1} íàçûâàåòñÿ
� ïîðîãîâîé, åñëè ñóùåñòâóþò a1, . . . , an, b ∈ R, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f(x1, . . . , xn) = 1 ⇐⇒ a1x1 + . . .+ anxn ⩾ b; (1)

� ñáàëàíñèðîâàííîé, åñëè |f−1(1)| = |f−1(−1)|;
� ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè f(−x) = −f(x) äëÿ êàæäîãî x = (x1, . . . , xn) ∈ {±1}n.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü a1, . . . , an, b ∈ R è ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåëÿåìàÿ
óñëîâèåì (1), ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé. Òîãäà ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ f òàêæå ìîæåò
áûòü çàäàíà öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì óñëîâèåì

f(x1, . . . , xn) = 1 ⇐⇒ a1x1 + . . .+ anxn ⩾ 0

è ïðè ýòîì ìíîæåñòâî {±1}n íå ñîäåðæèò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a1x1 + . . .+ anxn = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåðàâåíñòâî a1x1 + . . . + anxn ⩾ 0 çàäà¼ò ïîðîãîâóþ
ôóíêöèþ g. Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü,

g−1(−1) = {b1, . . . ,bt}, g−1(1) = {−b1, . . . ,−bt} ∪ {c1, . . . , c2n−2t}, t ⩽ 2n−1,

ãäå íàáîðû ci = (c
(i)
1 , . . . , c

(i)
n ) ∈ {±1}n óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a1c

(i)
1 + . . . + anc

(i)
n = 0

ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , 2n − 2t}. Âî ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ:
� ïðè b > 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(
{b1, . . . ,bt} ∪ {c1, . . . , c2n−2t}

)
⊂ f−1(−1);

� ïðè b ⩽ 0 èìååò ìåñòî
(
{−b1, . . . ,−bt} ∪ {c1, . . . , c2n−2t}

)
⊂ f−1(1).

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èç óñëîâèÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòè |f−1(−1)| = 2n−1 = |f−1(1)| íåîáõîäè-
ìî ñëåäóåò, ÷òî t = 2n−1 è ñîîòâåòñòâåííî

g−1(−1) = {b1, . . . ,b2n−1} = f−1(−1), g−1(1) = {−b1, . . . ,−b2n−1} = f−1(1).

Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Èòàê, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, ëþáóþ ñáàëàíñèðîâàííóþ ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ
f : {±1}n → {±1} ìîæíî çàäàòü íåðàâåíñòâîì a1x1+ . . .+ anxn ⩾ 0 è ïðè ýòîì ìíîæå-
ñòâî {±1}n íå ñîäåðæèò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a1x1+. . .+anxn = 0. Çíà÷èò, ïðîèçâîëüíóþ
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ñáàëàíñèðîâàííóþ ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ f ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëîé

f(x1, . . . , xn) = sgn(a1x1 + . . .+ anxn)

èëè êðàòêî â âåêòîðíîé ôîðìå çàïèñè f(x) = sgn(ax↓), ãäå

sgn(y) =


−1, y < 0,

0, y = 0,

1, y > 0.

Ñëåäñòâèå 1. Ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ f : {±1}n → {±1} ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, à äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç öåí-
òðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñáàëàíñèðîâàííîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè f(x) â âè-
äå f(x) = sgn(ax↓).

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Q âñþäó ïëîòíî â R, à ëèíåéíûå ôóíêöèè
íåïðåðûâíû, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â çàäàíèè ïðîèçâîëüíîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè â âè-
äå (1) êîýôôèöèåíòû a1, . . . , an, b âñåãäà ìîãóò áûòü âûáðàíû ðàöèîíàëüíûìè è, áîëåå
òîãî, öåëî÷èñëåííûìè [3]. Ïîýòîìó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ óäîáñòâà (êàê, íàïðè-
ìåð, äàëåå â òåîðåìå 3) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî íåðàâåíñòâà,
îïðåäåëÿþùèå ïîðîãîâûå ôóíêöèè, èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû.

Öåíòðàëüíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ áèåêòèâíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ F (x) =

(
f1(x), . . . , fn(x)

)
ìíîæåñòâà {±1}n, ó êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòíûå

ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè:

fi(x) = 1 ⇐⇒ aix
↓ ⩾ bi, i ∈ {1, . . . , n}.

Êðàòêî òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåì íàçûâàòü ïîðîãîâûìè ïîäñòàíîâêàìè. Ïðàêòè-
÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê îáóñëàâëèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïðîñòîòîé
èõ ðåàëèçàöèè â áàçèñå ïîðîãîâûõ ôóíêöèé; òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ñîñòîèò â òîì,
÷òî ñâÿçàííûå ñ äàííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîáëåìû ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûìè çàäà÷àìè òåîðèè öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè F (x) =
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé è, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, ìîæåò áûòü çàäàíà óñëîâèåì

fi(x) = 1 ⇐⇒ aix
↓ ⩾ 0,

à òàêæå êðàòêî â âèäå fi(x) = sgn(aix
↓), i ∈ {1, . . . , n}. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîðîãî-

âîé ïîäñòàíîâêè F (x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðàòêóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó çàïèñè

F (x) = sgn
(
Ax↓), ãäå A =

a1

. . .
an

�ìàòðèöà, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ïî-

ðîãîâîé ïîäñòàíîâêè F (x).
Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà A ∈ Rn,n îïðåäåëÿåò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn

(
Ax↓)

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãèïåðïëîñêîñòè a1x
↓ = 0, . . . , anx

↓ = 0 ðàçáèâà-
þò ïðîñòðàíñòâî Rn íà 2n ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íàáîð
èç ìíîæåñòâà {±1}n. Îòñþäà, ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó Øëåôëè, ñëåäóåò,
÷òî åñëè ìàòðèöà A ∈ Rn,n îïðåäåëÿåò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó F (x) = sgn

(
Ax↓), òî

äàííàÿ ìàòðèöà A îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé.
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Óòâåðæäåíèå 2 (òåîðåìà Øëåôëè). Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî n-ìåðíûõ îòêðûòûõ
ìíîãîãðàííûõ êîíóñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçáèåíèè ïðîñòðàíñòâà Rn ãèïåðïëîñêî-

ñòÿìè a1x
↓ = 0, . . . , atx

↓ = 0, ðàâíî 2
n−1∑
i=0

(
t− 1

i

)
, è ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ãèïåðïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì., íàïðèìåð, â [3].

Ê ñîæàëåíèþ, íà äàííûé ìîìåíò áîëåå íå èçâåñòíî íè÷åãî ñîäåðæàòåëüíîãî îòíîñè-
òåëüíî ñâîéñòâ ìàòðèöû A, îïðåäåëÿþùåé ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn

(
Ax↓) [3]. Òàê,

íàïðèìåð, íåèçâåñòíî òî÷íîå êîëè÷åñòâî ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå {±1}n
ïðè ïðîèçâîëüíîì n, è ïîõîæå, ÷òî äàæå çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ¾çàäà¼ò ëè êîíêðåò-
íàÿ ìàòðèöà A ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó¿ ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé. Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå óòâåð-
æäåíèå: äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðàæåíèå sgn

(
Ax↓) áûëî áèåêòèâíûì, ñîãëàñíî êðè-

òåðèþ Õàôôìàíà [11], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
{i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n} ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

ai1x
↓ > 0,

. . .

aikx
↓ > 0

èìåëà ðîâíî 2n−k ðåøåíèé èç ìíîæåñòâà {±1}n. Îäíàêî óæå ïðè k = 1 ìû èìååì
èçâåñòíóþ NP-ïîëíóþ çàäà÷ó: íåðàâåíñòâî

a1x1 + . . .+ anxn > 0

èìååò 2n−1 ðåøåíèé èç {±1}n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå
a1x1 + . . .+ anxn = 0

íå èìååò {±1}-ðåøåíèé èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, óðàâíåíèå
|a1|x1 + . . .+ |an|xn = 0

íå èìååò {±1}-ðåøåíèé; ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáè-
åíèÿ {1, . . . , n} = {s1, . . . , sr} ⊔ {sr+1, . . . , sn} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|as1|+ . . .+ |asr | ≠ |asr+1|+ . . .+ |asn|
�èçâåñòíàÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à î ðàçáèåíèè [12]. Ïðè ýòîì ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî NP-
ïîëíîé ÿâëÿåòñÿ ëèøü ìàññîâàÿ çàäà÷à î ðàçáèåíèè, â òî âðåìÿ êàê äëÿ íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò èìåòü äàæå òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Òàê, íàïðè-
ìåð, â ñëó÷àå, êîãäà a1, . . . , an ∈ Z è a1 + . . . + an �íå÷¼òíîå ÷èñëî, ðåøåíèå çàäà÷è
âïîëíå î÷åâèäíî.

Îòìåòèì åù¼ îäíó íàñóùíóþ ïðàêòè÷åñêóþ ïðîáëåìó, ñâÿçàííóþ ñ ïîðîãîâûìè
ïîäñòàíîâêàìè: áóäåò ëè îáðàòíàÿ ê ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêå òàêæå ïîðîãîâîé è êàê,
â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà, ïîñòðîèòü ìàòðèöó, êîòîðàÿ çàäà¼ò îáðàòíóþ ïîðî-
ãîâóþ ïîäñòàíîâêó? Â íàñòîÿùèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî äàííîé ïðîáëåìû íå èçâåñòíî
íè÷åãî ñîäåðæàòåëüíîãî. Îäíàêî ïðèìåð îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû

A =



4√
41

3√
41

4√
41

11√
11562

80√
11562

−71√
11562

−13√
282

8√
282

7√
282

 ,
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êîòîðàÿ çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó, ïðè òîì, ÷òî îáðàòíàÿ ê íåé AT âîîáùå íå
çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó, íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî åäâà ëè îáîçíà÷åííàÿ ïðîáëåìà
äîïóñêàåò ðåøåíèå â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû [5, 6].

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïðîñòîé, íî ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûé êëàññ ïîðîãîâûõ ïîä-
ñòàíîâîê, êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåì íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòü.

Ïðèìåð 1. Ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà {±1}n, îïðåäåë¼ííîå ïî ïðàâèëó

(x1, . . . , xn) 7→ (ε1xπ(1), . . . , εnxπ(n)),

ãäå ε1, . . . , εn ∈ {±1}; π�ïåðåñòàíîâêà èç ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn, ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíî â êà÷åñòâå ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ñ ìàòðèöåé



π(1) π(n) π(2)

. . . ε1 0 . . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . 0 ε2 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 εn 0 . . . 0


(ìàòðèöû äàííîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü {±1}-ïîäñòàíîâî÷íûìè).

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè
îòîáðàæåíèé. Ïî àíàëîãèè ñ áóëåâûì ñëó÷àåì, äàííóþ ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé
Äæåâîíñà è îáîçíà÷àòü Qn. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Äæåâîíñà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
âñåõ èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà {±1}n îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õýììèíãà [13]. Íà òåêó-
ùèé ìîìåíò ãðóïïà Äæåâîíñà Qn � åäèíñòâåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ
îáíàðóæåíà â ìíîæåñòâå âñåõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê.

1. Ñòðîåíèå ãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ïîðîãîâûìè ïîäñòàíîâêàìè

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ
ñàìîäâîéñòâåííûìè, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíàÿ ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà ðåàëèçóåò
ñàìîäâîéñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ áëîêàìè [a] = {±a}, a ∈ {±1}n. Çíà÷èò, ãðóïïàGn,
ïîðîæäàåìàÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, çàâåäîìî ÿâëÿåòñÿ èìïðèìè-
òèâíîé ñ ñèñòåìîé áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n.

Ëþáàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê ñ ñèñòåìîé èìïðèìèòèâíîñòè [a], a ∈ {±1}n, ñîäåð-
æèòñÿ â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê Sn, êîòîðàÿ ïîäîáíà ñïëåòåíèþ S2 ≀ S2n−1 è äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâå 2n−1 áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n, ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå 2n−1 áëîêîâ ïåðåñòàâëÿ-
þòñÿ ñâîáîäíûì îáðàçîì, à âíóòðè áëîêîâ îñóùåñòâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûå áèåêòèâíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ (òîæäåñòâåííîå èëè èíâåðòèðîâàíèå). Èòàê, Gn ⊂ Sn. Îäíàêî íà ñà-
ìîì äåëå ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. Gn = Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå Gn ⊂ Sn îòìå÷åíî ðàíåå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ Sn ⊂ Gn ñäåëàåì ïðåäâàðèòåëüíî íåñêîëüêî ïðèìå÷àíèé.

1. Ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà ñ ìàòðèöåé
n− 2 −1 . . . −1
−1 n− 2 . . . −1
...

. . .
...

−1 . . . −1 n− 2


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îïðåäåëÿåò òðàíñïîçèöèþ T1, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííûì îáðàçîì òîëüêî
âíóòðè êëàññà [(1, . . . , 1)]:

(1, . . . , 1)↔ (−1, . . . ,−1).
2. Àíàëîãè÷íî, òðàíñïîçèöèÿ, êîòîðàÿ ïåðåñòàâëÿåò âåêòîðû â ïðîèçâîëüíîì áëîêå

[(ε1, . . . , εn)], (ε1, . . . , εn) ∈ {±1}n, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà
ñ ìàòðèöåé

ε1 0 . . . 0
0 ε2 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 εn



n− 2 −1 . . . −1
−1 n− 2 . . . −1
...

. . .
...

−1 . . . −1 n− 2



ε1 0 . . . 0
0 ε2 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 εn


(ôàêòè÷åñêè� ýòî ñîïðÿæåíèå òðàíñïîçèöèè T1 ïîäñòàíîâêîé òðàíñëÿöèè

(x1, . . . , xn) 7→ (ε1x1, . . . , εnxn)

èç ãðóïïû Äæåâîíñà).
3. Ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà T2 ñ ìàòðèöåé

1 0 0 . . . 0
0 n− 3 −1 . . . −1
0 −1 n− 3 . . . −1
...

...
. . .

...
0 −1 . . . −1 n− 3


n×n

äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííûì îáðàçîì èñêëþ÷èòåëüíî íà ÷åòûð¼õ ýëåìåíòàõ:

(1, 1, . . . , 1)↔ (1,−1, . . . ,−1),
(−1,−1, . . . ,−1)↔ (−1, 1, . . . , 1),

çíà÷èò, îíà îïðåäåëÿåò òðàíñïîçèöèþ áëîêîâ

[(1, 1, . . . , 1)] ↔ [(−1, 1, . . . , 1)].

4. Ñîïðÿãàÿ òðàíñïîçèöèþ áëîêîâ T2 ïîäñòàíîâêîé èç ãðóïïû Äæåâîíñà

(x1, x2, x3, . . . , xn) 7→ (−x2, x1, x3, . . . , xn),

ïîëó÷àåì òðàíñïîçèöèþ áëîêîâ

[(−1, 1, 1, . . . , 1)] ↔ [(−1,−1, 1, . . . , 1)].

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, ðåàëèçóþùèå òðàíñ-
ïîçèöèè áëîêîâ

[(−1,−1, 1, . . . , 1)] ↔ [(−1,−1,−1, . . . , 1)],
. . .

[(−1, . . . ,−1, 1, 1)] ↔ [(−1, . . . ,−1,−1, 1)],

à òàêæå âñå âîçìîæíûå òðàíñïîçèöèè áëîêîâ, êîòîðûå èìåþò ïðåäñòàâèòåëÿìè ñîñåä-
íèå âåêòîðû.
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Èòàê, ñîãëàñíî ïðèìå÷àíèþ 4, ñóùåñòâóåò íàáîð ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê-òðàíñ-
ïîçèöèé áëîêîâ, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ¾ñâÿçíîñòü¿ âñåõ âîçìîæíûõ áëîêîâ [a],
a ∈ {±1}n, à ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó èçâåñòíîé òåîðåìû Ïîéà, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îá-
ðàçóþùèõ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n.
Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ïðèìå÷àíèþ 2, ñóùåñòâóþò ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå ðå-
àëèçóþò òðàíñïîçèöèè âíóòðè êàæäîãî èç áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n. Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå Sn ⊂ Gn.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íåòðóäíî âûâåñòè âåðõíþþ îöåíêó øèðèíû ãðóï-
ïû Sn îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòàíîâêà èç ãðóïïû Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ íå áîëåå ÷åì n2n ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ííàÿ îöåíêà âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ î÷åâèäíûõ ñî-
îáðàæåíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè èç Sn íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåñòàíîâêó áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n, à òàêæå âûïîëíèòü íå áî-
ëåå 2n−1 èíâåðòèðîâàíèé â áëîêàõ. Ïîñòðîåíèå ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè áëîêîâ [a],
a ∈ {±1}n, òðåáóåò íå áîëåå 2n−1−1 òðàíñïîçèöèé áëîêîâ ïðîèçâîëüíîãî âèäà ([a], [b]),
êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî âû÷èñëèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå 2n−3 òðàíñïîçèöèé
èç ïðèìå÷àíèÿ 4 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå: ïðîèçâîëüíûå íàáî-
ðû a, b âñåãäà ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé a = a1, a2, . . . , ak = b äëèíû k ⩽ n − 1,
â êîòîðîé ïîäðÿä èäóùèå íàáîðû ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, à çíà÷èò, äëÿ òðàíñïîçèöèè
([a], [b]) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé:

([a], [b]) = ([a1], [a2]) . . . ([ak−2], [ak−1])([ak−1], [ak])([ak−1], [ak−2]) . . . ([a2], [a1]).

Èòîãî òðåáóåòñÿ íå áîëåå 2n−1 + (2n−1 − 1)(2n− 3) ⩽ n2n ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê.

Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïðè n ⩾ 3
ãðóïïà Sn îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè.

Ñëåäñòâèå 3. Ïðè ëþáîì n ⩾ 3 êëàññ âñåõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê ìíîæå-
ñòâà {±1}n íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n ⩾ 3 ãðóïïà Sn ñîäåðæèò ïîäñòàíîâêó g, äåéñòâèå
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

g(1, 1, . . . , 1) = (−1,−1, . . . ,−1), g(−1,−1, . . . ,−1) = (1, 1, . . . , 1),

g(−1, 1, . . . , 1) = (1,−1, 1, . . . , 1), g(1,−1, . . . ,−1) = (−1, 1,−1, . . . ,−1),
g(1,−1, . . . , 1) = (1, 1,−1, . . . , 1), g(−1, 1, . . . ,−1) = (−1,−1, 1, . . . ,−1),

. . .

g(1, 1, . . . ,−1, 1) = (1, 1, . . . , 1,−1), g(−1,−1, . . . , 1,−1) = (−1,−1, . . . ,−1, 1),
g(1, 1, . . . , 1,−1) = (1,−1, . . . ,−1,−1), g(−1,−1, . . . ,−1, 1) = (−1, 1, . . . , 1, 1)

(íà ìíîæåñòâå âñåõ îñòàëüíûõ áëîêîâ äîïóñòèìî ëþáîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè g äîïóñêà-
åò ïîðîãîâóþ ðåàëèçàöèþ ñ îïðåäåëÿþùèì íåðàâåíñòâîì a1x1+a2x2+. . .+anxn > 0, òî
èç óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ äåéñòâèå g, íåîáõîäèìî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðîòèâîðå÷èå:



12 À.È. Çîáîâ, È. Â. ×åðåäíèê



a1 + a2 + a3 + . . .+ an < 0,

−a1 + a2 + a3 + . . .+ an > 0,

a1 − a2 + a3 + . . .+ an > 0,

. . .

a1 + a2 + . . .− an−1 + an > 0,

a1 + a2 + . . .+ an−1 − an > 0

=⇒

{
a1 + a2 + a3 + . . .+ an < 0,

(n− 2)(a1 + a2 + a3 + . . .+ an) > 0.

Ñëåäñòâèå 3 äîêàçàíî.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì ïðèìåð, êîòîðûé îïðîâåðãàåò íàèâíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê äåéñòâóåò ñèììåòðè÷åñêèì îáðàçîì õîòÿ áû
íà ìíîæåñòâå áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå áëîêîâ [a], a ∈ {±1}4:

[(1, 1, 1, 1)] 7→ [(1, 1, 1, 1)],

[(1, 1,−1,−1)] 7→ [(1, 1, 1,−1)],
[(1,−1,−1, 1)] 7→ [(1, 1,−1, 1)],
[(1,−1, 1,−1)] 7→ [(1, 1,−1,−1)],
[(−1, 1, 1, 1)] 7→ [(1,−1, 1, 1)],
[(1,−1, 1, 1)] 7→ [(1,−1, 1,−1)],
[(1, 1,−1, 1)] 7→ [(1,−1,−1, 1)],
[(1, 1, 1,−1)] 7→ [(1,−1,−1,−1)].

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íåêîòîðîé ïîðî-
ãîâîé ïîäñòàíîâêîé g, òî äëÿ äåéñòâèÿ g âîçìîæíû 256 âàðèàíòîâ:

g(1, 1, 1, 1) = ε1(1, 1, 1, 1),

g(1, 1,−1,−1) = ε2(1, 1, 1,−1),
g(1,−1,−1, 1) = ε3(1, 1,−1, 1),
g(1,−1, 1,−1) = ε4(1, 1,−1,−1),
g(−1, 1, 1, 1) = ε5(1,−1, 1, 1),
g(1,−1, 1, 1) = ε6(1,−1, 1,−1),
g(1, 1,−1, 1) = ε7(1,−1,−1, 1),
g(1, 1, 1,−1) = ε8(1,−1,−1,−1),

ïðè ε1, . . . , ε8 ∈ {±1}. Â êàæäîì èç 256 ïðåäïîëàãàåìûõ âàðèàíòîâ êîýôôèöèåíòû
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ ïåðâûå äâå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè óêàçàííîé
ïîäñòàíîâêè g:

g1(x1, x2, x3, x4) = 1 ⇐⇒ a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 ⩾ 0,

g2(x1, x2, x3, x4) = 1 ⇐⇒ b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4 ⩾ 0,

íåîáõîäèìî äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
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

ε1(a1 + a2 + a3 + a4) > 0,

ε2(a1 + a2 − a3 − a4) > 0,

ε3(a1 − a2 − a3 + a4) > 0,

ε4(a1 − a2 + a3 − a4) > 0,

ε5(−a1 + a2 + a3 + a4) > 0,

ε6(a1 − a2 + a3 + a4) > 0,

ε7(a1 + a2 − a3 + a4) > 0,

ε8(a1 + a2 + a3 − a4) > 0,

ε1(b1 + b2 + b3 + b4) > 0,

ε2(b1 + b2 − b3 − b4) > 0,

ε3(b1 − b2 − b3 + b4) > 0,

ε4(b1 − b2 + b3 − b4) > 0,

ε5(−b1 + b2 + b3 + b4) < 0,

ε6(b1 − b2 + b3 + b4) < 0,

ε7(b1 + b2 − b3 + b4) < 0,

ε8(b1 + b2 + b3 − b4) < 0,

êîòîðàÿ íå èìååò ðåøåíèé ïðè ëþáûõ ε1, . . . , ε8 ∈ {±1} (ïðîâåðêà âûïîëíåíà â ñèñòåìå
Mathematica).

2. Ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, ðåàëèçóåìûå {0, 1}-ìàòðèöàìè
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè ïîðîæäàþò äîñòàòî÷íî îáøèðíûé

êëàññ ïîäñòàíîâîêSn. Îäíàêî ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1, âûðàæåííûå â ñëåäñòâèè 2, îáåñ-
êóðàæèâàþò îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòîòû ïîëó÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè
èç ìíîæåñòâà Sn â âèäå êîìïîçèöèè ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê. Ìåæäó òåì ïðàêòè÷å-
ñêèé èíòåðåñ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè êëàññîâ ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåìûõ ïîðîãîâûõ
ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå òàêæå îáëàäàþò öèêëîâîé ñòðóêòóðîé, ïðèãîäíîé äëÿ èñïîëü-
çîâàíèÿ â óçëàõ çàùèòû èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî íàìåðåíèå èçó÷èòü
ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ìàêñèìàëüíî ïðîñòûìè ìàò-
ðèöàìè, ñîñòîÿùèìè òîëüêî èç 0 è 1.

Òåîðåìà 2. {0, 1}-ìàòðèöà An×n çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Ax↓) â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà A�ïîäñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà, äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü ìåòîäîì
¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâî÷íîé è, íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, å¼ ïåðâûå äâå ñòðîêè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s⩾1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, 0, . . . , 0),

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s⩾1

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

, 0, . . . , 0).

Óêàçàííûå ñòðîêè îïðåäåëÿþò äâå ïåðâûå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ïîðîãîâîãî îòîáðà-
æåíèÿ sgn(Ax↓):

f1(x1, . . . , xn) = sgn(x1 + . . .+ xk + xk+1 + . . .+ xk+s),

f2(x1, . . . , xn) = sgn(xk+1 + . . .+ xk+s + xk+s+1 + . . .+ xk+s+m).
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Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñáàëàíñèðîâàííîñòü êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé f1 è f2 íåîáõî-
äèìî âëå÷¼ò óñëîâèå íå÷¼òíîñòè k + s è s+m.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ ðàññ÷èòàåì è ñðàâíèì ìîùíîñòè ìíîæåñòâ

M1,1 =
{
x ∈ {±1}n : (f1(x), f2(x)) = (1, 1)

}
,

M1,−1 =
{
x ∈ {±1}n : (f1(x), f2(x)) = (1,−1)

}
.

Ïðè ïåðå÷èñëåíèè âåêòîðîâ èç M1,1 íåòðóäíî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî

|M1,1| = 2n−k−s−m
s∑

t=0

(
s

t

) ∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

) ∑
j⩾(m+s+1)/2−t

(
m

j

)
,

ãäå â ïåðå÷èñëÿåìûõ íàáîðàõ t îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî åäèíèö, ðàñïîëîæåííûõ íà ìå-
ñòàõ c k + 1 ïî k + s; i�êîëè÷åñòâî åäèíèö íà ìåñòàõ c 1 ïî k; j �êîëè÷åñòâî åäèíèö
íà ìåñòàõ c k+s+1 ïî k+s+m (çäåñü è äàëåå çíà÷åíèå áèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà(
x

y

)
ñòàíäàðòíî ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ ïðè x < y, à òàêæå ïðè y < 0). Àíàëîãè÷íî

|M1,−1| = 2n−k−s−m
s∑

t=0

(
s

t

)
k∑

i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

) ∑
j⩾(m−s+1)/2+t

(
m

j

)
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

|M1,1| − |M1,−1|
2n−k−s−m

=
s∑

t=0

(
s

t

) ∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

)[ ∑
j⩾(m+s+1)/2−t

(
m

j

)
−

∑
j⩾(m−s+1)/2+t

(
m

j

)]
︸ ︷︷ ︸

Nm,s,t

è çàìåòèì, ÷òî Nm,s,t = −Nm,s,s−t ïðè ëþáûõ m è t ⩽ s/2 (â ÷àñòíîñòè, Nm,s,s/2 = 0 ïðè
÷¼òíîì s). Ïðîäîëæèì:

|M1,1| − |M1,−1|
2n−k−s−m

=
∑

t<s/2

(
s

t

) ∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

)
Nm,s,t +

∑
t>s/2

(
s

t

) ∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

)
Nm,s,t =

=
∑

t<s/2

(
s

t

)
Nm,s,t

∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

)
−
∑

t<s/2

(
s

t

)
Nm,s,t

∑
i⩾(k−s+1)/2+t

(
k

i

)
=

=
∑

t<s/2

(
s

t

)
Nm,s,t

[ ∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

)
−

∑
i⩾(k−s+1)/2+t

(
k

i

)]
︸ ︷︷ ︸

Nk,s,t

=
∑

t<s/2

(
s

t

)
Nm,s,tNk,s,t.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ m ∈ N0, s ∈ N è t < s/2 èìååò ìåñòî
(m− s+ 1)/2 + t < (m+ s+ 1)/2− t,
(m− s+ 1)/2 + t ⩽ m,

(m+ s+ 1)/2− t > 0

=⇒ Nm,s,t = −
(m+s+1)/2−t−1∑
j=(m−s+1)/2+t

(
m

j

)
< 0.

Èòàê, ïîêàçàëè, ÷òî ïðè s ⩾ 1 âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

|M1,1| − |M1,−1|
2n−k−s−m

> 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåçàâèñèìîñòè ñáàëàíñèðîâàííûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé f1 è f2.
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Ñëåäñòâèå 4. Åñëè äëÿ ìàòðèöû A ∈ Rn,n ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå x
↓ 7→ Ax↓ çàäà-

¼ò ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå {±1}n, òî A ÿâëÿåòñÿ {±1}-ïîäñòàíîâî÷íîé ìàòðèöåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

A1↓ = 1↓ (ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî äîìíîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè ìàòðèöû A
íà −1). Â òàêîì ñëó÷àå ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòîëáåö

2A↓
1 = A

(
1↓ − (−1, 1, . . . , 1)T

)
= A1↓ − A(−1, 1, . . . , 1)T = 1↓ − (ε1, . . . , εn)

T

ñîñòîèò òîëüêî èç 0 è 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, A↓
1 � {0, 1}-ñòîëáåö. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå ñòîëáöû ìàòðèöû A òàêæå ÿâëÿþòñÿ {0, 1}-ñòîëáöàìè.
Òàêèì îáðàçîì, A� {0, 1}-ìàòðèöà, êîòîðàÿ çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó (íà ñà-

ìîì äåëå, äåéñòâóåò òî÷íûì îáðàçîì), è, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, A�ïîäñòàíîâî÷íàÿ ìàò-
ðèöà.

Çàìå÷àíèå 2. Èç ñëåäñòâèÿ 4 âûòåêàåò èíòåðåñíîå íàáëþäåíèå. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî {±1}-ïîäñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû îïèñûâàþò âñå èçîìåòðèè ìíîæåñòâà {±1}n íå
òîëüêî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õýììèíãà, íî è îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Åâêëèäà, ïî-
ñêîëüêó â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èçîìåòðèÿ îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
è ïîïàäàåò ïîä óñëîâèå ñëåäñòâèÿ 4. Ýòî âïîëíå çàêîíîìåðíî, ïîñêîëüêó íà ìíîæå-
ñòâå {±1}n ìåòðèêè Åâêëèäà è Õýììèíãà ýêâèâàëåíòíû.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïóíêòà îòìåòèì, ÷òî îïèñàíèå {0,±1}-ìàòðèö, êîòîðûå
îïðåäåëÿþò ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé. Â íà-
ñòîÿùèé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ ðåøåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íûõ êëàññîâ
{0,±1}-ìàòðèö, îïðåäåëÿþùèõ ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4�6]
ïðèâåäåíû ëèøü ÷àñòíûå ïðèìåðû ïñåâäîàäàìàðîâûõ ìàòðèö è êîíôåðåíö-ìàòðèö
ðàçìåðîâ 4 × 4, 6 × 6, 8 × 8 è 10 × 10, êîòîðûå çàäàþò ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè; ïðè
ýòîì îáîñíîâàíèå áèåêòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïîðîãîâûõ îòîáðàæåíèé òàêæå íî-
ñèò ÷àñòíûé õàðàêòåð è íå ïîçâîëÿåò äåëàòü êàêèõ-ëèáî âûâîäîâ î ñóùåñòâîâàíèè/ïî-
ñòðîåíèè ïñåâäîàäàìàðîâûõ ìàòðèö è êîíôåðåíö-ìàòðèö, îïðåäåëÿþùèõ ïîðîãîâûå
ïîäñòàíîâêè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

3. Ðåêóðñèâíîå ïîñòðîåíèå ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê

Ðåçóëüòàòû ï. 2 íîñÿò îòðèöàòåëüíûé õàðàêòåð â òîì ñìûñëå, ÷òî íå óäàëîñü îáíà-
ðóæèòü âîîáùå íèêàêèõ íîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, íå ãîâîðÿ óæå î êëàññàõ ïîðî-
ãîâûõ ïîäñòàíîâîê. Çäåñü â òåðìèíàõ îïðåäåëÿþùèõ ìàòðèö èññëåäóåì âîçìîæíîñòü
ðåêóðñèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê. Íà÷í¼ì ñ ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà ðå-
êóðñèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìàòðèö.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ìàòðèöà

B =

(
b11 ∗
0↓ An×n

)
(n+1)×(n+1)

çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Bx↓) íà ìíîæåñòâå {±1}n+1, òî äàííàÿ ïîðîãîâàÿ
ïîäñòàíîâêà òàêæå ìîæåò áûòü çàäàíà ìàòðèöåé(

b11 0 . . . 0
0↓ An×n

)
(n+1)×(n+1)

,

è ïðè ýòîì ìàòðèöà A íåîáõîäèìî çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå {±1}n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
b11x1 + b12x2 + . . .+ b1n+1xn+1 > 0,

a11x2 + . . .+ a1nxn+1 > 0,

. . .

an1x2 + . . .+ annxn+1 > 0

çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó, òî ïðè ëþáûõ ε2, . . . , εn+1 ∈ {±1} íåðàâåíñòâî

b11x1 + (b12ε2 + . . .+ b1n+1εn+1) > 0

íåîáõîäèìî çàäà¼ò ñáàëàíñèðîâàííóþ ïñåâäîáóëåâó ôóíêöèþ îò ïåðåìåííîé x1 è, êàê
íåòðóäíî âèäåòü, ìîæåò áûòü çàìåíåíî áîëåå ïðîñòûì íåðàâåíñòâîì b11x1 > 0 èëè
âîâñå òðèâèàëüíûì sgn(b11)x1 > 0. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà

a11x1 + . . .+ a1nxn > 0,

. . .

an1x1 + . . .+ annxn > 0

íåîáõîäèìî çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå {±1}n.

Èç óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïðîäîëæåíèÿ ñóùåñòâóþùåé ïî-
ðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà {±1}n äî ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà {±1}n+1

ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ åù¼ îäíîé ïîðîãîâîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè äîïóñêàåò ëèøü
òðèâèàëüíûå âàðèàíòû.

Ñëåäñòâèå 5. Íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ ¾òðåóãîëüíûõ¿ ïîðîãîâûõ ïîäñòà-
íîâîê, îòëè÷íûõ îò ïîäñòàíîâîê âèäà (x1, . . . , xn) 7→ (ε1x1, . . . , εnxn).

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê èçëîæåíèþ áîëåå ïðîäâèíóòîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ óòâåðæäå-
íèåì 3) ñïîñîáà ðåêóðñèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà {±1}n
äî ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà {±1}n+1. Â êîíå÷íîì èòîãå ýòîò ìåòîä ïîçâîëèò
ïîñòðîèòü öåëîå ñåìåéñòâî ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê. Äëÿ óäîáñòâà èç-
ëîæåíèÿ çäåñü è äàëåå íàáîðû a ∈ {±1}n áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå ñòîëáöîâ a↓, ïðè
ýòîì íàáîð −a↓ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç a↓.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà sgn(Ax↓) íà ìíîæåñòâå {±1}n ðå-
àëèçóåò ïîëíûé öèêë, òî óêàçàííûé öèêë èìååò âèä(

a↓
1, a

↓
2, . . . , a

↓
2n−1 , a

↓
1, a

↓
2, . . . , a

↓
2n−1

)
. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëíûé öèêë ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè sgn(Ax↓),
íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a↓

1:(
a↓
1, a

↓
2, . . .

)
.

Òàê êàê ïîäñòàíîâêà sgn(Ax↓) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöèêëîâîé, òî öèêë ñîäåðæèò íàáîð a↓
1:(

a↓
1, a

↓
2, . . . , a

↓
t , a

↓
1, . . .

)
,

à ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, òî å¼ ïîëíûé öèêë èìååò âèä(
a↓
1, a

↓
2, . . . , a

↓
t , a

↓
1, a

↓
2, . . . , a

↓
t , a

↓
1, . . .

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëíûé öèêë ïîäñòàíîâêè sgn(Ax↓) íà ñàìîì äåëå èìååò âèä (2).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ðàñêðûâàåò äåòàëè îäíîãî âîçìîæíîãî ðåêóðñèâíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ ïîëíîöèêëîâîé ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè.
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Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü ìàòðèöà An×n îïðåäåëÿåò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ
ïîäñòàíîâêó sgn(Ax↓) íà ìíîæåñòâå {±1}n:(

a↓
1, . . . , a

↓
2n−1 , a

↓
1, . . . , a

↓
2n−1

)
.

Òîãäà ìàòðèöà

B =


b b11 . . . b1n
b11
... An×n

bn1


(n+1)×(n+1)

ìîæåò ðåàëèçîâàòü ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Bx↓) âèäà((
∗
a↓
1

)
, . . . ,

(
∗

a↓
2n−1

)
,

(
∗
a↓
1

)
, . . . ,

(
∗

a↓
2n−1

)
,

(
∗
a↓
1

)
, . . . ,

(
∗

a↓
2n−1

)
,

(
∗
a↓
1

)
, . . . ,

(
∗

a↓
2n−1

))
òîëüêî îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ òèïîâ:

1)

((
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

))
;

2)

((
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))
;

3)

((
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))
;

4)

((
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 4, ïîëíûé öèêë ïîäñòàíîâêè sgn(Bx↓)
äîëæåí èìåòü âèä((

a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
b1
a↓
1

)
, . . . ,

(
b2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
b1
a↓
1

)
, . . . ,

(
b2n−1

a↓
2n−1

))
.

Ïîñêîëüêó âñå íàáîðû â ýòîì öèêëå äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû, òî íà ñàìîì äåëå a1 = b1,
. . . , a2n−1 = b2n−1 :((

a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

))
.

Îáîçíà÷èì b = (b11, . . . , b1n). Íàáëþäàÿ ïåðâóþ êîîðäèíàòó â íàáîðàõ, ñîñòàâëÿþùèõ
ïîëíûé öèêë ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè sgn(Bx↓), íåòðóäíî çàìåòèòü ðàâåíñòâà

sgn(bai + ba↓
i ) = ai+1 = sgn(bai − ba↓

i ), 1 ⩽ i < 2n−1.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ai+1 = sgn(bai) ïðè âñåõ 1 ⩽ i < 2n−1, è çíà÷èò, âîçìîæíû
äâà âàðèàíòà ïðè b > 0:
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1) a1 = a2 = . . . = a2n−1 = 1;
2) a1 = a2 = . . . = a2n−1 = −1,

à òàêæå äâà âàðèàíòà ïðè b < 0:

1) a1 = −a2 = a3 = . . . = −a2n−1 = 1;
2) a1 = −a2 = a3 = . . . = −a2n−1 = −1.
Óòâåðæäåíèå 5 äîêàçàíî.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîëíîöèêëîâîå ïîðîãîâîå ïðåîáðàçî-
âàíèå sgn(Ax↓) ìíîæåñòâà {±1}n âîçìîæíî ïîñòðîèòü ïðîäîëæåíèå sgn(Bx↓) êàæäîãî
èç ÷åòûð¼õ âîçìîæíûõ òèïîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â óòâåðæäåíèè 5.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì íàçûâàòü íàáîð c ∈ {±1}n òî÷êîé àáñîëþòíîãî ìèíèìó-
ìà äëÿ ïîðîãîâîãî îòîáðàæåíèÿ sgn(Ax↓), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀a ∈ {±1}n |Ac↓| ⩽ |Aa↓|,

ãäå çíàê ⩽ îçíà÷àåò ïîêîîðäèíàòíîå íåðàâåíñòâî; |x| =
(
|x1|, . . . , |xn|

)
�ïîêîîðäèíàò-

íîå âû÷èñëåíèå àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ {±1}n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

|Ac↓| = |Ac↓|.

Òàêèì îáðàçîì, c ∈ {±1}n ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà äëÿ ïîðîãîâîãî
îòîáðàæåíèÿ sgn(Ax↓) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà c ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àáñîëþò-
íîãî ìèíèìèìóìà äëÿ ïîðîãîâîãî îòîáðàæåíèÿ sgn(Ax↓).

Íàáîðû c, c ∈ {±1}n áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè ñòðîãîãî àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà

äëÿ ïîðîãîâîãî îòîáðàæåíèÿ sgn(Ax↓), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀a ∈ {±1}n \ {c, c} |Ac↓| < |Aa↓|,

ãäå çíàê < îçíà÷àåò ñòðîãîå íåðàâåíñòâî â êàæäîé êîîðäèíàòå ñðàâíèâàåìûõ íàáîðîâ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü An �öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Anx

↓) íà ìíîæåñòâå {±1}n(
a1, . . . , a2n−1 , a1, . . . , a2n−1

)
ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ a2n−1 è a2n−1 :

∀a /∈ {a2n−1 , a2n−1} |Ana
↓| > |Ana

↓
2n−1| = 1↓.

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ìàòðèöà An+1 =

(
2n− 1 2a2n−1

4a↓
1 3An

)
çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâ-

êó sgn(An+1x
↓)((

1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

))

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
1

a↓
2n−1

)
è

(
−1
a↓
2n−1

)
, ïðè

êîòîðûõ

∣∣∣∣An+1

(
1

a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣An+1

(
−1
a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = 1↓;
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2) ìàòðèöà An+1 =

(
2n− 1 2a2n−1

4a↓
1 3An

)
çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâ-

êó sgn(An+1x
↓)((

−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
−1
a↓
2n−1

)
è

(
1

a↓
2n−1

)
, ïðè

êîòîðûõ

∣∣∣∣An+1

(
−1
a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣An+1

(
1

a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = 1↓;

3) ìàòðèöà An+1 =

(
−2n+ 1 2a2n−1

4a↓
1 3An

)
çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòà-

íîâêó sgn(An+1x
↓)((

1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
−1
a↓
2n−1

)
è

(
1

a↓
2n−1

)
, ïðè

êîòîðûõ

∣∣∣∣An+1

(
−1
a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣An+1

(
1

a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = 1↓;

4) ìàòðèöà An+1 =

(
−2n+ 1 2a2n−1

4a↓
1 3An

)
çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòà-

íîâêó sgn(An+1x
↓)((

−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

))

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
1

a↓
2n−1

)
è

(
−1
a↓
2n−1

)
, ïðè

êîòîðûõ

∣∣∣∣An+1

(
1

a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣An+1

(
−1
a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = 1↓.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç öåëî÷èñëåííîñòè ìàòðèöû An è óñëîâèÿ

∀a /∈ {a2n−1 , a2n−1} |Ana
↓| > |Ana

↓
2n−1| = (1, . . . , 1)T

ñëåäóåò, ÷òî

∀a /∈ {a2n−1 , a2n−1} |Ana
↓| ⩾ (2, . . . , 2)T, Ana

↓
2n−1 = a↓

1.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî âñåõ ñâîéñòâ ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé:
1)

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(±(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
±1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,
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An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(±(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
±1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
4n− 1

7a↓
1

)
, An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
−4n+ 1

7a↓
1

)
,

An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
−1
a↓
1

)
, An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
1

a↓
1

)
.

2)

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(±(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
±1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(±(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
±1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
−4n+ 1

7a↓
1

)
, An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
4n− 1

7a↓
1

)
,

An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
1

a↓
1

)
, An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
−1
a↓
1

)
.

3)

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(∓(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
∓1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(∓(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
∓1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
4n− 1

7a↓
1

)
, An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
−4n+ 1

7a↓
1

)
,

An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
−1
a↓
1

)
, An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
1

a↓
1

)
.

4)

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(∓(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
∓1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,
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An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(∓(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
∓1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
−4n+ 1

7a↓
1

)
, An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
4n− 1

7a↓
1

)
,

An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
1

a↓
1

)
, An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
−1
a↓
1

)
.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Â óñëîâèè òåîðåìû 3 öåëî÷èñëåííîñòü ìàòðèöû An, à òàêæå íîð-
ìèðîâàííîå çíà÷åíèå àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà 1↓ = (1, . . . , 1)T èñïîëüçóþòñÿ èñêëþ÷è-
òåëüíî äëÿ ëàêîíè÷íîñòè ôîðìóëèðîâêè è ïðîñòîòû äîêàçàòåëüñòâà. Òàê, íàïðèìåð,
â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû An ðàçìåðà n× n, ÷òî îïðåäåëÿåò ïîëíî-
öèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Anx

↓) íà ìíîæåñòâå {±1}n(
a1, . . . , a2n−1 , a1, . . . , a2n−1

)
ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ a2n−1 è a2n−1 :

∃ε > 0 ∀a /∈ {a2n−1 , a2n−1} |Ana
↓| > (1 + ε)|Ana

↓
2n−1|,

ïðè ïîñòðîåíèè ïîëíîöèêëîâîãî ïðîäîëæåíèÿ sgn(An+1x
↓) ïåðâîãî òèïà ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ìàòðèöó

An+1 =

(
2n− 1 2a2n−1

−(1 + ε/2)Ana
↓
2n−1 An

)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ â òåîðåìå 3 êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíî-
öèêëîâîé ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè èç ïîëíîöèêëîâîé ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ìåíüøåé
ðàçìåðíîñòè â ëþáîì èç ÷åòûð¼õ ïåðå÷èñëåííûõ âàðèàíòîâ äîïóñêàåò ðåêóðñèâíîå
ïðèìåíåíèå.

Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ïîëíîöèêëîâàÿ ïîðîãîâàÿ
ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà {±1}n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà A1 = (−1)1×1 çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ
ïîäñòàíîâêó ñ äâóìÿ òî÷êàìè ñòðîãîãî àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà. Ïðèìåíÿÿ ê A1 ðåêóð-
ñèâíóþ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ â òåîðåìå 3, ìîæíî äëÿ ëþáîãî n ïîñòðîèòü ìàòðèöó An

ðàçìåðà n× n, êîòîðàÿ çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Anx
↓).

Íà ïðàêòèêå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê ÷àñòî òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû îáðàùåíèå äàííîé ïîäñòàíîâêè òàêæå äîïóñêàëî ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå. Îêà-
çûâàåòñÿ, äëÿ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå ïîñòðîåíû ðåêóðñèâíûì îáðàçîì â ñî-
îòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3, îáðàòíûå ïîäñòàíîâêè òîæå ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè è ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû ðåêóðñèâíûì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 7. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ïóñòü Ân �öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìå-
ðà n × n, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îáðàòíóþ ê sgn(Anx

↓) ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîä-
ñòàíîâêó (

a↓
2n−1 , . . . , a

↓
1, a

↓
2n−1 , . . . , a

↓
1

)
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ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ a1 è a1:

∀a /∈ {a1, a1} |Âna
↓| > |Âna

↓
1| = 1↓.

Òîãäà ïîäñòàíîâêà, îáðàòíàÿ ê ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêå sgn(An+1x
↓), òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïîðîãîâîé è â êàæäîì èç ÷åòûð¼õ ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå 3 ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü
çàäàíà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé Ân+1:

1) ìàòðèöà Ân+1=

(
2n− 1 2a1

4a↓
2n−1 3Ân

)
çàäà¼ò ïîäñòàíîâêó sgn(Ân+1x

↓)=
(
sgn(An+1x

↓)
)−1

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
1

a↓
1

)
è

(
−1
a↓
1

)
;

2) ìàòðèöà Ân+1=

(
2n− 1 2a1

4a↓
2n−1 3Ân

)
çàäà¼ò ïîäñòàíîâêó sgn(Ân+1x

↓)=
(
sgn(An+1x

↓)
)−1

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
−1
a↓
1

)
è

(
1

a↓
1

)
;

3) ìàòðèöà Ân+1=

(
−2n+ 1 2a1

4a↓
2n−1 3Ân

)
çàäà¼ò ïîäñòàíîâêó sgn(Ân+1x

↓)=
(
sgn(An+1x

↓)
)−1

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
1

a↓
1

)
è

(
−1
a↓
1

)
;

4) ìàòðèöà Ân+1=

(
−2n+ 1 2a1

4a↓
2n−1 3Ân

)
çàäà¼ò ïîäñòàíîâêó sgn(Ân+1x

↓)=
(
sgn(An+1x

↓)
)−1

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
−1
a↓
1

)
è

(
1

a↓
1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, ïðîäîëæåíèå ìàòðèöû Ân äî öåëî÷èñ-
ëåííîé ìàòðèöû Ân+1 ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ïîëíûé öèêë êàæäîãî èç ÷åòûð¼õ âîç-
ìîæíûõ òèïîâ ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïîëíîãî öèêëà sgn(An+1x
↓) òèïà 1 (2, 3 èëè 4) îáðàòíîé

áóäåò ïîäñòàíîâêà sgn(Ân+1x
↓), ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ òèïà 1 (2, 4 è 3

ñîîòâåòñòâåííî).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàòû òåîðåìû 3 è ñëåäñòâèé 6, 7 íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó ñ ìàòðèöåé A1 = (−1)1×1. Î÷å-
âèäíî, ïîäñòàíîâêà sgn(A1x

↓) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöèêëîâîé ñ äâóìÿ òî÷êàìè ñòðîãî àáñî-
ëþòíîãî ìèíèìóìà, à ìàòðèöà Â1 = (−1)1×1 çàäà¼ò îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó.

Äëÿ ìàòðèö A1 è Â1 âûïîëíèì ðåêóðñèâíîå ïðîäîëæåíèå òèïà 1:

A2 =

(
1 2
−4 −3

)
, Â2 =

(
1 −2
4 −3

)
.

Ïîëó÷åííûå ìàòðèöû ðåàëèçóþò ïîëíûå öèêëû:

A2 :

(
1

1

)
7→
(

1

−1

)
7→
(
−1
−1

)
7→
(
−1
1

)
,

Â2 :

(
−1
1

)
7→
(
−1
−1

)
7→
(

1

−1

)
7→
(
1

1

)
.

Òåïåðü äëÿ ìàòðèö A2 è Â2 âûïîëíèì ðåêóðñèâíîå ïðîäîëæåíèå òèïà 2:

A3 =

3 −2 2
4 3 6
4 −12 −9

 , Â3 =

 3 2 2
−4 3 −6
4 12 −9

 .
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Ïîñòðîåííûå ìàòðèöû ðåàëèçóþò ïîëíûå öèêëû:

A3 :

−11
1

 7→
−11
−1

 7→
−1−1
−1

 7→
−1−1

1

 7→
 1
−1
−1

 7→
 1
−1
1

 7→
1
1
1

 7→
 1

1
−1

 ,

Â3 :

 1
1
−1

 7→
1
1
1

 7→
 1
−1
1

 7→
 1
−1
−1

 7→
−1−1

1

 7→
−1−1
−1

 7→
−11
−1

 7→
−11

1

 .

Äëÿ ìàòðèö A3 è Â3 âûïîëíèì ðåêóðñèâíîå ïðîäîëæåíèå òèïà 3:

A4 =


−5 −2 −2 2
−4 9 −6 6
4 12 9 18
4 12 −36 −27

 , Â4 =


−5 −2 2 2
−4 9 6 6
−4 −12 9 −18
4 12 36 −27

 .

È òàê äàëåå.

4. Ïðèìåíåíèå ïîñòðîåííûõ ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê

Èññëåäóåì ñòðîåíèå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé âñåõ âîçìîæíûõ ïîëíîöèêëîâûõ ïîðî-
ãîâûõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ïîñðåäñòâîì
ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé â òåîðåìå 3, ñ òðèâèàëüíûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì, à òàêæå ñäåëàåì âûâîä î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ
ïîäñòàíîâîê íà ïðàêòèêå. Îïèñàíèå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïðîâåä¼ì â õîðîøî ðàçâè-
òîé òåðìèíîëîãèè ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ïîëåì (ïîäðîáíî
îçíàêîìèòüñÿ ñ ýòèì ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè ìîæíî â ìîíîãðàôèè [14], ñòàâøåé ìèðî-
âûì ñòàíäàðòîì â äàííîé îáëàñòè, à òàêæå â [15]).

Íàïîìíèì, ÷òî íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî çíàêàìè

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

,

(
k

k

)
α0,

(
k + 1

k

)
α1,

(
k + 2

k

)
α2, . . .

íàçûâàþò áèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîðÿäêà k ñ êîðíåì α è îáîçíà÷àþò
÷åðåç α[k]. Äëÿ çíàêîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α[k] óäîáíî èñïîëüçîâàòü óíèâåðñàëüíóþ

ôîðìóëó α[k](i) =

(
i

k

)
αi−k, i ∈ N0, ïîëàãàÿ α[k](i) = 0 ïðè i < k. Áèíîìèàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α[k] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòîé ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì
(x− α)k+1.

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîè÷íûõ íàáîðîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè:

v1 :
v2 :
...

vn−1 :
vn :


0
0
...
0
0

 ,


0
0
...
0
1

 ,


0
0
...
1
0

 ,


0
0
...
1
1

 , . . .


0
1
...
1
1

 ,


1
0
...
0
0

 ,


1
0
...
0
1

 ,


1
0
...
1
0

 , . . .


1
1
...
1
1

 , (3)

êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè îòðåçêàìè áèíîìèàëüíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ïîëåì F2:

v1 = 1[2
n−1](0, 2n − 1), v2 = 1[2

n−2](0, 2n − 1), . . . , vn−1 = 1[2
1](0, 2n − 1), vn = 1[2

0](0, 2n − 1).
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Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå îòðåçêè ÿâíûì îáðàçîì ñîäåðæàò âñþ èíôîðìàöèþ î ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿõ 1[2

0], 1[2
1], . . . , 1[2

n−2], 1[2
n−1] (2n � îáùèé ïåðèîä äëÿ äàííûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé), è ïîòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü äëÿ îòðåçêîâ

1[2
0](0, 2n − 1), 1[2

1](0, 2n − 1), . . . , 1[2
n−2](0, 2n − 1), 1[2

n−1](0, 2n − 1)

ëàêîíè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ 1[2
0], 1[2

1], . . . , 1[2
n−2], 1[2

n−1] � ýòî íå ïðèâåä¼ò ê ïóòàíèöå, ïî-
ñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé èññëåäóåìûõ ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãî-
âûõ ïîäñòàíîâîê â âèäå ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåîáõîäèìî ïå-
ðåéòè ê ñòàíäàðòíîìó áóëåâó ïðåäñòàâëåíèþ� äëÿ ýòîãî (−1) çàìåíèì íà 0, à 1 îñòà-
âèì áåç èçìåíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûå â òåîðåìå 3 âàðèàíòû ðåêóðñèâíîãî
ïðîäîëæåíèÿ ïîëíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê â áóëåâîì ïðåäñòàâëåíèè áóäóò èìåòü âèä

1)

((
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

))
;

2)

((
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))
;

3)

((
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))
;

4)

((
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

))
(÷åðòà ñâåðõó â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå îòðèöàíèå â áóëåâîé ëîãèêå).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü u1, . . . , un �êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïîëíîöèêëîâîé ïîäñòàíîâêè sgn(Anx

↓), ïîñòðîåííîé ðåêóðñèâíûì îáðàçîì
ïîñðåäñòâîì (n − 1)-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèé, ïðåäëîæåííûõ â òåîðåìå 3.
Òîãäà íàä ïîëåì F2 ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ

u1 = 1[2
n−1] + + a11

[20] + b11
[0],

u2 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + + a21
[20] + b21

[0],
. . .

un−2 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + an−21

[20] + bn−21
[0],

un−1 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + 1[2

1] + bn−11
[0],

un = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + 1[2

1] + 1[2
0] + bn1

[0],

â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû a1, . . . , an−2, b1, . . . , bn ∈ F2 çàâèñÿò îò âûáîðà òèïà ðåêóð-
ñèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåì øàãå ïîñòðîåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî n.
Á à ç à ïðè n = 1 î÷åâèäíà: ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîäñòàíîâêà

íà ìíîæåñòâå {0, 1} è å¼ öèêë ìîæåò áûòü çàïèñàí äâóìÿ ñïîñîáàìè: (0, 1) è (1, 0)�
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ðàçëîæåíèÿìè 1[2

0] è 1[2
0] + 1[0] ñîîòâåòñòâåííî.

Ø à ã è í ä ó ê ö è è ïðè n ⩾ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîðîãî-
âàÿ ïîäñòàíîâêà

(
a↓
1, . . . , a

↓
2n−2 , a

↓
1, . . . , a

↓
2n−2

)
â áóëåâîì ïðåäñòàâëåíèè ñ êîîðäèíàòíûìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè u′2, . . . , u
′
n. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ê äàííîé ïîäñòà-

íîâêå êàêîãî-ëèáî èç âàðèàíòîâ ðåêóðñèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ, ïðåäëîæåííûõ â òåîðå-
ìå 3, ïðèâåä¼ò ê ïîëíîöèêëîâîé ïîäñòàíîâêå ñ êîîðäèíàòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

u1 = 1[2
n−1] + a 1[2

0] + b 1[0], u2 = 1[2
n−1] + u′2, . . . , un = 1[2

n−1] + u′n,
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ãäå êîýôôèöèåíòû a, b ∈ F2 çàâèñÿò îò âûáðàííîãî ñïîñîáà ðåêóðñèâíîãî ïðîäîëæå-
íèÿ. Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè n = 2 ñîâïàäàþò ðåêóðñèâíûå ñïîñîáû ïðîäîëæå-
íèÿ 1 è 3 (à òàêæå 2 è 4), ïîýòîìó êîýôôèöèåíò a îáÿçàòåëüíî ðàâåí 0. Äëÿ çàâåðøåíèÿ
øàãà èíäóêöèè îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè î ñòðîåíèè êîîð-
äèíàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé u′2, . . . , u

′
n.

Ñëåäñòâèå 8. Ðåêóðñèâíîå (n−1)-êðàòíîå ïðèìåíåíèå êîíñòðóêöèé, ïðåäëîæåí-
íûõ â òåîðåìå 3, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü 22n−3 ðàçëè÷íûõ ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîä-
ñòàíîâîê ìíîæåñòâà {0, 1}n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîðîãîâàÿ ïîäñòà-
íîâêà íà ìíîæåñòâå {0, 1}. Ïðèìåíèì ê íåé âñå âîçìîæíûå (n − 1)-êðàòíûå êîìáè-
íàöèè ðåêóðñèâíûõ ïðîäîëæåíèé, ðàññìîòðåííûõ â òåîðåìå 3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ïîëíîöèêëîâûå ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå {0, 1}n, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè
êîòîðûõ îáëàäàþò âñåìè âîçìîæíûìè áèíîìèàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè, óêàçàííûìè
â óñëîâèè òåîðåìû 4� âñåãî 22n−2 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ. Îäíàêî íåîáõîäèìî îòìåòèòü,
÷òî êàæäàÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà, ïîñòðîåííàÿ â ðåçóëüòàòå ðåêóð-
ñèâíûõ ïðîäîëæåíèé èç òåîðåìû 3, îáëàäàåò äâóìÿ òî÷êàìè ñòðîãîãî àáñîëþòíîãî
ìèíèìóìà è ïîòîìó äîïóñêàåò äâà ñïîñîáà çàïèñè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì
èç óñëîâèÿ òåîðåìû 3:

(
a↓
1, . . . , a

↓
2n−1 , a

↓
1, . . . , a

↓
2n−1

)
è
(
a↓
1, . . . , a

↓
2n−1 , a

↓
1, . . . , a

↓
2n−1

)
. Çíà-

÷èò, êàæäàÿ òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ äâóõ
(n − 1)-êðàòíûõ êîìáèíàöèé ðåêóðñèâíûõ ïðîäîëæåíèé, ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî
ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå âîçìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïðèìåíåíèåì
ðåçóëüòàòà òåîðåìû 3, ðàâíî 22n−3.

Â äîïîëíåíèå ê ðåçóëüòàòó ñëåäñòâèÿ 8 çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì òåîðåìû 3 ïîëíîöèêëîâûå ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè ìîæíî ñîïðÿãàòü ïîäñòàíîâêàìè
èç ãðóïïû Äæåâîíñà � ðåçóëüòàòîì òàêîãî äåéñòâèÿ áóäóò ïîëíîöèêëîâûå ïîðîãîâûå
ïîäñòàíîâêè. Ïðè ýòîì èç îïèñàíèÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííîãî â òåîðåìå 4,
ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò îáëàäàåò òî÷íûì äåéñòâèåì, â òî âðåìÿ êàê
èíâåðñèè íå äîáàâëÿþò íè îäíîãî íîâîãî âàðèàíòà (èíâåðñèÿ i-é êîîðäèíàòû ïðèâî-
äèò ê çàìåíå ñëàãàåìîãî bi1

[0] â ðàçëîæåíèè i-é êîîðäèíàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà
ñëàãàåìîå bi1

[0]). Çíà÷èò, n!22n−3 � îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîëíîöèêëîâûõ ïî-
ðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ñîïðÿæåíèé ýëåìåíòàìè
ãðóïïû Äæåâîíñà ìíîæåñòâà âñåõ ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, ïîñòðîåí-
íûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, âñÿ
ýòà ¾àðèôìåòèêà¿ íå èìååò íèêàêîãî ñìûñëà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíå-
íèÿ ïîñòðîåííûõ ïîäñòàíîâîê.

Ñëåäñòâèå 9. Ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà, ïîñòðîåí-
íàÿ ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ïîñðåäñòâîì (n − 1)-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèé,
ïðåäëîæåííûõ â òåîðåìå 3, â áóëåâîì ïðåäñòàâëåíèè àôèííî ýêâèâàëåíòíà ïîëíîöèê-
ëîâîé ïîäñòàíîâêå, îïðåäåëÿåìîé ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì óïîðÿäî÷åíèåì âåêòîðîâ (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, . . . , un �êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîöèêëîâîé ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè, ïîñòðîåííîé ðåêóðñèâíûì
îáðàçîì ïîñðåäñòâîì (n− 1)-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèé, ïðåäëîæåííûõ â òåî-
ðåìå 3. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà ðàâåíñòâ
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u1 = 1[2
n−1] + + a11

[20] + b11
[0],

u2 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + + a21
[20] + b21

[0],
. . .

un−2 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + an−21

[20] + bn−21
[0],

un−1 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + 1[2

1] + bn−11
[0],

un = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + 1[2

1] + 1[2
0] + bn1

[0]

ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà íàä ïîëåì F2 ñèñòåìå

u′1 = 1[2
n−1] + a11

[20] + b11
[0],

u′2 = 1[2
n−2] + (a1 + a2)1

[20] + (b1 + b2)1
[0],

. . .

u′n−2 = 1[2
2] + (an−3 + an−2)1

[20] + (bn−3 + bn−2)1
[0],

u′n−1 = 1[2
1] + an−21

[20] + (bn−2 + bn−1)1
[0],

u′n = 1[2
0] + (bn−1 + bn)1

[0],

êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé

u′′1 = 1[2
n−1] + (b1 + a1(bn−1 + bn))1

[0],

u′′2 = 1[2
n−2] + (b1 + b2 + (a1 + a2)(bn−1 + bn))1

[0],
. . .

u′′n−2 = 1[2
2] + (bn−3 + bn−2 + (an−3 + bn−2)(bn−1 + bn))1

[0],

u′′n−1 = 1[2
1] + (bn−2 + bn−1 + an−2(bn−1 + bn))1

[0],

u′′n = 1[2
0] + (bn−1 + bn)1

[0].

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî áèíîìèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 1[0] ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé 1.

Èòàê, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 9, âñå ïîëíîöèêëîâûå ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå
ìîæíî ïîëó÷èòü ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ïîñðåäñòâîì (n−1)-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîí-
ñòðóêöèé, ïðåäëîæåííûõ â òåîðåìå 3, àôôèííî ýêâèâàëåíòíû ñ÷¼ò÷èêîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (3) è ñîîòâåòñòâåííî òàêæå ¾ïðîâàëüíû¿ ïî ðÿäó âàæíûõ êðèïòîãðàôè÷å-
ñêèõ õàðàêòåðèñòèê (àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü, íåëèíåéíîñòü è äð.) [11]. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ óêàçàííûå ïîëíîöèêëîâûå ïîäñòàíîâêè èìååò
ñìûñë èñïîëüçîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ãåíåðàöèè ïåðâè÷íûõ èëè óïðàâëÿþùèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé, ê êîòîðûì îáÿçàòåëüíî áóäåò ïðèìåíåíî óñëîæíåíèå.
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Èçó÷àåòñÿ òàêîé ïàðàìåòð áóëåâûõ ôóíêöèé, êàê óðîâåíü ñèëüíîé àôôèííîñòè,
ðàâíûé ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ïåðåìåííûõ, ôèêñàöèÿ êîòîðûõ ëþáûìè çíà÷åíèÿ-
ìè äà¼ò àôôèííóþ ôóíêöèþ. Èññëåäîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà óðîâíÿ ñèëüíîé
àôôèííîñòè è åãî ñâÿçü ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè áóëåâûõ ôóíêöèé. Äîêàçàíà
àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìàêñèìàëüíîñòü óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áóëåâà ôóíêöèÿ, óðîâåíü ñèëüíîé àôôèííîñòè, ñïåêòðàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü, âåñ, àëãåáðàè÷åñêàÿ èììóííîñòü.

ON THE STRONG AFFINITY LEVEL OF BOOLEAN FUNCTIONS

A.V. Kulagin∗, A.V. Tarasov∗∗
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∗∗JSC �IPMCE�, Moscow, Russia

The paper is devoted to the study of such a parameter of a Boolean function as
the strong affinity level las(f), which is equal to the minimum number of variables
whose fixation by any values gives an affine function. A criterion for finding the
exact value of a strong affinity level has been obtained by searching for the emptiest
subgraph in the graph of a Boolean function. A correlation has been found between
the level of strong affinity and other parameters of Boolean functions, such as alge-
braic degree deg(f), weight ||f ||, and algebraic immunity Al(f), which are as follows:
las(f) ⩾ Al(f) if the function f is not balanced or does not contain first-degree mono-
mials; las(f) ⩾ deg(f)− 1; 2n−las(f)−1 ⩽ ||f || ⩽ 2n − 2n−las(f)−1. It has been proven
that symmetric Boolean functions and monotonic Boolean functions that significantly
depend on all their variables have the highest possible strong affinity level. Asymp-
totic maximality of the strong affinity level of Boolean functions has been proven too.

Keywords: Boolean function, strong affinity level, spectral characteristics, algebraic
degree, weight, algebraic immunity.

Ââåäåíèå

Ñðåäè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì áóëåâûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ, â òîì ÷èñëå,
â çàäà÷àõ êðèïòîãðàôèè, âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò ìåòîäû, îñóùåñòâëÿþùèå ñâåäåíèå
èñõîäíîé ñèñòåìû ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ áóëåâûõ óðàâíåíèé. Ê íèì ìîæíî îòíåñòè êàê
ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå îïåðàöèè â ïîëèíîìèàëüíûõ èäåàëàõ [1], òàê è ìåòîäû, îñó-
ùåñòâëÿþùèå îïðîáîâàíèå çíà÷åíèé ÷àñòè ïåðåìåííûõ: ìåòîä Æó�Âèòñå [2], ìåòîä
ëîêàëüíûõ àôôèííîñòåé [3] è ò. ä.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ çàâèñèò îò ñâîéñòâ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, âñòðåòèâøèõñÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î
ñâîéñòâàõ ôóíêöèé, ïðåîáðàçóåìûõ â àôôèííûå ïóò¼ì ïðîèçâîëüíîé ôèêñàöèè çíà-
÷åíèé íåêîòîðîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ. Ââîäèìîå ïîíÿòèå óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííî-
ñòè ñèëüíåå, ÷åì èçâåñòíîå ïîíÿòèå óðîâíÿ àôôèííîñòè, ðàíåå èçó÷àâøååñÿ â ðàáîòàõ
Â. Ã. Ðÿáîâà, Î.À. Ëîãà÷¼âà, Ì.Ë. Áóðÿêîâà è äð. [4�7].

Ââåä¼ì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ:

� F2 �ïîëå èç äâóõ ýëåìåíòîâ;
� Vn � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F2;
� Fn �êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ;
� ||x||� âåñ Õýììèíãà äâîè÷íîãî âåêòîðà x ∈ Vn;
� ||f ||� âåñ ôóíêöèè f . Áóëåâà ôóíêöèÿ f ∈ Fn íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé, åñëè
||f || = 2n−1;

� deg(f)� àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü áóëåâîé ôóíêöèèè f . Áóëåâó ôóíêöèþ f áóäåì
íàçûâàòü êâàäðàòè÷íîé, åñëè deg(f) ⩽ 2, è àôôèííîé, åñëè deg(f) ⩽ 1;

� ⟨u, x⟩� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ èç Vn;
� ev(f)�÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f ;
� Al(f)�ïîðÿäîê àëãåáðàè÷åñêîé èììóííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè f ;
� An �êëàññ àôôèííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ;
� Sn �êëàññ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ;
� Mn �êëàññ ìîíîòîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ;
� Bn �êëàññ áåíò-ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ;
� M2k �êëàññ ôóíêöèé Åëèñååâà �Ìàéîðàíà �Ìàêôàðëàíäà îò 2k ïåðåìåííûõ, òî

åñòü ôóíêöèé âèäà f(x, y) = ⟨x, s(y)⟩ ⊕ h(y), ãäå s�ïîäñòàíîâêà íà Vk; h(y)�
ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Vk. Èçâåñòíî, ÷òî M2k ⊂ B2k.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ Fn è ïðîèçâîëüíîãî u ∈ Vn ïðåîáðàçîâàíèå Óîë-
øà�Àäàìàðà ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Wf (u) =
∑
x∈Vn

(−1)f(x)⊕⟨u,x⟩.

Íàáîð öåëûõ ÷èñåë {Wf (u) : u ∈ Vn} íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ôóíêöèè f , à êàæäîå ÷èñëî
Wf (u)� ñïåêòðàëüíûì êîýôôèöèåíòîì Óîëøà�Àäàìàðà ôóíêöèè f .

Äëÿ íàáîðîâ 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < ik ⩽ n, b = (b1, . . . , bk) ∈ Vk ïðè k ⩽ n îáîçíà-
÷èì ÷åðåç f b1,...,bk

i1,...,ik
áóëåâó ôóíêöèþ èç Fn−k, ïîëó÷àåìóþ èç f ôèêñàöèåé ïåðåìåííûõ

xi1 = b1, . . . , xik = bk è íàçûâàåìóþ ïîäôóíêöèåé ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 1. Áóëåâà ôóíêöèÿ f ∈ Fn íàçûâàåòñÿ k-àôôèííîé, 1 ⩽ k ⩽ n− 1,
åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå íàáîðû 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < ik ⩽ n, b = (b1, . . . , bk) ∈ Vk, ÷òî
f b1,...,bk
i1,...,ik

ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé, òî åñòü deg(f b1,...,bk
i1,...,ik

) ⩽ 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Óðîâíåì àôôèííîñòè la(f) áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn íàçûâà-
åòñÿ ìèíèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
k-àôôèííîé.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóëåâà ôóíêöèÿ f ∈ Fn íàçûâàåòñÿ ñèëüíî k-àôôèííîé,
1 ⩽ k ⩽ n− 1, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < ik ⩽ n, ÷òî ïîäôóíêöèÿ
f b1,...,bk
i1,...,ik

ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé äëÿ ëþáîãî b = (b1, . . . , bk) ∈ Vk, òî åñòü deg(f b1,...,bk
i1,...,ik

) ⩽ 1.

Îïðåäåëåíèå 4. Óðîâíåì ñèëüíîé àôôèííîñòè las(f) áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn

áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ f
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî k-àôôèííîé.
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Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn ñïðàâåäëèâî

la(f) ⩽ las(f) ⩽ ev(f)− 1 ⩽ n− 1

è äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè f ∈ Fn

la(f) = las(f).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç SAk
n êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ñ óðîâíåì ñèëüíîé

àôôèííîñòè, ðàâíûì k, à ÷åðåç SA⩽k
n �êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ñ

óðîâíåì ñèëüíîé àôôèííîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùèì k, ãäå k ∈ {0, . . . , n− 1}.
Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ëþáîé àôôèííîé ôóíêöèè êàê óðîâåíü àôôèííîñòè, òàê è

óðîâåíü ñèëüíîé àôôèííîñòè ðàâíû íóëþ.

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïðèãîäÿòñÿ â äàëü-
íåéøåì.

Óòâåðæäåíèå 1 [5]. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

la(f) ⩾ Al(f)− 1.

Óòâåðæäåíèå 2 [5]. Äëÿ f ∈ B2k ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå la(f) ⩾ k.

Äëÿ f ∈ Fn ñïðàâåäëèâî, ÷òî

||f || − íå÷¼òåí⇔ deg(f) = n. (1)

Äëÿ f ∈ B2k, ãäå k ⩾ 2, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

deg(f) ⩽ k. (2)

Ïðè deg(f) ⩾ 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

2n−deg(f) ⩽ ||f || ⩽ 2n − 2n−deg(f). (3)

Îïðåäåëåíèå 5. Îáûêíîâåííûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà îáúåê-
òîâ G = (V,E), ãäå V �ìíîæåñòâî âåðøèí; E ⊆ V [2] �ìíîæåñòâî ð¼áåð. Ïîä V [2]

ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç V.
Åñëè |V | = n è E = ∅, òî òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïóñòûì è îáîçíà÷àåòñÿ On.
Åñëè |V | = n è E = V [2], òî òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ïîëíûì è îáîçíà÷àåòñÿ Kn.

1. Îáùèå ñâîéñòâà óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè

Ïðèâåä¼ì êðèòåðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî ìîíîìîâ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïðè å¼ ïðåä-

ñòàâëåíèè ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ñîîòíîøåíèå las(f) = n− 1 âû-
ïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ i, j, 1 ⩽ i < j ⩽ n, ñóùåñòâóåò òàêîé
ìîíîì xt1 . . . xtsi,j ∈ T , si,j ∈ {2, . . . , n}, ÷òî {i, j} ⊆ {t1, . . . , tsi,j}.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Òàê êàê las(f) = n−1, òî las(f) > n−2. Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ 1 ⩽ i1 <

< . . . < in−2 ⩽ n ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð (b1, . . . , bn−2) ∈ Vn−2, ÷òî deg(f
b1,...,bn−2

i1,...,in−2
) > 1.

Òàê êàê ýòî ôóíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, îíà êâàäðàòè÷íà è ñîäåðæèò ìîíîì xin−1xin .
Ýòî çíà÷èò, ÷òî èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ f ñîäåðæèò íåêîòîðûé ìîíîì xt1 . . . xtsi,j ∈ T , òàêîé,
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÷òî {in−1, in} ⊆ {t1, . . . , tsi,j}. Äàííûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî íàáîðà
1 ⩽ i1 < . . . < in−2 ⩽ n, ïîýòîìó ëþáîå ïðîèçâåäåíèå xixj, 1 ⩽ i < j ⩽ n, ñîäåðæèòñÿ
â íåêîòîðîì ìîíîìå ôóíêöèè f .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü las(f) ⩽ n − 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 <
. . . < im ⩽ n, ãäå m ⩽ n − 2, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (b1, . . . , bm) ∈ Vm ôóíêöèÿ
f b1,...,bm
i1,...,im

àôôèííà. Âîçüì¼ì i, j ∈ {1, . . . , n} \ {i1, . . . , im}. Òàê êàê íè îäíà èç ôóíêöèé
f b1,...,bm
i1,...,im

íå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ xixj, òî ôóíêöèÿ f íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ìîíîìà,
ñîäåðæàùåãî ïðîèçâåäåíèå xixj, � ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìó 1 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ äëÿ áîëåå óäîáíîãî
å¼ ïîíèìàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå.

Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïîñòðîèì ãðàô Gf = (V,E), ãäå V = {1, . . . , n},
à ìíîæåñòâî ð¼áåð çàäàåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

{i, j} ∈ E ⇔ cóùåñòâóåò òàêîé ìîíîì xi1 . . . xis ∈ T, ÷òî {i, j} ⊆ {i1, . . . , is}.

Òàêîå ñîïîñòàâëåíèå ãðàôà ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, íî íå áèåêòèâíûì, íà-
ïðèìåð, ôóíêöèÿì g1(x1, x2, x3) = x1x2x3 è g2(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ñîïîñòàâ-
ëÿåòñÿ îäèí è òîò æå ïîëíûé ãðàô K3.

Òîãäà â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ òåîðåìà 1 èìååò ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîð-
ìóëèðîâêó:

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ñîîòíîøåíèå las(f) = n− 1 âû-
ïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Gf ïîëíûé.

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäíó ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 1.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ñîîòíîøåíèå las(f) = n− 1 âû-
ïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ 1 ⩽ i < j ⩽ n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f 1,1
i,j ⊕ f

1,0
i,j ⊕ f

0,1
i,j ⊕ f

0,0
i,j ̸≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f ïî ïåðåìåííûì xi, xj è ïðåîáðàçóåì
äàííîå ïðåäñòàâëåíèå:

f = xixjf
1,1
i,j ⊕ (xi ⊕ 1)xjf

0,1
i,j ⊕ xi(xj ⊕ 1)f 1,0

i,j ⊕ (xi ⊕ 1)(xj ⊕ 1)f 0,0
i,j =

= xixj(f
1,1
i,j ⊕ f

0,1
i,j ⊕ f

1,0
i,j ⊕ f

0,0
i,j )⊕ xi(f

1,0
i,j ⊕ f

0,0
i,j )⊕ xj(f

0,1
i,j ⊕ f

0,0
i,j )⊕ f

0,0
i,j .

Ïî òåîðåìå 1 ëþáîå ïðîèçâåäåíèå xixj, 1 ⩽ i < j ⩽ n, âñòðå÷àåòñÿ â íåêîòîðîì ìî-
íîìå ôóíêöèè f ïðè å¼ ïðåäñòàâëåíèè ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ
f 1,1
i,j ⊕ f

0,1
i,j ⊕ f

1,0
i,j ⊕ f

0,0
i,j íèêîãäà íå ðàâíà òîæäåñòâåííîìó íóëþ.

Ïðèìåð 1. Ôóíêöèÿ f1(x1, x2, x3, x4, x5) = x1x2x3⊕x1x3x4⊕x1x3x5⊕x2x4x5 èìååò
ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ñèëüíîé àôôèííîñòè, ðàâíûé 4, òàê êàê ëþáîå èç 10 ïðîèç-
âåäåíèé âèäà xixj, 1 ⩽ i < j ⩽ 5, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íåêîòîðîãî ìîíîìà ìíîãî÷ëåíà
Æåãàëêèíà ôóíêöèè f1(x1, . . . , x5) è ãðàô ôóíêöèè Gf1 ïîëíûé.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn ñïðàâåäëèâî, ÷òî deg(f) = n,
òî las(f) = n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ñòåïåíè n ñîäåðæèò ìîíîì x1 . . . xn â å¼ çàïèñè
â âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà; ëþáîå ïðîèçâåäåíèå xixj, 1 ⩽ i < j ⩽ n, ñîäåðæèòñÿ
â ýòîì ìîíîìå, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 1 óðîâåíü ñèëüíîé àôôèííîñòè äàííîé ôóíêöèè
ìàêñèìàëåí.
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Ëåììà 1. Åñëè äëÿ ôóíêöèè f ∈ Fn âåðíî, ÷òî f b1,...,bk
i1,...,ik

= c(b1, . . . , bk) äëÿ ëþ-
áîãî (b1, . . . , bk) ∈ Vk, ãäå c(b1, . . . , bk) ∈ F2, òî ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ èç ìíîæåñòâà
{x1, . . . , xn} \ {xi1 , . . . , xik} ôèêòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i1 = 1,
. . . , ik = k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ {k + 1, . . . , n} ïåðåìåí-
íàÿ xt ñóùåñòâåííà. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîé íàáîð (a1, . . . , at−1, at+1, . . . , an), ÷òî
f(a1, . . . , at−1, 0, at+1, . . . , an) ̸= f(a1, . . . , at−1, 1, at+1, . . . , an). Íî ïî óñëîâèþ fa1,...,ak

i1,...,ik
≡

≡ const, à çíà÷èò, f(a1, . . . , at−1, 0, at+1, . . . , an) = f(a1, . . . , at−1, 1, at+1, . . . , an)�ïðîòè-
âîðå÷èå.

Äîêàæåì îñíîâíîé êðèòåðèé òî÷íîãî çíà÷åíèÿ óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ñîîòíîøåíèå las(f) = k, ãäå
k ⩽ n− 2, âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå ñâîéñòâà:

1) äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < in−k ⩽ n âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå: íè îäèí ìîíîì ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà ôóíêöèè f íå ñîäåðæèò ïðîèç-
âåäåíèå âèäà xijxil , 1 ⩽ j < l ⩽ n− k;

2) íàáîðà 1 ⩽ i1 < . . . < it ⩽ n äëèíû t > n−k ñ òàêèì æå ñâîéñòâîì íå ñóùåñòâóåò.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîñòàòî÷íîñòü äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ïàðàìåòðó k.
Á à ç à: k = 0. Òîãäà ôóíêöèÿ f àôôèííà è las(f) = 0, òàê êàê äëÿ ëþáûõ

1 ⩽ i < j ⩽ n ìîíîì xixj íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì ìîíîìå ôóíêöèè f .
Ïóñòü k = 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < in−1 ⩽ n, ÷òî íèêàêîå

ïðîèçâåäåíèå xixj, {i, j} ⊆ {i1, . . . , in−1}, íå âõîäèò â ìîíîìû ôóíêöèè f . Áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì i1 = 1, . . . , in−1 = n − 1. Ôóíêöèÿ f â ýòîì ñëó÷àå, êðîìå
ñâîåé àôôèííîé ÷àñòè, ìîæåò ñîäåðæàòü ìîíîìû x1xn, x2xn, . . . , xn−1xn. Î÷åâèäíî,
÷òî ïðè ôèêñàöèè ïåðåìåííîé xn ëþáûì çíà÷åíèåì b ∈ F2 ïîëó÷èì àôôèííóþ ïîä-
ôóíêöèþ, ïîýòîìó las(f) ⩽ 1. Ñëó÷àé las(f) = 0 íåâîçìîæåí ââèäó óñëîâèÿ 2, ïîýòîìó
las(f) = 1.

Ø à ã: èç ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ ïðè k = d− 1 ⩾ 1 äîêàæåì åãî ñïðàâåäëè-
âîñòü ïðè k = d.

Èìååì òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < in−d ⩽ n, ÷òî íè îäèí ìîíîì ìíîãî÷ëåíà
Æåãàëêèíà ôóíêöèè f íå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ âèäà xijxil , 1 ⩽ j < l ⩽ n − d.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì i1 = 1, . . . , in−d = n− d. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f
â âèäå

f(x1, . . . , xn) = x1x2g0(x3, . . . , xn)⊕ x1g1(x3, . . . , xn)⊕ x2g2(x3, . . . , xn)⊕ g3(x3, . . . , xn).
Òàê êàê ôóíêöèÿ f íå ñîäåðæèò ìîíîìîâ, âêëþ÷àþùèõ ïðîèçâåäåíèå x1x2 (â ñèëó
òîãî, ÷òî n − d ⩾ 2), òî g0 ≡ 0. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ôóíêöèè g1 è g2 íå ñîäåðæàò
ïåðåìåííûõ x3, . . . , xn−d â ìíîãî÷ëåíå Æåãàëêèíà è ôóíêöèÿ g3(x3, . . . , xn) ñîäåðæèò
ïåðåìåííûå x3, . . . , xn−d òîëüêî â ñâîåé àôôèííîé ÷àñòè, òî åñòü

g1(x3, . . . , xn) ≡ h1(xn−d+1, . . . , xn),

g2(x3, . . . , xn) ≡ h2(xn−d+1, . . . , xn),

g3(x3, . . . , xn) = h3(xn−d+1, . . . , xn)⊕ a3x3 ⊕ . . .⊕ an−dxn−d,

ãäå a3, . . . , an−d ∈ F2. Òàêèì îáðàçîì,

f(x1, . . . , xn) ≡ x1h1(xn−d+1, . . . , xn)⊕ x2h2(xn−d+1, . . . , xn)⊕
⊕h3(xn−d+1, . . . , xn)⊕ a3x3 ⊕ . . .⊕ an−dxn−d.

(4)
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Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî, çàôèêñèðîâàâ ïåðåìåííûå xn−d+1, . . . , xn ëþáûìè çíà÷åíèÿìè,
ïîëó÷èì àôôèííóþ ôóíêöèþ, òî åñòü las(f) ⩽ d.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî las(f) = p < d. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïåðåìåííûõ

{y1, . . . , yp} ⊊ {xn−d+1, . . . , xn}, ÷òî f b1,...,bp
y1,...,yp àôôèííà ïðè ëþáûõ b1, . . . , bp ∈ F2. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî h
b1,...,bp

1 y1,...,yp
è h

b1,...,bp
2 y1,...,yp

�êîíñòàíòû ïðè ëþáûõ b1, . . . , bp ∈ F2.
Òîãäà ïî ëåììå 1 âñå ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà {xn−d+1, . . . , xn} \ {y1, . . . , yp}

ÿâëÿþòñÿ ôèêòèâíûìè äëÿ ôóíêöèé h1 è h2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé xl ∈
∈ {xn−d+1, . . . , xn} \ {y1, . . . , yp} ̸= ∅ è íàáîð èíäåêñîâ 1 < 2 < . . . < n − d < l äëèíû
n − d + 1. Ó ôóíêöèè f â ìíîãî÷ëåíå Æåãàëêèíà íåò ìîíîìîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèç-
âåäåíèÿ x1xl, x2xl, . . . , xn−dxl, à çíà÷èò, äëÿ íàáîðà 1 < 2 < . . . < n − d < l äëèíû
n− d + 1 âåðíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ {i, j} ⊆ {1, . . . , n− d, l} íå cóùåñòâóåò ìîíîìà ìíîãî-
÷ëåíà Æåãàëêèíà ôóíêöèè f , ñîäåðæàùåãî ïðîèçâåäåíèå âèäà xixj. Òàêèì îáðàçîì,
las(f) = d.

Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàæåì ïåðâîå ñâîéñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íå ñóùåñòâóåò òà-
êîãî íàáîðà äëèíû n − k, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j èç ýòîãî íàáîðà íå ñóùåñòâóåò ìîíîìà
ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà ôóíêöèè f , ñîäåðæàùåãî ïðîèçâåäåíèå âèäà xixj, òî åñòü äàí-
íîå ñâîéñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü äëÿ êàêîãî-òî íàáîðà ìåíüøåé äëèíû. Òîãäà ïî
äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî las(f) < k, � ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàæåì âòîðîå ñâîéñòâî òàêæå îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íàáîð äëèíû
t > n− k, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ âûøåóêàçàííûå ñâîéñòâà. Òîãäà ïî äîêàçàòåëü-
ñòâó äîñòàòî÷íîñòè ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî las(f) > k, � ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, îáà ñâîéñòâà âåðíû.

Òåîðåìó 2 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ñîîòíîøåíèå las(f) = k, ãäå
k ⩽ n− 2, âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô Gf ñîäåðæèò ïîäãðàô On−k è
íå ñîäåðæèò ïîäãðàôà Ot, ãäå t > n− k.

Çàìå÷àíèå 3. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà ìàêñèìàëüíî ïóñòîãî ïîäãðàôà, êîòîðàÿ áîëåå èçâåñòíà êàê
çàäà÷à ïîèñêà ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà. Â îáùåì ñëó÷àå äàííàÿ çàäà÷à
îòíîñèòñÿ ê êëàññó òðóäíîðåøàåìûõ, âìåñòå ñ òåì ñóùåñòâóþò ïðèáëèæ¼ííûå àëãî-
ðèòìû å¼ ðåøåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn ñîîòíîøåíèå las(f) = k, ãäå
k ⩽ n− 2, âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäó-
þùèå ñâîéñòâà:

1) ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < in−k ⩽ n, ÷òî äëÿ ëþáûõ
{i, j} ⊆ {i1, . . . , in−k} âûïîëíÿåòñÿ

f 1,1
i,j ⊕ f

1,0
i,j ⊕ f

0,1
i,j ⊕ f

0,0
i,j ≡ 0;

2) íàáîðà 1 ⩽ i1 < . . . < it ⩽ n äëèíû t > n−k ñ òàêèì æå ñâîéñòâîì íå ñóùåñòâóåò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè f èç äî-

êàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 2 è çàìåòèòü åãî ñâÿçü ñ ðàçëîæåíèåì (4).

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ñëåäñòâèÿ 2 è 5 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òåîðå-
ìû 7 èç ðàáîòû [8].

Ïðèìåð 2. Ôóíêöèÿ f2(x1, . . . , x8) = x2x3x4x7x8 ⊕ x2x5x6x7x8 ⊕ x3x4x5x7x8 ⊕
⊕x1x2x7x8⊕x1x3x4⊕x2x6x7⊕x4x5x7⊕x1x7⊕x2x6⊕x5x8⊕x6x7 èìååò óðîâåíü ñèëüíîé
àôôèííîñòè las(f2) = 5, òàê êàê ãðàô Gf2 ñîäåðæèò ïîäãðàô O3.
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Çàìå÷àíèå 4. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå 1 èç å¼ ôîðìó-
ëèðîâêè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè ñâåðõó, à óñëîâèå 2 �
äëÿ åãî îöåíêè ñíèçó, è ïåðåñå÷åíèå ýòèõ óñëîâèé äà¼ò òî÷íîå çíà÷åíèå óðîâíÿ àô-
ôèííîñòè. Ïîýòîìó óêàæåì âàæíîå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 6.

1) Åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è ôèêñèðîâàííîãî k, k ⩽ n − 2, ñóùåñòâóåò
òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < in−k ⩽ n, ÷òî íè îäèí ìîíîì ìíîãî÷ëåíà
Æåãàëêèíà ôóíêöèè f íå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ âèäà xijxil , 1 ⩽ j < l ⩽ n−k,
òî las(f) ⩽ k.

2) Åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è ôèêñèðîâàííîãî k, k ⩽ n − 2, íå ñóùåñòâóåò
òàêîãî íàáîðà 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < in−k ⩽ n, ÷òî íè îäèí ìîíîì ìíîãî÷ëåíà
Æåãàëêèíà ôóíêöèè f íå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ âèäà xijxil , 1 ⩽ j < l ⩽ n−k,
òî las(f) > k.

Äàííîå ñëåäñòâèå òàêæå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ:

Ñëåäñòâèå 7.

1) Åñëè ãðàô Gf ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ñîäåðæèò ïîäãðàô On−k, ãäå k ⩽ n− 2, òî
las(f) ⩽ k.

2) Åñëè ãðàô Gf ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íå ñîäåðæèò ïîäãðàôà On−k, ãäå k ⩽ n−2,
òî las(f) > k.

2. Ñâÿçü óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè ñ äðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè
áóëåâûõ ôóíêöèé

Â ðàáîòå [5] èññëåäîâàíà ñâÿçü óðîâíÿ àôôèííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè ñ ðÿäîì å¼
êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåìà 3 [5]. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Óîëøà�Àäàìàðà ôóíêöèè f ∈ Fn âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

max
u∈Vn

∣∣Wf (u)
∣∣ ⩾ 2n−la(f).

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó óðîâíåì ñèëüíîé àôôèííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè è å¼ ñïåê-
òðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ïóñòü äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî las(f) = k è äëÿ
íàáîðà 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < ik ⩽ n ïîäôóíêöèÿ f b1,...,bk

i1,...,ik
àôôèííà äëÿ ëþáîãî

b = (b1, . . . , bk) ∈ Vk. Ïîëîæèì

R =
∣∣{v ∈ Vn−k : f

b1,...,bk
i1,...,ik

= ⟨v, x⟩ ⊕ w, (b1, . . . , bk) ∈ Vk
}∣∣,

ãäå w ∈ F2. Î÷åâèäíî, ÷òî 1 ⩽ R ⩽ min{2k, 2n−k} ⩽ 2n/2. Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ôàêò:

Ëåììà 2 [9]. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈Fn, ïðîèçâîëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L⊆Vn
è ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ a, c ∈ Vn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

2dimL−n(−1)⟨a,c⟩
∑

x∈L⊥⊕c

Wf (x)(−1)⟨a,x⟩ =
∑

x∈L⊕a

(−1)f(x)⊕⟨c,x⟩. (5)

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå R ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ u ∈ Vn, äëÿ
êàæäîãî èç êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣Wf (u)

∣∣ ⩾ 2n−las(f).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü las(f) = k. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 < i2 <
< . . . < ik ⩽ n, ÷òî f b1,...,bk

i1,...,ik
(x) = ⟨v, x⟩ ⊕ w äëÿ ëþáîãî (b1, . . . , bk) ∈ Vk, ïðè÷¼ì v =

= v(b1, . . . , bk) ∈ Vn−k, w = w(b1, . . . , bk) ∈ F2.
Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî (b1, . . . , bk) ∈ Vk ïîëî-

æèì:

� L = {u ∈ Vn : ui1 = . . . = uik = 0}�ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè dimL = n − k
ïðîñòðàíñòâà Vn;

� âåêòîð a, òàêîé, ÷òî aij = bj äëÿ j ∈ {1, . . . , k} è aij = 0 äëÿ j ̸∈ {1, . . . , k};
� âåêòîð c, òàêîé, ÷òî cij = vij äëÿ j ̸∈ {1, . . . , k} è cij = 0 äëÿ j ∈ {1, . . . , k}.
Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5) â ýòîì ñëó÷àå åñòü∑

x∈L⊕a

(−1)f(x)⊕⟨c,x⟩ =
∑

x∈Vn−k

(−1)f
b1,...,bk
i1,...,ik

(x)⊕⟨v,x⟩
=

=
∑

x∈Vn−k

(−1)⟨v,x⟩⊕w⊕⟨v,x⟩ =
∑

x∈Vn−k

(−1)w = 2n−k(−1)w.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì (−1)⟨a,c⟩
∑

x∈L⊥⊕c

Wf (x)(−1)⟨a,x⟩ = 2n(−1)w.

Ïåðåõîäÿ ê àáñîëþòíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì∣∣∣ ∑
x∈L⊥⊕c

Wf (x)(−1)⟨a,x⟩
∣∣∣ = 2n.

Òàê êàê ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåé ñóììå ðàâíî 2k, â ïëîñêîñòè L⊥ ⊕ c åñòü òàêîé
âåêòîð u ∈ Vn, äëÿ êîòîðîãî |Wf (u)| ⩾ 2n−k. Òàê êàê ïîäïðîñòðàíñòâî L⊥ ôèêñèðîâà-
íî, à âåêòîð c ∈ Vn ïðîáåãàåò ðàçëè÷íûå R çíà÷åíèé, ìíîæåñòâî {L⊥ ⊕ c} ïðîáåãàåò
R ðàçëè÷íûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé è â êàæäîé èç íèõ íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð
u ∈ Vn, ÷òî

∣∣Wf (u)
∣∣ ⩾ 2n−k.

Óòâåðæäåíèå 3 [5]. Äëÿ ëþáûõ n ⩾ 3, 2 ⩽ d ⩽ n, 1 ⩽ k ⩽ n − 2 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Fn, ÷òî deg(f) = d, la(f) = k.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó óðîâíåì ñèëüíîé àôôèííîñòè
áóëåâîé ôóíêöèè è å¼ àëãåáðàè÷åñêîé ñòåïåíüþ, ÷òî îòëè÷àåò èññëåäóåìóþ õàðàêòå-
ðèñòèêó îò óðîâíÿ àôôèííîñòè (ñì. óòâåðæäåíèå 3).

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

las(f) ⩾ deg(f)− 1.

Åñëè f ∈ Bn è n ⩾ 4, òî
las(f) > deg(f)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü deg(f) = t. Òîãäà ôóíêöèÿ f ñîäåðæèò ìîíîì xs1 . . . xst ,
ãäå 1 ⩽ s1 < . . . < st ⩽ n, â å¼ ïðåäñòàâëåíèè â âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà. Ïî òåî-
ðåìå 2 íè îäíà èç ïàð ýòèõ èíäåêñîâ íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â íàáîðå 1 ⩽ i1 < i2 < . . . <
< in−las(f) ⩽ n, ïîýòîìó ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ýòîãî íàáîðà íå ïðåâûøàåò n − t + 1.
Òàêèì îáðàçîì, n− las(f) ⩽ n− t+ 1, îòêóäà las(f) ⩾ t− 1 = deg(f)− 1.

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç (2), óòâåðæäåíèÿ 2 è çàìå÷àíèÿ 1.

Ñëåäñòâèå 8. Åñëè âåñ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn íå÷¼òåí, òî las(f) = n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç (1) è óòâåðæäåíèÿ 4.

Îòñþäà, ââèäó óòâåðæäåíèÿ 3, ìîæíî âûâåñòè ñâÿçü ìåæäó óðîâíåì ñèëüíîé àô-
ôèííîñòè è âåñîì áóëåâîé ôóíêöèè.
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Óòâåðæäåíèå 5. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn, deg(f) ⩾ 1, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

2n−las(f)−1 ⩽ ||f || ⩽ 2n − 2n−las(f)−1, (6)

ïðè ýòîì:
1) íèæíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ f âèäà

f(x) = (xi1 ⊕ c1)(xi2 ⊕ c2) . . . (xik ⊕ ck)l(xik+1
, xik+2

, . . . , xin);

2) âåðõíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ f âèäà

f(x) = (xi1 ⊕ c1)(xi2 ⊕ c2) . . . (xik ⊕ ck)l(xik+1
, xik+2

, . . . , xin)⊕ 1,

ãäå k = las(f), c1, . . . , ck ∈ F2, deg(l) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè ñëåäóåò èç (3) è Óòâåðæäåíèÿ 4.
Äîêàæåì êðèòåðèé äîñòèæèìîñòè íèæíåé îöåíêè â (6).
Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ ôóíêöèé òàêîãî âèäà ñïðàâåäëèâî

||f || = ||xik+1
⊕ xik+2

⊕ . . .⊕ xin|| = 2n−k−1 = 2n−las(f)−1.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïî óñëîâèþ las(f) = k, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 <
< . . . < ik ⩽ n, ÷òî f b1,...,bk

i1,...,ik
∈ An äëÿ âñåõ (b1, . . . , bk) ∈ Vk. Îòñþäà

||f b1,...,bk
i1,...,ik

|| ∈ {0, 2n−k−1, 2n−k}

äëÿ âñåõ (b1, . . . , bk) ∈ Vk. Î÷åâèäíî, ÷òî

||f || =
∑

(b1,...,bk)∈Vk

||f b1,...,bk
i1,...,ik

|| = 2n−k−1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð (a1, . . . , ak) ∈ Vk, òàêîé, ÷òî
||fa1,...,ak

i1,...,ik
|| = 2n−k−1, è ||f b1,...,bk

i1,...,ik
|| = 0 äëÿ âñåõ (b1, . . . , bk) ∈ Vk \ {(a1, . . . , ak)}, òî åñòü

f b1,...,bk
i1,...,ik

≡ 0 äëÿ âñåõ (b1, . . . , bk) ∈ Vk \ {(a1, . . . , ak)} è deg(fa1,...,ak
i1,...,ik

) = 1.
Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ f ïî ïåðåìåííûì xi1 , . . . , xik , ïîëó÷àåì

f(x1, . . . , xn) =
⊕

(b1,...,bk)∈Vk

(xi1 ⊕ b1 ⊕ 1) . . . (xik ⊕ bk ⊕ 1)f b1,...,bk
i1,...,ik

(xik+1
, xik+2

, . . . , xin) =

= (xi1 ⊕ a1 ⊕ 1) . . . (xik ⊕ ak ⊕ 1)fa1,...,ak
i1,...,ik

(xik+1
, xik+2

, . . . , xin).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè îñòà¼òñÿ ïîëîæèòü c1 = a1 ⊕ 1, . . . , ck = ak ⊕ 1 è
l(xik+1

, xik+2
, . . . , xin) = fa1,...,ak

i1,...,ik
(xik+1

, xik+2
, . . . , xin).

Äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè àíàëîãè÷íî; â ýòîì ñëó÷àå f b1,...,bk
i1,...,ik

≡ 1 äëÿ âñåõ
(b1, . . . , bk) ∈ Vk \ {(a1, . . . , ak)} è deg(fa1,...,ak

i1,...,ik
) = 1.

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 è çàìå÷àíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

las(f) ⩾ Al(f)− 1.

Äàííóþ îöåíêó ìîæíî óñèëèòü äëÿ îïðåäåë¼ííûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå 6 [5]. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn ñïðàâåäëèâî

Al(f) ⩽ min
0⩽s⩽⌈n/2⌉

1⩽i1<i2<...<is⩽n
(b1,...,bs)∈Vs

{
deg

(
f b1,...,bs
i1,...,is

)
+ s
}
.
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Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ f ∈ Fn íå ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé,
òî

las(f) ⩾ Al(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü las(f) = k. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 < . . . <
< ik ⩽ n, ÷òî f b1,...,bk

i1,...,ik
∈ An äëÿ âñåõ (b1, . . . , bk) ∈ Vk. Îòñþäà

||f b1,...,bk
i1,...,ik

|| ∈ {0, 2n−k−1, 2n−k}

äëÿ âñåõ (b1, . . . , bk) ∈ Vk. Åñëè ||f b1,...,bk
i1,...,ik

|| = 2n−k−1 äëÿ âñåõ (b1, . . . , bk) ∈ Vk, òî

||f || =
∑

(b1,...,bk)∈Vk

||f b1,...,bk
i1,...,ik

|| = 2k · 2n−k−1 = 2n−1

� ïðîòèâîðå÷èå ñ íåñáàëàíñèðîâàííîñòüþ ôóíêöèè f . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé íà-
áîð (a1, . . . , ak) ∈ Vk, ÷òî ||fa1,...,ak

i1,...,ik
|| ∈ {0, 2n−k}, òî åñòü fa1,...,ak

i1,...,ik
≡ const, à çíà÷èò, ââèäó

óòâåðæäåíèÿ 6, ïîëó÷àåì

Al(f) ⩽ deg
(
fa1,...,ak
i1,...,ik

)
+ k = k.

Óòâåðæäåíèå 7 äîêàçàíî.

Ïðåäñòàâèì áóëåâó ôóíêöèþ f ∈ Fn â âèäå

f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn)⊕ l(x1, . . . , xn)⊕ a0,

ãäå a0 = f(0, . . . , 0), ôóíêöèÿ g ñîäåðæèò òîëüêî ìîíîìû ñòåïåíè 2 è âûøå, à ôóíê-
öèÿ l� òîëüêî ìîíîìû ñòåïåíè 1.

Óòâåðæäåíèå 8. Åñëè äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ Fn ñïðàâåäëèâî, ÷òî l ≡ 0, òî

las(f) ⩾ Al(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü las(f) = k. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 <
< . . . < ik ⩽ n, ÷òî f b1,...,bk

i1,...,ik
∈ An äëÿ âñåõ (b1, . . . , bk) ∈ Vk. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî

â ëþáîì ìîíîìå ôóíêöèè f íàéä¼òñÿ ïåðåìåííàÿ èç ìíîæåñòâà {xi1 , . . . , xik}. Òîãäà,
çàôèêñèðîâàâ êàæäóþ ïåðåìåííóþ èç ýòîãî ìíîæåñòâà íóë¼ì, ïîëó÷èì f 0,...,0

i1,...,ik
= a0, à

çíà÷èò, ââèäó óòâåðæäåíèÿ 6, Al(f) ⩽ deg
(
f 0,...,0
i1,...,ik

)
+ k = k.

3. Óðîâåíü ñèëüíîé àôôèííîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé èç íåêîòîðûõ êëàññîâ

Îáñóäèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ
ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì êëàññ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Â ðàáîòå [10] ïîëó÷åíà
îöåíêà óðîâíÿ àôôèííîñòè äëÿ ôóíêöèé èç ýòîãî êëàññà:

Óòâåðæäåíèå 9 [10]. Äëÿ ôóíêöèè f ∈ Sn, òàêîé, ÷òî deg(f) > 1, ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

la(f) > n− deg(f).

Íàéä¼ì çíà÷åíèå óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè äëÿ ôóíêöèé ýòîãî êëàññà.

Óòâåðæäåíèå 10. Äëÿ ôóíêöèè f ∈ Sn, òàêîé, ÷òî deg(f) > 1, ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

las(f) = n− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê deg(f) > 1, òî ôóíêöèÿ f ñîäåðæèò ìîíîì ñòåïåíè
âûøå 1, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå xjxk, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íåêîòîðîãî
ìîíîìà ôóíêöèè f ïðè å¼ ïðåäñòàâëåíèè ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà. Òàê êàê ïî îïðå-
äåëåíèþ ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

f(x1, . . . , xj, . . . , xk, . . . , xn) = f(xi1 , . . . , xij , . . . , xik , . . . , xin)

äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè (i1, . . . , in) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, òî ïðîèçâåäå-
íèå xijxik òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íåêîòîðîãî ìîíîìà ôóíêöèè f . Äàííûå ðàññóæ-
äåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, çíà÷èò,
äëÿ ëþáûõ 1 ⩽ i < j ⩽ n ñóùåñòâóþò òàêèå si,j ∈ {2, . . . , n} è ìîíîì xt1 . . . xtsi,j ∈ T ,
÷òî {i, j} ⊆ {t1, . . . , tsi,j}. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåð-
æäåíèÿ 10.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2 è çàìå÷àíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈ B2k ñïðà-
âåäëèâî ñîîòíîøåíèå

las(f) ⩾ k. (7)

Ñëåäñòâèå 9. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f ∈M2k ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî las(f) = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ôèêñàöèè âñåõ ïåðåìåííûõ y ëþáûìè çíà÷åíèÿìè ôóíê-
öèÿ f ñòàíîâèòñÿ àôôèííîé, ò. å. las(f) ⩽ k. Ââèäó (7) ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì êëàññ ìîíîòîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèéMn.

Óòâåðæäåíèå 11. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ Mn ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ñâîèõ
ïåðåìåííûõ, òî

las(f) = n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: las(f) = k ⩽ n−2. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 < . . . < ik ⩽ n, ÷òî f b1,...,bk

i1,...,ik
∈ An−k. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëî-

æèì i1 = 1, . . . , ik = k. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà (b1, . . . , bk) ∈ Vk
èìååì

f b1,...,bk
1,...,k (xk+1, . . . , xn) = ⟨v, x⟩ ⊕ w = vk+1xk+1 ⊕ . . .⊕ vnxn ⊕ w,

ãäå vk+1, . . . , vn, w ∈ F2. Ââèäó ëåììû 1 v ̸= 0, èíà÷å ó ôóíêöèè f áûëè áû ôèêòèâíûå
ïåðåìåííûå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì vk+1 ̸= 0. Òîãäà ââèäó ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî

vk+2ck+2 ⊕ . . .⊕ vncn ⊕ w = f(b1, . . . , bk, 0, ck+2, . . . , cn) ⩽

⩽ f(b1, . . . , bk, 1, ck+2, . . . , cn) = 1⊕ vk+2ck+2 ⊕ . . .⊕ vncn ⊕ w
(8)

äëÿ ëþáûõ ck+2, . . . , cn ∈ F2. Äàííîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ëèøü â ñëó÷àå, êî-
ãäà vk+2 = . . . = vn = w = 0. Çíà÷èò, f b1,...,bk

1,...,k (xk+1, . . . , xn) = vk+1xk+1, è òîãäà

f
b1,...,bk,bk+1

1,...,k,k+1 = const äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà (b1, . . . , bk, bk+1) ∈ Vk+1. Ïî ëåì-
ìå 1 ïåðåìåííûå xk+2, . . . , xn ôèêòèâíû� ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì.

Ñëåäñòâèå 10. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ Fn àíòèìîíîòîííà è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, òî

las(f) = n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 11, çà èñêëþ÷åíèåì
òîãî, ÷òî âìåñòî (8) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

vk+2ck+2 ⊕ . . .⊕ vncn ⊕ w = f(b1, . . . , bk, 0, ck+2, . . . , cn) ⩾

⩾ f(b1, . . . , bk, 1, ck+2, . . . , cn) = 1⊕ vk+2ck+2 ⊕ . . .⊕ vncn ⊕ w



40 À.Â. Êóëàãèí, À. Â. Òàðàñîâ

äëÿ âñåõ ck+2, . . . , cn ∈ F2; îíî ñïðàâåäëèâî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà w = 1, vk+2 = . . . =
= vn = 0. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Îáîáùåíèåì óòâåðæäåíèÿ 11 ÿâëÿåòñÿ

Ñëåäñòâèå 11. Äëÿ ôóíêöèè f ∈Mn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

las(f) = ev(f)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé ev(f) = n äîêàçàí â óòâåðæäåíèè 11.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f ñîäåðæèò d < n ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ñ÷èòàåì ïåðåìåííûå xd+1, . . . , xn ôèêòèâíûìè, ò. å. â ìíîãî÷ëåíå Æåãàë-
êèíà ôóíêöèè f ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ìîíîìû, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííûå x1, . . . , xd.
Òîãäà las(f) ⩽ d − 1. Åñëè las(f) < d − 1, òî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäå-
íèÿ 11 ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ f ñîäåðæèò áîëåå ÷åì n − d ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ,
ò. å. ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ìåíüøå ÷åì d, � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, las(f) = d−1.

Äëÿ àíòèìîíîòîííûõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, äîêàçàòåëü-
ñòâî êîòîðîãî àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 12. Äëÿ àíòèìîíîòîííîé ôóíêöèè f ∈ Fn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

las(f) = ev(f)− 1.

4. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè
âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, åñëè äîëÿ ôóíêöèé â Fn, äëÿ êîòîðûõ ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿ-
åòñÿ, ïðè n→∞, ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óðîâíÿ àôôèííîñòè îïèñàíî Â. Ã. Ðÿáîâûì â íà÷àëå
1980-õ è â áîëåå îáùåì âèäå îïóáëèêîâàíî â [11]. Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå óðîâíÿ àôôèííîñòè èçó÷åíî â [12].

Â ðàáîòàõ [6, 7, 13] òàêæå èññëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óðîâíÿ àôôèí-
íîñòè, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5 [13]. Àñèìïòîòè÷åñêè ïðè n → ∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé
f ∈ Fn ñïðàâåäëèâî

n− ⌊log2 n⌋ ⩽ la(f) ⩽ n− ⌈log2 n⌉+ 1.

Èçó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óðîâíÿ ñèëüíîé àôôèííîñòè. Äëÿ ýòîãî ñíà-
÷àëà îöåíèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà SA⩽k

n äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ {0, . . . , n− 2}.
Óòâåðæäåíèå 12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ∈ {0, . . . , n−2} ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

íåðàâåíñòâî:

2(n−k+1)2k ⩽ |SA⩽k
n | ⩽

(
n

k

)
2(n−k+1)2k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ f ∈ SA⩽k
n âûïîëíåíî las(f) ⩽ k. Òîãäà,

âîñïîëüçîâàâøèñü ëîãè÷åñêèì îòðèöàíèåì ï. 2 ñëåäñòâèÿ 6, ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîé íàáîð 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < in−k ⩽ n, ÷òî íè îäèí ìîíîì ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà
ôóíêöèè f íå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ âèäà xijxil , 1 ⩽ j < l ⩽ n− k.

Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 4, deg(f) ⩽ k+1. ßñíî, ÷òî íèêàêîé ìîíîì, ñîäåðæàùèé äâå è
áîëåå ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà {xi1 , . . . , xin−k

}, íå ñîäåðæèòñÿ â ìíîãî÷ëåíå Æåãàë-

êèíà ôóíêöèè f ∈ SA⩽k
n , ò. å. ñðåäè ìîíîìîâ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ìîãóò áûòü ìîíîìû, ñî-

äåðæàùèå ïåðåìåííûå òîëüêî èç ìíîæåñòâà {x1, . . . , xn}\{xi1 , . . . , xin−k
} = {y1, . . . , yk}



Îá óðîâíå ñèëüíîé àôôèííîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé 41

ëèáî îäíó ïåðåìåííóþ èç {xi1 , . . . , xin−k
}, à îñòàëüíûå èç {y1, . . . , yk}. Òàêèå ìîíîìû

íàçîâ¼ì äîïóñòèìûìè. Ïîñ÷èòàâ êîëè÷åñòâî äîïóñòèìûõ ìîíîìîâ è âîçâåäÿ äâîéêó
â ñòåïåíü ýòîãî ÷èñëà, ïîëó÷èì êîëè÷åñòâî ôóíêöèé èç êëàññà SA⩽k

n c ôèêñèðîâàííûì
íàáîðîì 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < in−k ⩽ n, ýòî è áóäåò èñêîìîé îöåíêîé ñíèçó:

� ÷èñëî äîïóñòèìûõ ìîíîìîâ ñòåïåíè 0: 1;
� ÷èñëî äîïóñòèìûõ ìîíîìîâ ñòåïåíè 1: n;

� ÷èñëî äîïóñòèìûõ ìîíîìîâ ñòåïåíè 2:

(
k

2

)
+ (n− k)

(
k

1

)
;

� ÷èñëî äîïóñòèìûõ ìîíîìîâ ñòåïåíè 3:

(
k

3

)
+ (n− k)

(
k

2

)
;

. . .

� ÷èñëî äîïóñòèìûõ ìîíîìîâ ñòåïåíè k − 1:

(
k

k − 1

)
+ (n− k)

(
k

k − 2

)
;

� ÷èñëî äîïóñòèìûõ ìîíîìîâ ñòåïåíè k:

(
k

k

)
+ (n− k)

(
k

k − 1

)
;

� ÷èñëî äîïóñòèìûõ ìîíîìîâ ñòåïåíè k + 1: (n− k)
(
k

k

)
.

Âñåãî äîïóñòèìûõ ìîíîìîâ:

1 + n+

(
k

2

)
+ (n− k)

(
k

1

)
+

(
k

3

)
+ (n− k)

(
k

2

)
+ . . .+

(
k

k − 1

)
+ (n− k)

(
k

k − 2

)
+

+

(
k

k

)
+ (n− k)

(
k

k − 1

)
+ (n− k)

(
k

k

)
= 1 + n+

k∑
i=2

(
k

i

)
+ (n− k)

k∑
i=1

(
k

i

)
=

= 1 + n+ (2k − 1− k) + (n− k)(2k − 1) = (n− k + 1)2k.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà îöåíêà ñíèçó. Íàáîð äëèíû n− k ìîæåì âûáðàòü

(
n

k

)
ñïî-

ñîáàìè, îòêóäà ñëåäóåò èñêîìàÿ îöåíêà ñâåðõó.

Çàìå÷àíèå 5. Äàííàÿ îöåíêà ñâåðõó íå ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé, òàê êàê ðàçëè÷-
íûì íàáîðàì äëèíû n − k ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíà è òà æå ôóíêöèÿ. Íàïðèìåð,
äëÿ ôóíêöèè g(x1, . . . , x6) = x1x2x5x6⊕x1x2x3⊕x1x2x4⊕x1x5x6 ñïðàâåäëèâî las(g) = 3
è åé ñîîòâåòñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ íàáîðà äëèíû 3: 1 < 2 < 5 è 1 < 2 < 6.

Òåîðåìà 6. Àñèìïòîòè÷åñêè ïðè n→∞ äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé f ∈ Fn

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
las(f) = n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ÷èñëî ôóíêöèé ñ óðîâíåì ñèëüíîé àôôèííîñòè, ðàâ-
íûì n− 1.

Òàê êàê |SA⩽n−1
n | = 22

n
è ïî óòâåðæäåíèþ 12 |SA⩽n−2

n | ⩽
(
n

2

)
23·2

n−2
, òî

|SAn−1
n | = |SA⩽n−1

n | − |SA⩽n−2
n | ⩾ 22

n −
(
n

2

)
23·2

n−2

.

Îöåíèì äîëþ òàêèõ ôóíêöèé ïðè n→∞:

|SAn−1
n |

22n
⩾ 1−

(
n

2

)
23·2

n−2/
22

n

= 1−
(
n

2

)
23·2

n−2−2n = 1− n(n− 1)

22n−2+1
→ 1.

Îòñþäà ñëåäóåò èñêîìîå óòâåðæäåíèå.
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Âèçàíòèéñêîå ñîãëàøåíèå è øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûìè ïðîòîêîëàìè è âàæíåéøèìè ñòðîèòåëüíûìè áëîêàìè â áåçîïàñ-
íûõ ìíîãîñòîðîííèõ âû÷èñëåíèÿõ, ïîýòîìó ïîâûøåíèå èõ ýôôåêòèâíîñòè ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê äëÿ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è äëÿ ïðàêòè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè.
Â äàííîé îáçîðíîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ïðîòîêîëû âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ, ïðî-
òîêîëû øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è, à òàêæå ïðîòîêîëû ðàñøèðåíèÿ äëÿ ïðî-
òîêîëîâ âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ è øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèçàíòèéñêîå ñîãëàøåíèå, øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à,

êðèïòîãðàôè÷åñêèé ïðîòîêîë.

BYZANTINE AGREEMENT AND BYZANTINE BROADCAST

S.M. Ratseev

Ulyanovsk State University, Ulyanovsk, Russia

Byzantine agreement and byzantine broadcast are the two most fundamental problems
and essential building blocks in secure multiparty computations, and improving their
efficiency is of interest to both theorists and practitioners. In this survey, we describe
the most important constructions of Byzantine agreement and Byzantine broadcast,
as well as their extension protocols.

Keywords: Byzantine agreement, Byzantine broadcast, cryptographic protocol.

Ââåäåíèå

Çàäà÷à (âèçàíòèéñêîé) øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåêî-
òîðûé íàçíà÷åííûé ó÷àñòíèê (îòïðàâèòåëü) îòïðàâëÿåò ñîîáùåíèå âñåì ó÷àñòíèêàì,
ïðè÷¼ì âñå (÷åñòíûå) ïîëó÷àòåëè äîëæíû ïîëó÷èòü îäèíàêîâîå ñîîáùåíèå, íåñìîò-
ðÿ íà òî, ÷òî íåêîòîðûå íå÷åñòíûå ó÷àñòíèêè ìîãóò âåñòè ñåáÿ ïðîèçâîëüíûì îá-
ðàçîì. Àíàëîãè÷íî, âèçàíòèéñêîå ñîãëàøåíèå (Byzantine agreement) ïîçâîëÿåò âñåì
(÷åñòíûì) ó÷àñòíèêàì, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ èìååòñÿ âõîäíîå ñîîáùåíèå, îïðåäåëèòü
îäíî è òî æå âûõîäíîå ñîîáùåíèå.

Íàèáîëåå âàæíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïðîòîêîëîâ âèçàíòèéñêîãî ñî-
ãëàøåíèÿ è øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è äëÿ âõîäíûõ ñîîáùåíèé áîëüøîé äëèíû,
ïîñêîëüêó òàêèå ïðîòîêîëû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ñòðîèòåëüíûõ áëîêîâ
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áåçîïàñíûõ ìíîãîñòîðîííèõ âû÷èñëåíèé [1]. Ïðîñòûì ðåøåíèåì äëÿ ñîîáùåíèÿ äëè-
íû l ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå l ïðîòîêîëîâ òðàíñëÿöèè (âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ) äëÿ
êàæäîãî áèòà ýòîãî ñîîáùåíèÿ â îòäåëüíîñòè. Òàêîé ïîäõîä èìååò êîììóíèêàöèîí-
íóþ ñëîæíîñòü Ω(ln2) áèò, ãäå n�÷èñëî ó÷àñòíèêîâ. Áîëåå ýôôåêòèâíûì ðåøåíèåì
äëÿ ñîîáùåíèÿ áîëüøîé äëèíû l ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðîòîêîëîâ ðàñøèðåíèÿ äëÿ
ïðîòîêîëîâ âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ è øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è. Â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî äîñòè÷ü êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè O(ln) áèò.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ êàê ïðîòîêîëû âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ è øèðîêî-
âåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è, òàê è ïðîòîêîëû ðàñøèðåíèÿ äëÿ ýòèõ ïðîòîêîëîâ. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ èíôîðìàöèîííî-òåîðåòè÷åñêè è êðèïòîãðàôè÷åñêè áåçîïàñíûå ïðîòîêîëû.
Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ïðîòîêîë) îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíôîðìàöèîííî-òåîðå-

òè÷åñêîé áåçîïàñíîñòè, åñëè íè îäèí ïðîòèâíèê íå ìîæåò âçëîìàòü ñèñòåìó, íåçàâè-
ñèìî îò òîãî, íàñêîëüêî îí ñèë¼í, ò. å. îí ìîæåò îáëàäàòü íåîãðàíè÷åííûìè âû÷èñëè-
òåëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè. Åñëè æå êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò òðåáî-
âàíèÿì êðèïòîãðàôè÷åñêîé (âû÷èñëèòåëüíîé) áåçîïàñíîñòè, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà
áåçîïàñíà òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà ïðîòèâíèê ðàñïîëàãàåò îãðàíè÷åííûìè âû÷èñëè-
òåëüíûìè ðåñóðñàìè. ×àñòî ýòî òîò ñëó÷àé, êîãäà èñïîëüçóþòñÿ òàêèå èíñòðóìåíòû,
êàê àñèììåòðè÷íûå øèôðû, ñ êîòîðûìè ñâÿçàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîáëåìà, êîòîðóþ
ïðîòèâíèê íå äîëæåí áûòü â ñîñòîÿíèè ðåøèòü, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü áåçîïàñíîñòü
ñèñòåìû.

Îðàêóëîì â òåîðèè âû÷èñëåíèé íàçûâàåòñÿ âíåøíåå (ïî îòíîøåíèþ ê àëãîðèòìàì)
óñòðîéñòâî, êîòîðîå â îòâåò íà çàïðîñ ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà âûäà¼ò çíà÷åíèå íåêî-
òîðîé ôóíêöèè íà ýòîì çàïðîñå. Ïðè ýòîì êàê îáðàùåíèå ê îðàêóëó, òàê è ïîëó÷åíèå
îò íåãî îòâåòà çàíèìàþò îäèí òàêò ðàáîòû àëãîðèòìà.

1. Âèçàíòèéñêîå ñîãëàøåíèå

Çàäà÷ó âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
èìååòñÿ n ó÷àñòíèêîâ P1, . . . , Pn, ñðåäè êîòîðûõ t ìîãóò áûòü íå÷åñòíûìè è êîíòðî-
ëèðîâàòüñÿ ïðîòèâíèêîì. Ó÷àñòíèêè ñîåäèíåíû ïîïàðíî çàùèù¼ííûìè è àóòåíòè-
ôèöèðîâàííûìè êàíàëàìè. Ó êàæäîãî ó÷àñòíèêà Pi èìååòñÿ ñâî¼ âõîäíîå çíà÷åíèå
xi ∈ {0, 1}∗. Öåëü ïðîòîêîëà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè ñîãëàñîâàëè
îáùåå âûõîäíîå çíà÷åíèå y.

Îïðåäåëåíèå 1 (âèçàíòèéñêîå ñîãëàøåíèå). Ïðîòîêîë, â êîòîðîì èçíà÷àëüíî
êàæäûé ó÷àñòíèê Pi èìååò âõîäíîå çíà÷åíèå (ñîîáùåíèå) xi ∈ {0, 1}∗ è êîòîðûé çàâåð-
øàåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ yi, ÿâëÿåòñÿ ïðîòîêîëîì âèçàíòèéñêîãî

ñîãëàøåíèÿ, óñòîé÷èâîãî ê àêòèâíîìó ïðîòèâíèêó, êîíòðîëèðóþùåìó äî t ó÷àñòíèêîâ
(ò. å. t-áåçîïàñíîå âèçàíòèéñêîå ñîãëàøåíèå), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) äîñòîâåðíîñòü (validity): åñëè âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè èìåþò íà âõîäå x, òî êàæ-
äûé ÷åñòíûé ó÷àñòíèê Pi èìååò âûõîäíîå çíà÷åíèå yi = x;

2) äîãîâîðåííîñòü (agreement): ëþáûå äâà ÷åñòíûõ ó÷àñòíèêà Pi è Pj îïðåäåëÿþò
îäèíàêîâîå âûõîäíîå çíà÷åíèå yi = yj, ò. å. âûõîäíûå çíà÷åíèÿ âñåõ ÷åñòíûõ
ó÷àñòíèêîâ îäèíàêîâû.

Çàìåòèì, ÷òî t-áåçîïàñíîå âèçàíòèéñêîå ñîãëàøåíèå èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè
t < n/2.

Ðàññìîòðèì ïðîòîêîë âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ BGP (Berman, Garay, Perry) [2]
äëÿ îäíîáèòîâûõ âõîäíûõ äàííûõ ñ ïîëèíîìèàëüíîé êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ.
Ïîä êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ ïåðåäà÷è äàííûõ ïðîòîêîëà ïîíèìàåòñÿ îáùåå
êîëè÷åñòâî áèòîâ, îòïðàâëåííûõ/ïîëó÷åííûõ ÷åñòíûìè ó÷àñòíèêàìè âî âðåìÿ âû-



46 Ñ.Ì. Ðàöååâ

ïîëíåíèÿ ïðîòîêîëà (ïðè ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî òå áèòû, êîòîðûå äîëæíû áûòü
ïîëó÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñî ñïåöèôèêàöèåé ïðîòîêîëà). Ïîä ðàóíäîâîé ñëîæíîñòüþ

ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ðàóíäîâ, íåîáõîäèìûõ ïðîòîêîëó äëÿ çàâåðøåíèÿ ðàáîòû.

Ïðîòîêîë 1 (ïðîòîêîë BGP).
Ïóñòü êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ïîëó÷àåò íà âõîä áèò xi ∈ {0, 1}.
Öèêë: k = 1, . . . , t+ 1:

� Ð à ó í ä 1. Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ïåðåäàåò ñâîé áèò xi âñåì îñòàëüíûì ó÷àñòíèêàì.
Â êîíöå ðàóíäà ó÷àñòíèê Pi äëÿ b = 0, 1 îïðåäåëÿåò

Cb
i =

{
1, åñëè Pi ïîëó÷èë b îò íå ìåíåå ÷åì n− t ó÷àñòíèêîâ,
0 èíà÷å.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè Cb
i ó÷èòûâàåòñÿ è ñîáñòâåííîå âõîäíîå çíà÷åíèå xi

ó÷àñòíèêà Pi.
� Ð à ó í ä 2. Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ïåðåäà¼ò C

0
i è C1

i âñåì îñòàëüíûì ó÷àñòíèêàì.
Ïóñòü Cb

ji � çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå ó÷àñòíèêîì Pi îò Pj. Â êîíöå ðàóíäà ó÷àñòíèê Pi

îïðåäåëÿåò
Db

i = |{j : Cb
ji = 1}|, b = 0, 1.

Ó÷àñòíèê Pi îïðåäåëÿåò ñâî¼ (ïðîìåæóòî÷íîå) âûõîäíîå çíà÷åíèå yi:

yi =

{
1, D1

i > t,

0, D1
i ⩽ t.

� Ð à ó í ä 3. Ó÷àñòíèê Pk (k�íîìåð èòåðàöèè öèêëà) ïåðåäà¼ò çíà÷åíèå yk âñåì
îñòàëüíûì ó÷àñòíèêàì. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ïåðåîïðåäåëÿåò ñâî¼ çíà-
÷åíèå yi ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè Dyi

i < n − t, òî Pi ïåðåîïðåäåëÿåò yi := yk;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå yi îñòà¼òñÿ ïðåæíèì.
Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi îïðåäåëÿåò xi := yi (êàê âõîäíîå çíà÷åíèå äëÿ ñëåäóþùåãî
øàãà èòåðàöèè).

Òåîðåìà 1 [2]. Ïðè t < n/3 ïðîòîêîë 1 ÿâëÿåòñÿ t-áåçîïàñíûì ïðîòîêîëîì âè-
çàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ ñ êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ O(n3) áèò.

2. Øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à

Øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à ïîçâîëÿåò ó÷àñòíèêó îòïðàâëÿòü îäíî è òî æå ñîîá-
ùåíèå âñåì ó÷àñòíèêàì, è âñå ó÷àñòíèêè óâåðåíû, ÷òî îíè ïîëó÷èëè îäèíàêîâûå ñîîá-
ùåíèÿ. Ïðåäïîëàãàòü íàëè÷èå øèðîêîâåùàòåëüíîãî êàíàëà ðàçóìíî òîëüêî â îãðàíè-
÷åííûõ óñëîâèÿõ, íàïðèìåð, êîãäà ó÷àñòíèêè ãåîãðàôè÷åñêè áëèçêè è ìîãóò èñïîëüçî-
âàòü ðàäèîâîëíû. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, îñîáåííî ïðè âûïîëíåíèè ïðîòîêîëà ÷åðåç
Èíòåðíåò, ó÷àñòíèêè äîëæíû ðåàëèçîâûâàòü øèðîêîâåùàòåëüíûé êàíàë ïî êàíàëàì
¾òî÷êà � òî÷êà¿ (point-to-point network). Íàïðèìåð, ýìóëÿöèþ øèðîêîâåùàòåëüíûõ
ïðîòîêîëîâ ìîæíî ñîçäàâàòü, èñïîëüçóÿ êàíàëû òèïà ¾òî÷êà � òî÷êà¿, ïðè íàëè÷èè
èíôðàñòðóêòóðû îòêðûòûõ êëþ÷åé è ýëåêòðîííûõ ïîäïèñåé. Îäèí èç òàêèõ ïðîòîêî-
ëîâ ïðèâåä¼í äàëåå.

Îòêàçîóñòîé÷èâàÿ øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à ïîçâîëÿåò ó÷àñòíèêó ðàñïðåäå-
ëÿòü íåêîòîðîå çíà÷åíèå (ñîîáùåíèå) ìåæäó íàáîðîì ó÷àñòíèêîâ, íå äîâåðÿþùèõ
äðóã äðóãó, êîòîðûå ïîïàðíî ñîåäèíåíû êàíàëàìè òèïà ¾òî÷êà � òî÷êà¿. Ôîðìàëü-
íûì òðåáîâàíèåì øèðîêîâåùàòåëüíîãî ïðîòîêîëà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â êîíöå ïðîòîêîëà
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âñå ó÷àñòíèêè äîëæíû äîãîâîðèòüñÿ î ðàñïðåäåë¼ííîì çíà÷åíèè ìåæäó âñåìè ó÷àñò-
íèêàìè. Ïðè ýòîì äîëæíî áûòü ãàðàíòèðîâàíî âûïîëíåíèå äîãîâîð¼ííîñòè, äàæå åñëè
ó÷àñòíèê, êîòîðûé ðàñïðåäåëÿåò íåêîòîðîå çíà÷åíèå, ÿâëÿåòñÿ íå÷åñòíûì. Ïðîòîêîëû
áåçîïàñíûõ ìíîãîñòîðîííèõ âû÷èñëåíèé îáû÷íî ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñ ó÷¼òîì íàëè÷èÿ
øèðîêîâåùàòåëüíûõ êàíàëîâ. Îäíàêî â ðåàëüíûõ ñåòÿõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ó÷àñò-
íèêàìè îáû÷íî ïðîèñõîäèò òîëüêî ñ ïîìîùüþ êàíàëîâ òèïà ¾òî÷êà � òî÷êà¿ è øèðî-
êîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à äîëæíà ýìóëèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ çàùèù¼ííîãî ïðîòîêîëà
øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è.

Îïðåäåëåíèå 2 (øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à). Ïðîòîêîë äëÿ ó÷àñòíèêîâ P =
= {P1, . . . , Pn}, â êîòîðîì íàçíà÷åííûé ó÷àñòíèê (äèëåð) D ∈ P èìååò íåêîòîðîå
(âõîäíîå) çíà÷åíèåM , íàçûâàåòñÿ ïðîòîêîëîìøèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ê äåéñòâèÿì àêòèâíîãî ïðîòèâíèêà (ò. å. t-áåçîïàñíîé øèðîêîâå-
ùàòåëüíîé ïåðåäà÷è), êîíòðîëèðóþùåãî äî t ó÷àñòíèêîâ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) äîñòîâåðíîñòü (validity): åñëè äèëåð ÷åñòíûé, òî âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè â êà-
÷åñòâå ñâîåãî èòîãîâîãî (âûõîäíîãî) çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿò çíà÷åíèå äèëåðà M ;

2) äîãîâîðåííîñòü (agreement): äàæå åñëè äèëåð íå÷åñòíûé, òî èòîãîâûå (âûõîä-
íûå) çíà÷åíèÿ âñåõ ÷åñòíûõ ó÷àñòíèêîâ áóäóò îäèíàêîâûìè.

Ïóñòü n ó÷àñòíèêîâ P1, . . . , Pn ñèíõðîííî îáìåíèâàåòñÿ äàííûìè ïî çàùèù¼ííûì è
àóòåíòèôèöèðîâàííûì êàíàëàì â ïîëíîñòüþ ïîäêëþ÷åííîé ñåòè ¾òî÷êà � òî÷êà¿. Åñ-
ëè êàíàë, ñîåäèíÿþùèé äâóõ ó÷àñòíèêîâ, ÿâëÿåòñÿ çàùèù¼ííûì, òî ïðîòèâíèê íè÷åãî
íå ìîæåò óçíàòü î ñîîáùåíèÿõ, êîòîðûìè îáìåíèâàþòñÿ ýòè äâà ó÷àñòíèêà. Àóòåíòè-
ôèöèðîâàííûé êàíàë ãàðàíòèðóåò, ÷òî íèêòî íå ñìîæåò èçìåíèòü ñîîáùåíèå, ïåðå-
äàâàåìîå ïî êàíàëó, âî âðåìÿ åãî ïåðåäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî çàùèù¼ííûå è àóòåíòèôè-
öèðîâàííûå êàíàëû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèïòîãðàôè÷åñêèõ
ïðèìèòèâîâ, òàêèõ, êàê øèôðîâàíèå è ýëåêòðîííàÿ ïîäïèñü.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè t < n/2, òî íà îñíîâå ïðîòîêîëà t-áåçîïàñíîé øèðîêîâåùà-
òåëüíîé ïåðåäà÷è ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîòîêîë t-áåçîïàñíîãî âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé ó÷àñòíèê òðàíñëèðóåò ñâîå âõîäíîå çíà÷åíèå. Òîãäà êàæäûé
ó÷àñòíèê â êà÷åñòâå âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿåò òî çíà÷åíèå, êîòîðîå âî âðåìÿ
n òðàíñëÿöèé ïîâòîðÿåòñÿ ÷àùå âñåãî.

Îáðàòíî, íà îñíîâå ïðîòîêîëà t-áåçîïàñíîãî âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ïðîòîêîë t-áåçîïàñíîé øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è. Â ýòîì ñëó÷àå ó÷àñòíèê
(îòïðàâèòåëü) D ïåðåäà¼ò ñîîáùåíèå M âñåì ó÷àñòíèêàì. Ïîñëå ýòîãî âñå ó÷àñòíèêè
çàïóñêàþò ïðîòîêîë âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ, â êîòîðîì âõîäíûì çíà÷åíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ çíà÷åíèå, ïîëó÷åííîå îò D.

Çàìå÷àíèå 2. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå îá àóòåíòèôè-
öèðîâàííîé íàñòðîéêå, íàïðèìåð, íàëè÷èå èíôðàñòðóêòóðû ñ îòêðûòûìè êëþ÷àìè
(Public-Key Infrastructure, PKI) äëÿ n ó÷àñòíèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ó÷àñòíèêè èìå-
þò íàáîð èç n îòêðûòûõ êëþ÷åé äëÿ ñõåìû ïîäïèñè, ãäå i-é êëþ÷ ñîîòâåòñòâóåò i-ìó
ó÷àñòíèêó. Êàæäûé ÷åñòíûé ó÷àñòíèê èìååò ñåêðåòíûé êëþ÷, ñãåíåðèðîâàííûé ÷åñò-
íûì ïóò¼ì, ñâÿçàííûé ñ åãî ñîáñòâåííûì îòêðûòûì êëþ÷îì. Íå÷åñòíûå ó÷àñòíèêè
ìîãóò ãåíåðèðîâàòü ñâîè êëþ÷è ïðîèçâîëüíî.

Ïðè îòñóòñòâèè àóòåíòèôèöèðîâàííîé íàñòðîéêè t-áåçîïàñíàÿ øèðîêîâåùàòåëü-
íàÿ ïåðåäà÷à è t-áåçîïàñíîå âèçàíòèéñêîå ñîãëàøåíèå ñóùåñòâóþò òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà t < n/3 [2, 3]. Ïðèìåðîì òàêîãî ïðîòîêîëà âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ ÿâëÿ-
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åòñÿ ïðîòîêîë 1 (BGP), íà îñíîâå êîòîðîãî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîòîêîë øèðîêîâåùà-
òåëüíîé ïåðåäà÷è áåç àóòåíòèôèöèðîâàííîé íàñòðîéêè ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ 1.

Ïðè íàëè÷èè àóòåíòèôèöèðîâàííîé íàñòðîéêè ïðè t < n âîçìîæíà t-áåçîïàñíàÿ
øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à (ïðîòîêîë 2), à ïðè t < n/2 âîçìîæíî t-áåçîïàñíîå âè-
çàíòèéñêîå ñîãëàøåíèå (ïðîòîêîë 2 ñ ó÷¼òîì çàìå÷àíèÿ 1).

Àóòåíòèôèöèðîâàííàÿ íàñòðîéêà ñóùåñòâóåò â äâóõ âàðèàíòàõ: èíôîðìàöèîííî-
òåîðåòè÷åñêàÿ è êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ. Èíôîðìàöèîííî-òåîðåòè÷åñêàÿ áåçîïàñíîñòü
äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èñïîëüçîâàíèÿ ïñåâäîïîäïèñè (pseudo-signature scheme) [4].
Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ (âû÷èñëèòåëüíàÿ) áåçîïàñíîñòü äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èñïîëü-
çîâàíèÿ áåçîïàñíîé ñõåìû ýëåêòðîííîé ïîäïèñè, êîòîðóþ (ïî÷òè) íåâîçìîæíî ïîääå-
ëàòü.

Ðàññìîòðèì ïðîòîêîë øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è, êîòîðûé óñòîé÷èâ ê àêòèâ-
íîìó ïðîòèâíèêó, êîíòðîëèðóþùåìó äî t ó÷àñòíèêîâ. Íàëè÷èå àêòèâíîãî ïðîòèâíèêà
îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé íå÷åñòíûé ó÷àñòíèê, íàõîäÿùèéñÿ ïîä êîíòðîëåì ïðîòèâíèêà,
ìîæåò ïðîèçâîëüíî îòêëîíÿòüñÿ îò ïðåäïèñàííîãî ïðîòîêîëà.

Ìîäèôèöèðîâàííûé ïðîòîêîë Äîëåâà �Ñòðîíãà (Dolev � Strong).
Ïóñòü P1, . . . , Pn � ó÷àñòíèêè ïðîòîêîëà øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è; D ∈ {P1,

. . . , Pn}�äèëåð, êîòîðûé ñîáèðàåòñÿ òðàíñëèðîâàòü áèò (ñîîáùåíèå) m ∈ {0, 1};
Sign � íåêîòîðûé àëãîðèòì ýëåêòðîííîé ïîäïèñè; ski � ñåêðåòíûé êëþ÷ ýëåêòðîííîé
ïîäïèñè ó÷àñòíèêà Pi, i = 1, . . . , n. Ïðèâåä¼ì ìîäèôèöèðîâàííóþ âåðñèþ ïðîòîêîëà
Äîëåâà �Ñòðîíãà [5] â ñèíõðîííîé íàñòðîéêå äëÿ àóòåíòèôèöèðîâàííîé øèðîêîâåùà-
òåëüíîé ïåðåäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ t < n.

Ïðîòîêîë 2 (ìîäèôèöèðîâàííûé ïðîòîêîë Äîëåâà �Ñòðîíãà).
Ïóñòü äèëåð D îáëàäàåò ñîîáùåíèåì m ∈ {0, 1}.

� Ý ò à ï 1 (äåéñòâèÿ äèëåðà D è êàæäîãî ó÷àñòíèêà Pi)

� ÄèëåðD îòïðàâëÿåò âñåì ó÷àñòíèêàì Pi ïîäïèñàííîå ñîîáùåíèå (m, SignskD(m)).
� Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi îïðåäåëÿåò è èíèöèàëèçèðóåò òðè ìíîæåñòâà: ASi =

= SET i
0 = SET i

1 = ∅, ãäå ASi � îäîáðåííîå ó÷àñòíèêîì Pi ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
(Accepted Set); SET i

0, SET
i
1 �ìíîæåñòâà ïîäïèñàííûõ ðàçíûìè ó÷àñòíèêàìè

ñîîáùåíèé m = 0 è m = 1 ñîîòâåòñòâåííî.

� Ý ò à ï 2 (äåéñòâèÿ êàæäîãî ó÷àñòíèêà Pi)
Â ðàóíäàõ r = 1, . . . , N + 1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè (â íà÷àëå ðàóíäà ñ íî-
ìåðîì r = 1 âñå ó÷àñòíèêè ïîëó÷èëè îò äèëåðà ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùåíèå):

� Ïóñòü ó÷àñòíèê Pi â r-ì ðàóíäå ïîëó÷èë îò íåêîòîðîãî ó÷àñòíèêà Pj ñîîáùåíèå
(x, SET ), ãäå x ∈ {0, 1}; SET = {Signski1 (x), . . . , Signskis (x)}�ìíîæåñòâî ïîä-
ïèñåé, ïîñòàâëåííûõ ïîä ñîîáùåíèåì x ðàçëè÷íûìè ó÷àñòíèêàìè Pi1 , . . . , Pis ,
âêëþ÷àÿ äèëåðà D, ïðè÷¼ì s ⩾ r. Òîãäà ó÷àñòíèê Pi ïåðåîïðåäåëÿåò ñâîè ìíî-
æåñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ASi := ASi ∪ {x}, SET i

x := SET i
x ∪ SET .

� Åñëè s < r èëè â ñîîáùåíèè (x, SET ) íåò ïîäïèñè äèëåðà D, òî ïîëó÷åííîå
ñîîáùåíèå èãíîðèðóåòñÿ.

� Åñëè äîáàâëåííîãî â ìíîæåñòâî ASi ñîîáùåíèÿ x â ýòîì ìíîæåñòâå ðàíåå
íå áûëî (ê íà÷àëó r-ãî ðàóíäà), òî ó÷àñòíèê Pi ïîäïèñûâàåò ýòî ñîîáùå-
íèå Signski(x), ïîñëå ÷åãî âñåì îñòàëüíûì ó÷àñòíèêàì ïåðåäà¼ò ñîîáùåíèå
(x, SET i

x ∪ {Signski(x)}).
� Ý ò à ï 3 (äåéñòâèÿ êàæäîãî ó÷àñòíèêà Pi)

Åñëè ASi = {1}, òî ó÷àñòíèê Pi â êà÷åñòâå ñâîåãî èòîãîâîãî çíà÷åíèÿmi îïðåäåëÿåò
mi = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå mi = 0.
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Òåîðåìà 2 [5]. Åñëè t < n è N = t, òî ìîäèôèöèðîâàííûé ïðîòîêîë Äîëåâà �
Ñòðîíãà ÿâëÿåòñÿ ïðîòîêîëîì øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è äàæå ïðè íàëè÷èè àêòèâ-
íîãî ïðîòèâíèêà, êîíòðîëèðóþùåãî äî t ó÷àñòíèêîâ.

Ïðîòîêîë Äîëåâà �Ñòðîíãà. Îáîáùèì ïðîòîêîë 2 äî ñëó÷àÿ ñîîáùåíèÿm ïðî-
èçâîëüíîé äëèíû l.

Ïðîòîêîë 3 (ïðîòîêîë Äîëåâà �Ñòðîíãà).
Ïóñòü äèëåð D îáëàäàåò ñîîáùåíèåì m ∈ {0, 1}l.

� Ý ò à ï 1 (äåéñòâèÿ äèëåðà D è êàæäîãî ó÷àñòíèêà Pi)

� ÄèëåðD îòïðàâëÿåò âñåì ó÷àñòíèêàì Pi ïîäïèñàííîå ñîîáùåíèå (m, SignskD(m)).
� Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi îïðåäåëÿåò è èíèöèàëèçèðóåò ìíîæåñòâî ASi = ∅� îäîá-

ðåííîå ó÷àñòíèêîì Pi ìíîæåñòâî ñîîáùåíèé.

� Ý ò à ï 2 (äåéñòâèÿ êàæäîãî ó÷àñòíèêà Pi)
Â ðàóíäàõ r = 1, . . . , N + 1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè (â íà÷àëå ðàóíäà ñ íî-
ìåðîì r = 1 âñå ó÷àñòíèêè ïîëó÷èëè îò äèëåðà ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùåíèå):

� Ïóñòü ó÷àñòíèê Pi â r-ì ðàóíäå ïîëó÷èë îò ó÷àñòíèêà Pj ñîîáùåíèå
(x, Signski1 (x), . . . , Signskis (x)), ãäå {Signski1 (x), . . . , Signskis (x)}�ìíîæåñòâî ïîä-
ïèñåé, ïîñòàâëåííûõ ïîä ñîîáùåíèåì x ðàçëè÷íûìè ó÷àñòíèêàìè Pi1 , . . . , Pis ,
âêëþ÷àÿ äèëåðà D, ïðè÷¼ì s ⩾ r. Åñëè |ASi| < 2, òî ó÷àñòíèê Pi ïåðåîïðå-
äåëÿåò ìíîæåñòâî ASi := ASi ∪ {x}, ïîäïèñûâàåò x ñâîåé ïîäïèñüþ Signski(x)
è ïåðåäà¼ò ñîîáùåíèå (x, Signski1 (x), . . . , Signskis (x), Signski(x)) âñåì îñòàëüíûì
ó÷àñòíèêàì.

� Åñëè |ASi| = 2, èëè s < r, èëè â ñîîáùåíèè (x, Signski1 (x), . . . , Signskis (x)) íåò
ïîäïèñè äèëåðà D, òî ïîëó÷åííîå ñîîáùåíèå èãíîðèðóåòñÿ.

� Ý ò à ï 3 (äåéñòâèÿ êàæäîãî ó÷àñòíèêà Pi)
Åñëè ASi = {x}� îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, òî ó÷àñòíèê Pi â êà÷åñòâå ñâîåãî
èòîãîâîãî çíà÷åíèÿ mi îïðåäåëÿåò mi = x, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå mi = 0.

Òåîðåìà 3 [6]. Åñëè t < n è N = t, òî ïðîòîêîë Äîëåâà �Ñòðîíãà ÿâëÿåòñÿ
ïðîòîêîëîì øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è äàæå ïðè íàëè÷èè àêòèâíîãî (àäàïòèâíîãî)
ïðîòèâíèêà, êîíòðîëèðóþùåãî äî t ó÷àñòíèêîâ.

3. Øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à ñ ïðåðûâàíèåì

Â ñëó÷àå íå÷åñòíîãî áîëüøèíñòâà è àêòèâíîãî ïðîòèâíèêà ñóùåñòâóþò ïðîòîêî-
ëû áåçîïàñíûõ ìíîãîñòîðîííèõ âû÷èñëåíèé, êîòîðûå íå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ãàðàí-
òèðîâàííîãî ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ è ñïðàâåäëèâîñòè [7]. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãèå òà-
êèå ïðîòîêîëû ïðîñòî ïðåðûâàþòñÿ ïðè îáíàðóæåíèè îáìàíà, ðåàëèçóÿ áåçîïàñíîñòü
ñ ïðåðûâàíèåì (security with abort) [8]. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî ïðîòîêîë
çàâåðøàåòñÿ óñïåøíî è êàæäûé ó÷àñòíèê ïîëó÷èò ñâîè âûõîäíûå äàííûå, ëèáî ïðîòî-
êîë ïðåðûâàåòñÿ, ïðè÷¼ì ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè äàæå ïîñëå òîãî, êàê ïðîòèâíèê óçíàë
ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, ÷òî ìîæåò ñòàòü ñåðü¼çíîé ïðîáëåìîé â íåêîòîðûõ ïðèëîæå-
íèÿõ.

Ó÷èòûâàÿ ñîãëàøåíèå î áåçîïàñíîñòè ñ ïðåðûâàíèåì, øèðîêîâåùàòåëüíûé êàíàë
ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîãî 2-ðàóíäîâîãî ïðî-
òîêîëà ýõî-òðàíñëÿöèè [8], êîòîðûé ïðèâåä¼í äàëåå.

Îïðåäåëåíèå 3 (øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à ñ ïðåðûâàíèåì). Ïðîòîêîë äëÿ
ó÷àñòíèêîâ P = {P1, . . . , Pn}, â êîòîðîì íàçíà÷åííûé ó÷àñòíèê (äèëåð) D ∈ P èìååò
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íåêîòîðîå (âõîäíîå) çíà÷åíèåM , íàçûâàåòñÿ ïðîòîêîëîì øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà-

÷è ñ ïðåðûâàíèåì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ê äåéñòâèÿì àêòèâíîãî ïðîòèâíèêà,
êîíòðîëèðóþùåãî äî t ó÷àñòíèêîâ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äîñòîâåðíîñòü (validity): åñëè äèëåð ÷åñòíûé, òî êàæäûé ÷åñòíûé ó÷àñòíèê
â êà÷åñòâå ñâîåãî èòîãîâîãî (âûõîäíîãî) çíà÷åíèÿ îïðåäåëèò ëèáî çíà÷åíèå äè-
ëåðà M , ëèáî ⊥;

2) äîãîâîðåííîñòü (agreement): åñëè íåêîòîðûé ÷åñòíûé ó÷àñòíèê â êà÷åñòâå ñâî-

åãî èòîãîâîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëèò M̃ , òî êàæäûé ÷åñòíûé ó÷àñòíèê â êà÷åñòâå
ñâîåãî èòîãîâîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëèò ëèáî M̃ , ëèáî ⊥;

3) íåòðèâèàëüíîñòü (non-triviality): åñëè âñå ó÷àñòíèêè ÿâëÿþòñÿ ÷åñòíûìè
(âêëþ÷àÿ äèëåðà), òî âñå ó÷àñòíèêè â êà÷åñòâå ñâîèõ èòîãîâûõ çíà÷åíèé îïðå-
äåëÿò M .

Ïðîòîêîë 4 (òðàíñëÿöèÿ ñ ïðåðûâàíèåì).
Ïóñòü äèëåð D îáëàäàåò ñîîáùåíèåì M , ïðåäíàçíà÷åííûì äëÿ òðàíñëÿöèè.

� Äèëåð D ïåðåäà¼ò ñîîáùåíèå M êàæäîìó ó÷àñòíèêó.
� Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mi ñîîáùåíèå, ïîëó÷åííîå ó÷àñòíèêîì Pi îò äèëåðà D íà ïðåäû-

äóùåì øàãå. Åñëè ó÷àñòíèê Pi íå ïîëó÷èë íè÷åãî îò äèëåðà íà ïðåäûäóùåì øàãå,
òî ïîëàãàåòñÿ Mi =⊥.
Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ïåðåäà¼ò ñîîáùåíèå Mi âñåì îñòàëüíûì ó÷àñòíèêàì.

� Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mji ñîîáùåíèå, ïîëó÷åííîå ó÷àñòíèêîì Pi îò ó÷àñòíèêà Pj íà
ïðåäûäóùåì øàãå. Ó÷àñòíèê Pi â êà÷åñòâå âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿåò Mi,
åñëè äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , n, j ̸= i, âûïîëíåíî Mji = Mi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ó÷àñòíèê Pi îïðåäåëÿåò ⊥.
Óòâåðæäåíèå 1 [8]. Ïðîòîêîë 4 ÿâëÿåòñÿ ïðîòîêîëîì øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðå-

äà÷è ñ ïðåðûâàíèåì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ê äåéñòâèÿì àêòèâíîãî ïðîòèâíè-
êà, êîíòðîëèðóþùåãî äî t < n ó÷àñòíèêîâ.

4. Ïðîòîêîë ðàñøèðåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ t < n/3

Èññëåäóåì ïðîòîêîëû ðàñøèðåíèÿ äëÿ âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ è øèðîêîâåùà-
òåëüíîé ïåðåäà÷è. Ýòî ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé ýôôåêòèâíîé òðàíñëÿöèè è âèçàíòèéñêèì
ñîãëàøåíèåì äëÿ äëèííûõ âõîäíûõ ñîîáùåíèé, ïîñêîëüêó òàêèå ïðîòîêîëû øèðîêî
èñïîëüçóþòñÿ. Ïðîñòûì ðåøåíèåì òðàíñëÿöèè l-áèòíîãî ñîîáùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðàíñ-
ëÿöèÿ êàæäîãî áèòà â îòäåëüíîñòè. Òàêîé ïîäõîä òðåáóåò êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíî-
ñòè Ω(ln2) áèò, ãäå n�÷èñëî ó÷àñòíèêîâ, òàê êàê êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü äëÿ
îäíîáèòíîãî ñîîáùåíèÿ ñîñòàâëÿåò Ω(n2) áèò [9]. Ïðîòîêîëû ðàñøèðåíèÿ äëÿ øèðîêî-
âåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è è âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíñòðóêöèè
äëÿ äëèííûõ ñîîáùåíèé, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîòîêîëîâ äëÿ êî-
ðîòêèõ ñîîáùåíèé (â ÷àñòíîñòè, îäíîáèòíûõ) è êàíàëîâ ñâÿçè òèïà ¾òî÷êà � òî÷êà¿.

Ðàññìîòðèì ïðîòîêîë âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ t < n/3, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì êàê äëÿ êîììóíèêàöèîííîé, òàê è äëÿ ðàóíäîâîé ñëîæíîñòè [10].
Äàííûé ïðîòîêîë èìååò èíôîðìàöèîííî-òåîðåòè÷åñêóþ áåçîïàñíîñòü, ïðè÷¼ì âåðîÿò-
íîñòü îøèáêè ðàâíà íóëþ (error-free), ò. å. ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì. Îí îñíîâàí
íà ìåòîäàõ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è òåîðèè ãðàôîâ. Â ïðîòîêîëå èñïîëüçîâàí àëãîðèòì
ïîèñêà (n, t)-çâåçäû è êîäû Ðèäà�Ñîëîìîíà.

Ïîèñê (n, t)-çâåçäû
Îïðåäåëèì ñòðóêòóðó äàííûõ ïîä íàçâàíèåì (n, t)-çâåçäà, êîòîðóþ èíîãäà áóäåì

íàçûâàòü ïðîñòî çâåçäîé.
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Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {P1, . . . , Pn};
C ⊆ D ⊆ {P1, . . . , Pn}�íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà. Ïàðà (C,D) íàçûâàåò-
ñÿ (n, t)-çâåçäîé, åñëè |C| ⩾ n−2t, |D| ⩾ n− t è äëÿ ëþáûõ Pi ∈ C, Pj ∈ D ðåáðî (Pi, Pj)
ïðèíàäëåæèò ãðàôó G.

Êëèêîé â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G = (V,E) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî âåð-
øèí C ⊆ V , äëÿ êîòîðîãî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí â C ñóùåñòâóåò ðåáðî, èõ ñîåäè-
íÿþùåå. Èç îïðåäåëåíèÿ (n, t)-çâåçäû (C,D) ñëåäóåò, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ êëèêîé. Ïîíÿòèå
çâåçäû îáîáùàåò ïîíÿòèå êëèêè. Åñëè íàäìíîæåñòâî D ìíîæåñòâà C ÿâëÿåòñÿ êëèêîé,
òî (C,D) ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé.

Â ðàáîòå [11] ïðèâåä¼í ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè íàëè÷èÿ çâåçäû â ãðàôå
ïðè óñëîâèè, ÷òî ãðàô ñîäåðæèò êëèêó ðàçìåðà íå ìåíåå n− t (àëãîðèòì 1).

Íàïîìíèì íåñêîëüêî ïîíÿòèé. Ãðàô G = (V,E) íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ãðà-
ôîì ê ãðàôó G = (V,E), åñëè

E = {(u, v) : u, v ∈ V, u ̸= v, (u, v) ̸∈ E},

ò. å. äîïîëíèòåëüíûé ãðàô G ñîäåðæèò òå æå âåðøèíû, ÷òî è ãðàô G, è ëþáûå äâå
ðàçëè÷íûå âåðøèíû â íåì ñìåæíû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòè âåðøèíû íå
ñìåæíû â ãðàôå G. Ìíîæåñòâî âåðøèí U ⊆ V íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè íèêàêèå
äâå åãî âåðøèíû íå ñìåæíû. Ìíîæåñòâî ð¼áåð M ⊆ E íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì,
åñëè íèêàêèå äâà åãî ðåáðà íå èìåþò îáùåé âåðøèíû. Ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå
â ãðàôå G� ýòî òàêîå ïàðîñî÷åòàíèå M , â êîòîðîì êîëè÷åñòâî âõîäÿùèõ â åãî ñîñòàâ
ð¼áåð ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñðåäè âñåõ ïàðîñî÷åòàíèé â ãðàôå G. Äâå âåðøèíû
íàçûâàþòñÿ ñîñåäÿìè (èëè ñìåæíûìè âåðøèíàìè), åñëè â ãðàôå èìååòñÿ ðåáðî, èõ
ñîåäèíÿþùåå.

Àëãîðèòì 1. Ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîèñêà çâåçäû â ãðàôå

Âõîä: ãðàô G = ({1, . . . , n}, E), ïàðàìåòð t.
Âûõîä: çâåçäà (C,D) èëè ñîîáùåíèå îá å¼ îòñóòñòâèè.
1: Ïóñòü G = ({1, . . . , n}, E)�äîïîëíèòåëüíûé ãðàô; M �ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷å-
òàíèå â G, íàéäåííîå, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ýäìîíäñà; N �ìíîæåñòâî
âñåõ âåðøèí ãðàôà G, âõîäÿùèõ â ïàðîñî÷åòàíèå M ; N = {1, . . . , n} \N .

2: Ïóñòü T �ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèí èç N , äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ íàéäóòñÿ âåðøè-
íû j, k ∈ {1, . . . , n}, òàêèå, ÷òî òðåóãîëüíèê (i, j), (i, k), (j, k) ïðèíàäëåæèò ãðàôó G
è (j, k) ∈M : T = {i ∈ N : ∃j, k (j, k) ∈M, (i, j), (i, k) ∈ G}. Ïóñòü C = N \ T .

3: Ïóñòü B �ìíîæåñòâî âåðøèí èç N , äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ ñìåæíûå âåðøèíû â G:
B = {j ∈ N : ∃i ∈ C (i, j) ∈ G}; D = {1, . . . , n} \B.

4: Åñëè |C| ⩾ n− 2t è |D| ⩾ n− t, òî
5: Âåðíóòü çâåçäó (C,D),
6: èíà÷å
7: Âåðíóòü ñîîáùåíèå îá îòñóòñòâèè çâåçäû.

Êîäû Ðèäà�Ñîëîìîíà
Â ïðîòîêîëå âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáîáù¼ííûé [n, t + 1, n − t]-

êîä Ðèäà�Ñîëîìîíà [12] íàä ïîëåì F = GF(2m), n ⩽ 2m. Êàæäûé ýëåìåíò ïîëÿ F
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâîè÷íîãî âåêòîðà äëèíû m. Ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîãî êîäà
Ðèäà�Ñîëîìîíà èíôîðìàöèîííîå ñîîáùåíèå íàä ïîëåì F äëèíû t + 1 êîäèðóåòñÿ
â ñîîáùåíèå äëèíû n íàä ïîëåì F .
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Ïðîòîêîë âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ
Ïðèâåä¼ì ïðîòîêîë ðàñøèðåíèÿ äëÿ âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ [10].

Ïðîòîêîë 5 (ïðîòîêîë âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ äëÿ t < n/3).
Ïóñòü êàæäûé ó÷àñòíèê Pi îáëàäàåò ñîîáùåíèåì mi ∈ {0, 1}l.
Îðàêóë: îðàêóë äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé íåáîëüøîé äëèíû.
Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ïðîèçâîäèò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1) l-Áèòíîå ñîîáùåíèå mi ðàçáèâàåòñÿ íà t + 1 áëîêîâ mi = (mi0,mi1, . . . ,mit),
ãäå êàæäûé áëîê mij èìååò äëèíó l/(t+ 1) áèò. Ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîãî
[n, t + 1, n − t]-êîäà Ðèäà�Ñîëîìîíà ñîîáùåíèå (mi0,mi1, . . . ,mit) êîäèðóåòñÿ
â êîäîâîå ñîîáùåíèå (si1, . . . , sin). Çíà÷åíèå sii ïåðåäà¼òñÿ âñåì ó÷àñòíèêàì. Çíà-
÷åíèå sij ïåðåäà¼òñÿ ó÷àñòíèêó Pj, j = 1, . . . , n.

2) Äâîè÷íûé âåêòîð vi äëèíû n çàïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vi[j] =

{
1, sij = sjj è sii = sji,

0 èíà÷å,

ãäå sjj è sji ïîëó÷åíî îò Pj, j = 1, . . . , n. Ñ ïîìîùüþ îðàêóëà âåêòîð vi òðàíñ-
ëèðóåòñÿ âñåì ó÷àñòíèêàì.

3) Ñòðîèòñÿ ãðàô G ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {P1, . . . , Pn}. Ðåáðî (Pj, Pk) äîáàâëÿ-
åòñÿ â ãðàô, åñëè vj[k] = 1 è vk[j] = 1 (j è k ìîãóò ñîâïàäàòü). Äëÿ ãðàôà G
âûçûâàåòñÿ àëãîðèòì 1. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

à) àëãîðèòì 1 âîçâðàòèë çâåçäó (C,D). Âû÷èñëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí F ãðà-
ôà G, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò íå ìåíåå t+1 ñîñåäåé èç ìíîæåñòâà C. Âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí E ãðàôà G, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò íå ìåíåå 2t+1
ñîñåäåé èç ìíîæåñòâà F . Åñëè |E| ⩾ 2t + 1, òî Psm := E (�sm� îçíà÷àåò �same
message�). Åñëè |E| < 2t+1, òî ó÷àñòíèê Pi ïîëàãàåò ñâîèì âûõîäíûì çíà÷åíèåì
çàðàíåå îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå m∗ ∈ {0, 1}l è ïðåðûâàåò ïðîòîêîë;
á) çâåçäà â ãðàôå G íå íàéäåíà. Ó÷àñòíèê Pi ïîëàãàåò âûõîäíûì çíà÷åíèåì çà-
ðàíåå îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå m∗ ∈ {0, 1}l è ïðåðûâàåò ïðîòîêîë.

4) Ïóñòü si � òàêîå çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà {sji : Pj ∈ Psm}, êîòîðîå â í¼ì âñòðå-
÷àåòñÿ ÷àùå âñåãî. Çíà÷åíèå si ïåðåäà¼òñÿ âñåì îñòàëüíûì ó÷àñòíèêàì.

5) Ïóñòü (s1, . . . , sn)� âåêòîð, â êîòîðîì sj ïîëó÷åíî îò Pj, j = 1, . . . , n. Ê íåìó
ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ îáîáù¼ííîãî [n, t+ 1, n− t]-êîäà Ðè-
äà �Ñîëîìîíà, êîòîðûé âîçâðàùàåò èíôîðìàöèîííîå ñîîáùåíèå (m0, . . . ,mt).
Ýòî ñîîáùåíèå îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå âûõîäíîãî ðåçóëüòàòà ó÷àñòíèêà Pi.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(s) êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü òðàíñëÿöèè äâîè÷íîãî ñîîá-
ùåíèÿ äëèíû s. Ïðîñòîé êîíñòðóêöèåé ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèÿ (êîðîòêîãî) ñîîáùåíèÿ
ïî îäíîìó áèòó. Â ýòîì ñëó÷àå êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò sB(1) áèò.
Íàïðèìåð, äëÿ ïðîòîêîëà Äîëåâà �Ñòðîíãà B(1) = O(n2 + kn3). Àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì ÷åðåç A(s) áóäåì îáîçíà÷àòü êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü âèçàíòèéñêîãî ñîãëà-
øåíèÿ äëÿ äâîè÷íîãî ñîîáùåíèÿ äëèíû s.

Òåîðåìà 4 [10]. Ïðîòîêîë 5 ÿâëÿåòñÿ (èíôîðìàöèîííî-òåîðåòè÷åñêè) t-áåçîïàñ-
íûì ïðîòîêîëîì âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: ÷èñëî ðàóíäîâ
ðàâíî 3, êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü �O

(
ln+ n2B(1)

)
áèò.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðîòîêîë øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâå
ïðîòîêîëà âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñíà÷àëà îòïðàâèòåëü ïåðåäà¼ò
âñåì ó÷àñòíèêàì íåêîòîðîå ñîîáùåíèå, à ïîòîì çàïóñêàåòñÿ ïðîòîêîë âèçàíòèéñêîãî
ñîãëàøåíèÿ.
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5. Óíèâåðñàëüíàÿ õåø-ôóíêöèÿ

Ïóñòü K = {0, 1, . . . , 2κ − 1}�ìíîæåñòâî êëþ÷åé. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé
U = {Uk : k ∈ K}, ãäå äëÿ êàæäîãî k ∈ K ôóíêöèÿ Uk îòîáðàæàåò ýëåìåíòû íåêîòîðî-
ãî ìíîæåñòâà X â {0, 1}κ. Ñåìåéñòâî U íàçûâàåòñÿ ε-óíèâåðñàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîîáùåíèé m1,m2 ∈ X âûïîëíåíî

|{k ∈ K : Uk(m1) = Uk(m2)}|
|K|

⩽ ε.

Äàííîå óñëîâèå (êîìáèíàòîðíîãî) îïðåäåëåíèÿ óíèâåðñàëüíîé õåø-ôóíêöèè ìîæíî
çàïèñàòü íà ÿçûêå âåðîÿòíîñòåé:

Pr[k ← K : Uk(m1) = Uk(m2)] ⩽ ε.

ε-Óíèâåðñàëüíóþ õåø-ôóíêöèþ ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü X =
= {0, 1}l, K = GF(2κ). Êàæäîå ñîîáùåíèå m ∈ X èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí fm
íàä GF(2κ) ñòåïåíè íå áîëåå ⌈l/κ⌉ − 1. Òîãäà çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè Uk îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: Uk(m) = fm(k). Òàê êàê äâà ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå
áîëåå ⌈l/κ⌉−1 ìîãóò ñîâïàäàòü íå áîëåå ÷åì â ⌈l/κ⌉−1 òî÷êàõ, äëÿ ëþáûõ m1,m2 ∈ X,
m1 ̸= m2, âûïîëíåíî

|{k ∈ GF (2κ) | Uk(m1) = Uk(m2)}|
2κ

⩽
⌈l/κ⌉ − 1

2κ
⩽ 2−κl.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî U ÿâëÿåòñÿ 2−κl-óíèâåðñàëüíîé õåø-ôóíêöèåé.

6. Ïðîòîêîëû ðàñøèðåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ t < n/2

Ðàññìîòðèì ïðîòîêîëû ðàñøèðåíèÿ äëÿ âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ è øèðîêîâåùà-
òåëüíîé ïåðåäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ t < n/2. Êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü äëÿ îäíîáèòíî-
ãî ñîîáùåíèÿ ñîñòàâëÿåò Ω(n2) áèò, ïîýòîìó åñëè òàêîé ïðîòîêîë èñïîëüçîâàòü äëÿ
êàæäîãî áèòà ñîîáùåíèÿ äëèíû l, òî ïîëó÷èì êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü Ω(ln2).
Ïîýòîìó äëÿ äëèííûõ ñîîáùåíèé áîëåå ïðàêòè÷íû ïðîòîêîëû ðàñøèðåíèÿ äëÿ øèðî-
êîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è è âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ, êîòîðûå èìåþò ìåíüøóþ êîì-
ìóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü, íåæåëè Ω(ln2). Áîëåå òîãî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ l êîì-
ìóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü òàêèõ ïðîòîêîëîâ ñîñòàâëÿåò O(ln) áèò.

6.1. È í ô î ð ì à ö è î í í î - ò å î ð å ò è ÷ å ñ ê è á å ç î ï à ñ í û é ï ð î ò î ê î ë

Ïðîòîêîë [13] ñîñòîèò èç òð¼õ ýòàïîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ¾ïðèáëèæàåò¿ ó÷àñòíè-
êîâ ê ñîãëàøåíèþ. Ïðîòîêîë ìîæåò áûòü ïðåðâàí íà ëþáîì èç ïåðâûõ äâóõ ýòàïîâ ïðè
îáíàðóæåíèè (äîêàçóåìûõ) íåñîîòâåòñòâèé ìåæäó äàííûìè, ïðåäîñòàâëåííûìè ÷åñò-
íûìè ó÷àñòíèêàìè. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé ó÷àñòíèê âûáèðàåò âûõîäíîå ñîîáùåíèå ïî
óìîë÷àíèþ, îáîçíà÷àåìîå ⊥. Åñëè âûïîëíåíèå ïðîòîêîëà äîøëî äî òðåòüåãî ýòàïà, òî
â êîíöå ïðîòîêîëà âñå ó÷àñòíèêè ïîëó÷àò ñâîè âûõîäíûå çíà÷åíèÿ. Â ïðîòîêîëå èñ-
ïîëüçóåòñÿ ε-óíèâåðñàëüíàÿ õåø-ôóíêöèÿ U = {Uk : k ∈ K}. Ïóñòü P = {P1, . . . , Pn}.

Ïðîòîêîë 6 (ïðîòîêîë âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ äëÿ t < n/2).
Ïóñòü êàæäûé ó÷àñòíèê Pi îáëàäàåò ñîîáùåíèåì mi ∈ {0, 1}l.
Îðàêóë: îðàêóë äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé íåáîëüøîé äëèíû.

Ý ò à ï ï ð î â å ð î ê

1) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi âûáèðàåò ñëó÷àéíûì îáðàçîì êëþ÷ ki äëÿ õåø-ôóíê-
öèè Uk è âû÷èñëÿåò hi = (ki, Uki(mi)), êîòîðîå òðàíñëèðóåòñÿ âñåì ó÷àñòíèêàì.
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2) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pj ñîçäàåò äâîè÷íûé âåêòîð vj äëèíû n ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vj[i] =

{
1, Uki(mj) = Uki(mi),

0 èíà÷å,
i = 1, . . . , n.

Äîëæíî áûòü âûïîëíåíî vj[j] = 1, j = 1, . . . , n. Êàæäûé ó÷àñòíèê Pj òðàíñëè-
ðóåò âåêòîð vj.

3) Åñëè íå ìåíåå n−t òðàíñëèðóåìûõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè è â êàæäîì
èç òàêèõ îäèíàêîâûõ âåêòîðîâ vj âûïîëíåíî vj[j] = 1, òî ýòîò âåêòîð îáîçíà÷èì
÷åðåç v, à ÷åðåç Psm �ìíîæåñòâî ó÷àñòíèêîâ, êîòîðûå òðàíñëèðîâàëè âåêòîð v.
Åñëè òðàíñëèðîâàëîñü ìåíåå n− t îäèíàêîâûõ âåêòîðîâ, òî ïðîòîêîë ïðåðûâà-
åòñÿ.

Ý ò à ï ó ê ð ó ï í å í è ÿ
Ïóñòü ϕ : P \ Psm → Psm �íåêîòîðàÿ èíúåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Ñ å¼ ïîìîùüþ ó÷àñò-

íèê ϕ(Pj) ∈ Psm ïîìîãàåò ó÷àñòíèêó Pj ∈ P \ Psm ïîëó÷èòü êîððåêòíîå ñîîáùåíèå m:

1) Äëÿ êàæäîãî ó÷àñòíèêà Pj ∈ P\Psm ó÷àñòíèê Pi = ϕ(Pj) ïåðåäà¼ò ñîîáùåíèåmi

ó÷àñòíèêó Pj, êîòîðûé îáîçíà÷àåò ïîëó÷åííîå ñîîáùåíèå ÷åðåç m̃j.
2) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pj ∈ P \ Psm âûáèðàåò ñëó÷àéíûì îáðàçîì êëþ÷ kj, âû÷èñ-

ëÿåò è òðàíñëèðóåò ñîîáùåíèå (kj, Ukj(m̃j)).
3) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ∈ Psm ñîçäà¼ò äâîè÷íûé âåêòîð vi äëèíû |P \ Psm| ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

vi[j] =

{
1, Ukj(mi) = Ukj(m̃j),

0 èíà÷å,
j = 1, . . . , |P \ Psm|.

Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi òðàíñëèðóåò âåêòîð vi.
4) Åñëè íå ìåíåå n−t òðàíñëèðóåìûõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè, òî îáîçíà-

÷èì ýòîò âåêòîð ÷åðåç v, à ÷åðåç Prej ⊆ (P\Psm)�ìíîæåñòâî âñåõ ó÷àñòíèêîâ Pj,
äëÿ êîòîðûõ j-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà v ðàâíà íóëþ. Ïóñòü

Pok = P \ Prej \ {ϕ(Pj) : Pj ∈ Prej}.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî

Pconf = Prej ∪ {ϕ(Pj) : Pj ∈ Prej} = {Pj, ϕ(Pj) : Pj ∈ Prej}

ñîñòîèò èç ó÷àñòíèêîâ, íå ìåíåå ïîëîâèíû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íå÷åñòíûìè, ò. å.
èç êàæäîé ïàðû ó÷àñòíèêîâ Pj è ϕ(Pj), Pj ∈ Prej, õîòÿ áû îäèí íå÷åñòíûé.
Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ∈ Psm ∩ Pok îïðåäåëÿåò èìåþùååñÿ ó íåãî ñîîáùåíèå mi

êàê âûõîäíîå, à êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ∈ Pok \ Psm îïðåäåëÿåò ñâî¼ âûõîäíîå
ñîîáùåíèå mi = m̃i. Åñëè òðàíñëèðîâàëîñü ìåíåå n− t îäèíàêîâûõ âåêòîðîâ, òî
ïðîòîêîë ïðåðûâàåòñÿ.

Ý ò à ï ó ò â å ð æ ä å í è ÿ ñ î î á ù å í è é

1) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ∈ Pok âû÷èñëÿåò d = ⌈(|Pok| + 1)/2⌉, c = ⌈(l + 1)/d⌉ è
ìíîãî÷ëåí fm, ãäå m = (m0,m1, . . . ,md−1), fm(x) = m0 +m1x + . . . +md−1x

d−1.
Ïîñëå ýòîãî Pi ïåðåäà¼ò yi = fm(i) (âåêòîð äëèíû c) êàæäîìó ó÷àñòíèêó ìíî-
æåñòâà P \ Pok.

2) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ∈ Pok âûáèðàåò ñëó÷àéíûì îáðàçîì êëþ÷ ki è ïåðåäà¼ò
íàáîð

(
ki, Uki(fm(1)), . . . , Uki(fm(n))

)
êàæäîìó ó÷àñòíèêó ìíîæåñòâà P \ Pok.
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3) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pj ∈ P \Pok äëÿ êàæäîãî yi, ïîëó÷åííîãî îò Pi ∈ Pok, äåëàåò
ñëåäóþùåå: ó÷àñòíèê Pj îáëàäàåò |Pok| íàáîðàìè âèäà(

ki, Uki(fm(1)), . . . , Uki(fm(n))
)
, Pi ∈ Pok.

Çíà÷åíèÿ Uki(yi) ñðàâíèâàþòñÿ ñ Uki(fm(i)). Åñëè íå ìåíåå d = ⌈(|Pok| + 1)/2⌉
íàáîðîâ ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ âèäà Uki(yi), òî çíà÷åíèå yi ïðèíèìàåòñÿ, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå îíî îòâåðãàåòñÿ. Ïîñëå ýòîãî Pj èíòåðïîëèðóåò ìíîãî÷ëåí fm ïî íå
ìåíåå d çíà÷åíèÿì yi, âîññòàíàâëèâàÿ ïðè ýòîì íåêîòîðîå ñîîáùåíèå m̃j.

Îïèøåì ýòàïû ïðîòîêîëà 6.
Ýòàï ïðîâåðîê. Ó÷àñòíèêè ñðàâíèâàþò ìåæäó ñîáîé ñîîáùåíèÿ mi ñ ïîìîùüþ

ñðàâíåíèÿ îáðàçîâ õåø-ôóíêöèè è ñîâìåñòíî îïðåäåëÿþò ïîäìíîæåñòâî ó÷àñòíè-
êîâ Psm, ÷üè ñîîáùåíèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé (âåðíåå, ðàâíû îáðàçû õåø-ôóíêöèè).
Ýòîò ýòàï ìîæåò áûòü ïðåðâàí ïðè îáíàðóæåíèè íåñîîòâåòñòâèé ìåæäó ñîîáùåíèÿ-
ìè ÷åñòíûõ ó÷àñòíèêîâ. Ïóñòü Phon � âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè. Áîëåå ôîðìàëüíî, ýòàï
ïðîâåðîê óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

� åñëè âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè Pi ∈ Phon îáëàäàþò îäèíàêîâûìè âõîäíûìè ñîîáùåíè-
ÿìè mi = m, òî ýòàï ïðîâåðîê íå áóäåò ïðåðâàí;

� âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè Pi ∈ Phon ∩ Psm îáëàäàþò îäèíàêîâûìè âõîäíûìè ñîîáùå-
íèÿìè mi = m;

� åñëè âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè Pi ∈ Phon îáëàäàþò îäèíàêîâûìè âõîäíûìè ñîîáùåíè-
ÿìè mi = m, òî âñå îíè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Psm, ò. å. Phon ⊆ Psm.
Ýòàï óêðóïíåíèÿ. Ó÷àñòíèêè èç ìíîæåñòâà Psm ïîìîãàþò äðóãèì ó÷àñòíèêàì

(ìíîæåñòâà P\Psm) ïîëó÷èòü ïðàâèëüíîå ñîîáùåíèå. Ýòî ïðèâîäèò ê ìíîæåñòâó ó÷àñò-
íèêîâ Pok, ñîñòîÿùåìó èç ó÷àñòíèêîâ ñ îäèíàêîâûìè ñîîáùåíèÿìè, ïðè÷¼ì áîëüøèí-
ñòâî ó÷àñòíèêîâ Pok ÿâëÿþòñÿ ÷åñòíûìè. Äàííûé ýòàï òàêæå ìîæåò áûòü ïðåðâàí ïðè
îáíàðóæåíèè íåñîîòâåòñòâèé ìåæäó ñîîáùåíèÿìè ÷åñòíûõ ó÷àñòíèêîâ. Ýòàï óêðóï-
íåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

� åñëè âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè ïîïàëè â ìíîæåñòâî Psm íà ýòàïå ïðîâåðîê (ò. å. âû-
ïîëíåíî Phon ⊆ Psm), òî ýòàï óêðóïíåíèÿ çàâåðøàåòñÿ áåç ïðåðûâàíèÿ;

� âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè Pi ∈ Phon ∩Pok îáëàäàþò îäèíàêîâûìè âûõîäíûìè ñîîáùå-
íèÿìè mi = m;

� âûõîäíûå ñîîáùåíèÿ ó÷àñòíèêîâ ìíîæåñòâà Phon∩Psm ñîâïàäàþò ñ ñîîáùåíèåì m;
� áîëüøèíñòâî ó÷àñòíèêîâ ìíîæåñòâà Pok ÿâëÿþòñÿ ÷åñòíûìè, ò. å. âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî |Pok ∩ Phon| > |Pok|/2. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íå ìåíåå ïîëîâèíû ó÷àñò-
íèêîâ ìíîæåñòâà Pconf = {Pj, ϕ(Pj) : Pj ∈ Prej} ÿâëÿþòñÿ íå÷åñòíûìè.
Ýòàï óòâåðæäåíèÿ ñîîáùåíèé. Ó÷àñòíèêè ìíîæåñòâà P \ Pok äîëæíû èìåòü âîç-

ìîæíîñòü ïîëó÷èòü ñîîáùåíèå m, êîòîðûì âëàäåþò ó÷àñòíèêè ìíîæåñòâà Pok. Íî ïðè
ýòîì ó÷àñòíèêè èç ìíîæåñòâà P \ Pok íå äîëæíû çàïðàøèâàòü ñîîáùåíèÿ îò ëþáûõ
ó÷àñòíèêîâ ìíîæåñòâà Pok. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íå÷åñòíûå ó÷àñòíèêè ìîãóò çëî-
óïîòðåáèòü ýòîé âîçìîæíîñòüþ, çàïðîñèâ ñîîáùåíèÿ ó êàæäîãî ó÷àñòíèêà èç Pok, ÷òî
ïðèâåä¼ò ê êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè Ω(ln2) áèò. Äëÿ óìåíüøåíèÿ ýòîé ñëîæíîñòè
ïðèìåí¼í òðþê ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãî÷ëåíà.

Ïóñòü l ≈ c · d äëÿ ïîäõîäÿùèõ c è d. Ïðåäñòàâèì ñîîáùåíèå m â âèäå m = (m0,
m1, . . . ,md−1), ãäåmi èìååò äëèíó c áèò, i = 0, 1, . . . , d−1. Ðàññìîòðèì ïîëå F = GF(2c).
Ñîîáùåíèþ m ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîãî÷ëåí fm(x) = m0+m1x+ . . .+md−1x

d−1 ∈
∈ F [x]. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà fm(x) (ñëåäîâàòåëüíî, ñîîáùåíèÿ m) íåîáõî-
äèìî çíàòü d çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà fm â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ïóñòü d = ⌈(|Pok|+ 1)/2⌉,
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c = ⌈(l + 1)/d⌉. Â äàííîì ñëó÷àå ê ñîîáùåíèþ äîáàâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé áèò.
Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ∈ Pok ïåðåäà¼ò çíà÷åíèå fm(i) êàæäîìó ó÷àñòíèêó èç ìíîæå-
ñòâà P \Pok. Êàæäûé ó÷àñòíèê Pj ∈ P \Pok (ñ ïîìîùüþ ó÷àñòíèêîâ èç ìíîæåñòâà Pok)
ìîæåò îòëè÷èòü êîððåêòíûå çíà÷åíèÿ fm(i) îò íåêîððåêòíûõ è â êîíå÷íîì èòîãå èí-
òåðïîëèðîâàòü ìíîãî÷ëåí fm, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ñîîáùåíèå m.

Òåîðåìà 5 [13]. Ïðîòîêîë 6 ÿâëÿåòñÿ (èíôîðìàöèîííî-òåîðåòè÷åñêè) t-áåçîïàñ-
íûì ïðîòîêîëîì âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ ñ êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ
O
(
ln+ n3k + (n2 + nk)B(1)

)
áèò, ãäå k�ïàðàìåòð áåçîïàñíîñòè.

6.2. Ê ð è ï ò î ã ð à ô è ÷ å ñ ê è á å ç î ï à ñ í û é ï ð î ò î ê î ë

Ðàññìîòðèì ïðîòîêîë, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ïðîòîêîëà 6 è èìååò
íåìíîãî ìåíüøóþ êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü, íî îáëàäàåò êðèïòîãðàôè÷åñêîé
(âû÷èñëèòåëüíîé) áåçîïàñíîñòüþ [10]. Ïóñòü H �ôóíêöèÿ õåøèðîâàíèÿ, óñòîé÷èâàÿ
ê îáíàðóæåíèþ êîëëèçèé.

Ïðîòîêîë 7 (ïðîòîêîë âèçàíòèéñêîãî ñîãëàøåíèÿ äëÿ t < n/2).
Ïóñòü êàæäûé ó÷àñòíèê Pi îáëàäàåò ñîîáùåíèåì mi ∈ {0, 1}l.
Îðàêóë: îðàêóë äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé íåáîëüøîé äëèíû.

Ý ò à ï ï ð î â å ð î ê. Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi äåëàåò ñëåäóþùåå.

1) Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè õåøèðîâàíèÿ hi = H(mi), êîòîðîå òðàíñëèðó-
åòñÿ âñåì ó÷àñòíèêàì.

2) Ïðîèñõîäèò ïðîâåðêà, ñêîëüêî îäèíàêîâûõ ñâ¼ðòîê òðàíñëèðóåòñÿ. Åñëè èõ íå
ìåíåå n− t, òî îáîçíà÷èì ýòó ñâ¼ðòêó ÷åðåç h, à ÷åðåç Psm �ìíîæåñòâî ó÷àñò-
íèêîâ, êîòîðûå òðàíñëèðîâàëè ñâåðòêó h. Åñëè òðàíñëèðîâàëîñü ìåíåå n − t
îäèíàêîâûõ ñâ¼ðòîê, òî ïðîòîêîë ïðåðûâàåòñÿ.

Ý ò à ï ä î ã î â î ð ¼ í í î ñ ò è. Ïóñòü ϕ : P \ Psm → Psm �íåêîòîðàÿ èíúåêòèâ-
íàÿ ôóíêöèÿ. Íàïðèìåð, ó÷àñòíèêè ìíîæåñòâà P \Psm ïåðåáèðàþòñÿ ïî ïîðÿäêó ñëå-
äîâàíèÿ èõ èíäåêñîâ, êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòíèêîâ ìíîæå-
ñòâà Psm, êîòîðûå òîæå ïåðåáèðàþòñÿ ïî ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ èíäåêñîâ. Ñ ïîìîùüþ
ýòîé ôóíêöèè ó÷àñòíèêó Pj ∈ P \ Psm ïîëó÷èòü êîððåêòíîå ñîîáùåíèå m ïîìîãàåò
ó÷àñòíèê ϕ(Pj) ∈ Psm.

Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi äåëàåò ñëåäóþùåå:

1) Åñëè Pi ∈ Psm, òî îí îïðåäåëÿåò ñâî¼ ñîîáùåíèå mi êàê âûõîäíîå.
2) Åñëè Pi ∈ Psm è Pi = ϕ(Pj), òî Pi ïåðåäà¼ò ñîîáùåíèå mi ó÷àñòíèêó Pj. Îáîçíà-

÷èì ïîëó÷åííîå ó÷àñòíèêîì Pj ñîîáùåíèå ÷åðåç m̃j.
3) Åñëè Pi ∈ P\Psm è îí ïîëó÷èë íà ïðåäûäóùåì øàãå îò ó÷àñòíèêà Pj ñîîáùåíèå

m̃i = mj, ãäå Pj = ϕ(Pi), òî Pi ïðîâåðÿåò, âûïîëíåíî ëè ðàâåíñòâî H(m̃i) = h.
Åñëè ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî Pi òðàíñëèðóåò çíà÷åíèå 1 è îïðåäåëÿåò ñâî¼
âûõîäíîå ñîîáùåíèå mi = m̃i, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Pi òðàíñëèðóåò çíà÷åíèå 0.

4) Ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî Pconf, êîòîðîå ñîñòîèò èç ïàð âèäà {Pj, ϕ(Pj)}, Pj ∈ P\Psm,
ïðè÷¼ì Pj òðàíñëèðîâàë 0. Ïóñòü Pok = P \ Pconf, d = ⌈(|Pok| + 1)/2⌉, c =
= ⌈(l + 1)/d⌉.

5) Åñëè Pi ∈ Pok, òî ñîîáùåíèå mi ïðåîáðàçóåòñÿ â ìíîãî÷ëåí fi ∈ GF(2c) ñòåïå-
íè íå áîëåå d − 1. Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå yi = fi(i) è âåêòîð Hi =

(
H(fi(1)),

. . . , H(fi(n))
)
. Íàáîð (yi, Hi) ïåðåäà¼òñÿ êàæäîìó Pj ∈ P \ Psm, êîòîðûé òðàíñ-

ëèðîâàë çíà÷åíèå 0.
6) Åñëè Pi ∈ P \ Psm è Pi òðàíñëèðîâàë 0, òî äëÿ êàæäîãî yj, ïîëó÷åííîãî

îò Pj ∈ Pok, äåëàåòñÿ ñëåäóþùåå: ó÷àñòíèê Pi îáëàäàåò |Pok| íàáîðàìè âèäà(
H(fj(1)), . . . , H(fj(n))

)
, Pj ∈ Pok. Çíà÷åíèÿ H(yj) ñðàâíèâàþòñÿ ñ H(fj(j)).
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Åñëè íå ìåíåå d = ⌈(|Pok| + 1)/2⌉ íàáîðîâ ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ âèäà H(yj), òî
çíà÷åíèå yj ïðèíèìàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî îòâåðãàåòñÿ. Ïîñëå ýòîãî Pi

èíòåðïîëèðóåò ìíîãî÷ëåí f ïî íå ìåíåå d çíà÷åíèÿì yj, âîññòàíàâëèâàÿ íåêî-
òîðîå ñîîáùåíèå m̃i, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ åãî âûõîäíûì çíà÷åíèåì.

Ýòàï ïðîâåðîê îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� åñëè âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè Pi íà÷íóò ýòàï ïðîâåðîê ñ îäèíàêîâûì ñîîáùåíèåì
mi = m, òî ýòàï íå áóäåò ïðåðâàí, ïðè÷¼ì âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè ïîïàäóò â ìíî-
æåñòâî Psm;

� âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè ìíîæåñòâà Psm îáëàäàþò îäèíàêîâûìè âõîäíûìè ñîîáùå-
íèÿìè.

Ýòàï äîãîâîðåííîñòè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� áîëüøèíñòâî ó÷àñòíèêîâ ìíîæåñòâà Pok ÿâëÿþòñÿ ÷åñòíûìè;
� âûõîäíûå çíà÷åíèÿ ÷åñòíûõ ó÷àñòíèêîâ ìíîæåñòâ Psm è Pok îäèíàêîâû;
� âñå ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè îáëàäàþò îäèíàêîâûìè âûõîäíûìè ñîîáùåíèÿìè.

Òåîðåìà 6 [10]. Ïðîòîêîë 7 (çà èñêëþ÷åíèåì ïðåíåáðåæèìî ìàëîé âåðîÿòíîñòè
îò ïàðàìåòðà k) ÿâëÿåòñÿ (êðèïòîãðàôè÷åñêè) t-áåçîïàñíûì ïðîòîêîëîì âèçàíòèéñêî-
ãî ñîãëàøåíèÿ ñ êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ O

(
ln + n3k + nkB(1)

)
áèò, ãäå k �

ïàðàìåòð áåçîïàñíîñòè.

7. Ïðîòîêîëû ðàñøèðåíèÿ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ t < n

Ðàññìîòðèì êðèïòîãðàôè÷åñêè (âû÷èñëèòåëüíî) è èíôîðìàöèîííî-òåîðåòè÷åñêè
áåçîïàñíûå ïðîòîêîëû ðàñøèðåíèÿ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è â ñëó÷àå t < n [14].
Íà âûñîêîì óðîâíå îáå êîíñòðóêöèè ðàáîòàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëèííîå ñîîá-
ùåíèå (êîòîðîå òðåáóåòñÿ òðàíñëèðîâàòü) ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè, à ê êàæäîìó áëîêó
ïðèìåíÿåòñÿ ñïåöèàëüíûé ïðîòîêîë äëÿ òðàíñëÿöèè áëîêà.

Â ïðîòîêîëàõ èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà êîíòðîëÿ äëÿ ðàçðåøåíèÿ ñïîðîâ ìåæäó ó÷àñò-
íèêàìè (êîãäà ó÷àñòíèêè îáëàäàþò ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè). Ïóñòü ∆�ìíîæåñòâî
íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ó÷àñòíèêîâ, ïðè÷¼ì {Pi, Pj} ∈ ∆ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ó Pi è Pj ïðîèñõîäèò ñïîð ïî ïîâîäó òîãî, ÷ü¼ ñîîáùåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì. Â íà-
÷àëå ïðîòîêîëà ìíîæåñòâî ∆ ïóñòîå. Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîòîêîëà ïðè âîçíèêíî-
âåíèè ñïîðà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà ó÷àñòíèêîâ äîáàâëÿåòñÿ â ýòî ìíîæåñòâî. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ∆ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû {Pi, Pj} ∈ ∆
ó÷àñòíèêè Pi è Pj íàõîäÿòñÿ â ñïîðå.

7.1. Ê ð è ï ò î ã ð à ô è ÷ å ñ ê è á å ç î ï à ñ í û é ï ð î ò î ê î ë

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîòîêîë CryptoBlockBC, êîòîðûé ïðåäíàçíà÷åí äëÿ òðàíñ-
ëÿöèè íåêîòîðîãî áëîêà äàííûõ. Îí âûçûâàåòñÿ â ïðîòîêîëå CryptoBC, ãäå ñîîá-
ùåíèå äëèíû l ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè è äëÿ êàæäîãî áëîêà âûçûâàåòñÿ ïðîòîêîë
CryptoBlockBC. Â íà÷àëå ïðîòîêîëà CryptoBC ìíîæåñòâî ∆ ïóñòî. Åñëè ïðè âûçîâå
ïðîòîêîëà CryptoBlockBC íåêîòîðàÿ ïàðà {Pi, Pj} ïîïàäàåò â ∆, òî îíà òàì îñòà¼òñÿ
äî îêîí÷àíèÿ ïðîòîêîëà CryptoBC, ò. å. ìíîæåñòâî ∆ ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîé ïåðåìåííîé
îòíîñèòåëüíî ïðîòîêîëîâ CryptoBlockBC. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ó ó÷àñòíèêîâ Pi è Pj

âîçíèê ñïîð îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî áëîêà, òî ýòîò ñïîð ïðîäîëæàåòñÿ è
ïðè âûçîâå CryptoBlockBC äëÿ äðóãèõ áëîêîâ íåêîòîðîãî ñîîáùåíèÿ äëèíû l.

Â ïðîòîêîëå CryptoBlockBC èñïîëüçóåòñÿ óñòîé÷èâàÿ ê êîëëèçèÿì ôóíêöèÿ õåøè-
ðîâàíèÿ H. Ïóñòü P = {P1, . . . , Pn}�ìíîæåñòâî ó÷àñòíèêîâ; Psm �ìíîæåñòâî ó÷àñò-
íèêîâ, ó êîòîðûõ ñîîáùåíèÿ mi ñîâïàäàþò.
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Ïðîòîêîë 8 (ïðîòîêîë CryptoBlockBC(m)).
Ïóñòü äèëåð D îáëàäàåò ñîîáùåíèåì m.
Îðàêóë: îðàêóë äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé íåáîëüøîé äëèíû.

1) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi èíèöèàëèçèðóåò ìíîæåñòâî Psm = {D}.
2) Äèëåð D òðàíñëèðóåò çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè h = H(m).
3) Öèêë: ïîêà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïàðà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòíèêîâ Pi, Pj ∈ P

ñ óñëîâèåì Pi ∈ Psm, Pj ∈ P \ Psm è {Pi, Pj} ̸∈ ∆, äåëàåòñÿ ñëåäóþùåå:

à) ó÷àñòíèê Pi ïåðåäà¼ò ñîîáùåíèå mi ó÷àñòíèêó Pj; îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå
ó÷àñòíèêîì Pj ñîîáùåíèå ÷åðåç mj;
á) åñëè H(mj) = h, òî ó÷àñòíèê Pj òðàíñëèðóåò çíà÷åíèå 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �
çíà÷åíèå 0;
â) åñëè Pj òðàíñëèðóåò 1, òî âñå ó÷àñòíèêè äîáàâëÿþò ó÷àñòíèêà Pj â ìíîæå-
ñòâî Psm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ó÷àñòíèêè äîáàâëÿþò ïàðó {Pi, Pj} â ìíîæå-
ñòâî ∆.

4) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ∈ Psm îïðåäåëÿåò â êà÷åñòâå âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ ñîîá-
ùåíèå mi. Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ∈ P \ Psm îïðåäåëÿåò â êà÷åñòâå âûõîäíîãî
çíà÷åíèÿ ⊥.

Ëåììà 1 [14]. Ïóñòü ∆�äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ïàð ó÷àñòíèêîâ íà ìîìåíò âû-
çîâà ïðîòîêîëà CryptoBlockBC äëÿ áëîêà m, ∆e � ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî íà ìî-
ìåíò îêîí÷àíèÿ ïðîòîêîëà CryptoBlockBC äëÿ ñîîáùåíèÿ m, H � óñòîé÷èâàÿ ê êîë-
ëèçèÿì ôóíêöèÿ õåøèðîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðîì áåçîïàñíîñòè k (äëèíà ñâ¼ðòêè). Òîãäà
ïðîòîêîë CryptoBlockBC ÿâëÿåòñÿ t-áåçîïàñíûì ïðîòîêîëîì øèðîêîâåùàòåëüíîé ïå-
ðåäà÷è, ìíîæåñòâî ∆e ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, ÷èñëî ðàóíäîâ ïðîòîêîëà CryptoBlockBC
ðàâíî O(n+d), êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò B(k)+(n+d)(|m|+B(1)) áèò,
ãäå d = |∆e| − |∆|; |m|�äëèíà áëîêà m.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîòîêîë CryptoBC. Ïóñòü q�íåêîòîðûé ïàðàìåòð, q ⩽ l.

Ïðîòîêîë 9 (ïðîòîêîë CryptoBC).
Ïóñòü äèëåð D îáëàäàåò ñîîáùåíèåì m ∈ {0, 1}l.
Îðàêóë: îðàêóë äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé íåáîëüøîé äëèíû.

1) Ó÷àñòíèêè èíèöèàëèçèðóþò ìíîæåñòâî ∆ â âèäå ïóñòîãî ìíîæåñòâà.
2) Äèëåð D ðàçáèâàåò ñîîáùåíèå m íà q áëîêîâ m = (m1, . . . ,mq).
3) Äëÿ i = 1, . . . , q âûçûâàåòñÿ ïðîòîêîë CryptoBlockBC(mi). Ïóñòüm

i
j � âûõîäíîå

ñîîáùåíèå ó÷àñòíèêà Pj ïîñëå i-ãî øàãà, i = 1, . . . , q.
4) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pj â êà÷åñòâå èòîãîâîãî âûõîäíîãî ñîîáùåíèÿ îïðåäåëÿåò

ñëåäóþùåå: åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i âûïîëíåíî mi
j =⊥, òî mj =⊥, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå mj = (m1
j , . . . ,m

q
j).

Ââèäó ëåììû 1 êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü ïðîòîêîëà CryptoBC íå ïðåâûøàåò

q∑
i=1

(
B(k) + (n+ di)(l/q + B(1))

)
= qB(k) +

(
qn+

q∑
i=1

di

)
(l/q + B(1)) áèò.

Òàê êàê
q∑

i=1

di ⩽ n2, êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì qB(k) +

+ (qn + n2)(l/q + B(1)). Ïðè q = n êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó
÷èñëîì 2ln+ nB(k) + 2n2B(1).

Òàê êàê ÷èñëî ðàóíäîâ ïðîòîêîëà CryptoBlockBC ïðè i-ì âûçîâå ðàâíî O(n + di),

ïðè÷¼ì
q∑

i=1

di ⩽ n2, òî ÷èñëî ðàóíäîâ ïðîòîêîëà CryptoBC ðàâíî O(n2).



Âèçàíòèéñêîå ñîãëàøåíèå è øèðîêîâåùàòåëüíàÿ ïåðåäà÷à 59

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 7. Ïðè t < n ïðîòîêîë CryptoBC ïðè q = n ÿâëÿåòñÿ (âû÷èñëèòåëüíî)
t-áåçîïàñíûì ïðîòîêîëîì øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è äëÿ ñîîáùåíèÿ äëèíû l áèò
ñ ÷èñëîì ðàóíäîâ O(n2) è êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ O

(
ln + (n2 + nk)B(1)

)
áèò,

ãäå k�ïàðàìåòð áåçîïàñíîñòè.

7.2. È í ô î ð ì à ö è î í í î - ò å î ð å ò è ÷ å ñ ê è á å ç î ï à ñ í û é ï ð î ò î ê î ë

Êàê è äëÿ ñëó÷àÿ êðèïòîãðàôè÷åñêè áåçîïàñíîãî ïðîòîêîëà, âñå ó÷àñòíèêè âî âðå-
ìÿ ïðîòîêîëà ITBlockBC äåëÿòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà Psm è P\Psm. Îòëè÷èå îò ïðåäûäó-
ùåãî ñëó÷àÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî Psm íå ðàñò¼ò ìîíîòîííî, òàê êàê âî âðåìÿ ïðîòîêî-
ëà ITBlockBC îäèí è òîò æå ó÷àñòíèê ìîæåò áûòü äîáàâëåí/óäàë¼í èç ìíîæåñòâà Psm
íåñêîëüêî ðàç. Ïðè î÷åðåäíîé èòåðàöèè öèêëà ïðîèñõîäèò ïîïûòêà ïåðåâåñòè ó÷àñòíè-
êà èç P\Psm â Psm. Ïóñòü {Pi, Pj}�íåêîòîðàÿ ïàðà ó÷àñòíèêîâ, äëÿ êîòîðûõ Pi ∈ Psm,
Pj ∈ P \ Psm, {Pi, Pj} ̸∈ ∆. Ó÷àñòíèê Pi ïåðåäà¼ò ó÷àñòíèêó Pj ñîîáùåíèå mi. Ïîñëå
ýòîãî ó÷àñòíèê Pj äîëæåí ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîîáùåíèå ñîâïàäàåò ñ ñîîá-
ùåíèÿìè, êîòîðûå èìåþòñÿ ó ó÷àñòíèêîâ ìíîæåñòâà Psm. Äëÿ ýòîãî Pj òðàíñëèðóåò
çíà÷åíèå êëþ÷à kj äëÿ ε-óíèâåðñàëüíîé õåø-ôóíêöèè Uk, à äèëåð òðàíñëèðóåò çíà÷å-
íèå hj = Ukj(m). Åñëè ó÷àñòíèê Pj ÷åñòíî âûáèðàåò kj ñëó÷àéíûì ðàâíîâåðîÿòíûì
îáðàçîì, òî ñ ïîäàâëÿþùåé âåðîÿòíîñòüþ ÷åñòíûå ó÷àñòíèêè ïîëó÷àò ðàçíûå çíà÷å-
íèÿ õåø-ôóíêöèè, åñëè ó íèõ áóäóò ñîîáùåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò m. Åñëè ó÷àñòíèê èç
Psm ∪ {Pj} \ {D} äëÿ ñâîåãî ñîîáùåíèÿ ïîëó÷èò çíà÷åíèå õåø-ôóíêöèè, ðàâíîå hj, òî
îí òðàíñëèðóåò çíà÷åíèå 1, èíà÷å � 0. Â äàííîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äèëåð D
òðàíñëèðîâàë ðåçóëüòàò ñâîåé ïðîâåðêè, òàê êàê ÷åñòíûé äèëåð âñåãäà òðàíñëèðó-
åò çíà÷åíèå 1. Åñëè âñå ó÷àñòíèêè ìíîæåñòâà Psm ∪ {Pj} \ {D} òðàíñëèðóþò 1, òî
ó÷àñòíèê Pj äîáàâëÿåòñÿ â ìíîæåñòâî Psm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäèí ó÷àñòíèê
ìíîæåñòâà Psm∪{Pj} íå îáëàäàåò êîððåêòíûì ñîîáùåíèåì, ïîýòîìó ïðîèñõîäèò ïîèñê
íîâûõ ñïîðîâ ó÷àñòíèêîâ.

Âàæíûì îòëè÷èåì îò êðèïòîãðàôè÷åñêîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñïîðû ìîãóò
âîçíèêàòü íå òîëüêî ìåæäó Pi è Pj, íî è ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè â Psm. ×òî-
áû íàéòè òàêèå ñïîðû, íóæíî çíàòü èñòîðèþ ôîðìèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà Psm. Äëÿ ýòîãî
ìíîæåñòâî T ñîäåðæèò òàêèå (óïîðÿäî÷åííûå) ïàðû ó÷àñòíèêîâ (Pi, Pj), äëÿ êîòîðûõ
Pj ïîëó÷èë îò ó÷àñòíèêà Pi ñîîáùåíèå mi.

Ïðîòîêîë 10 (ïðîòîêîë ITBlockBC(m)).
Ïóñòü äèëåð D îáëàäàåò ñîîáùåíèåì m.
Îðàêóë: îðàêóë äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé íåáîëüøîé äëèíû.

1) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi èíèöèàëèçèðóåò ìíîæåñòâà Psm = {D} è T = ∅.
2) Öèêë: ïîêà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïàðà ó÷àñòíèêîâ Pi, Pj ∈ P ñ óñëîâèåì

Pi ∈ Psm, Pj ∈ P \ Psm è {Pi, Pj} ̸∈ ∆, äåëàåòñÿ ñëåäóþùåå:

à) ó÷àñòíèê Pi ïåðåäà¼ò ñîîáùåíèå mi ó÷àñòíèêó Pj. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå
ó÷àñòíèêîì Pj ñîîáùåíèå ÷åðåç mj. Ïàðà (Pi, Pj) äîáàâëÿåòñÿ â T ;
á) ó÷àñòíèê Pj âûáèðàåò ñëó÷àéíûì ðàâíîâåðîÿòíûì îáðàçîì êëþ÷ kj ∈ K è
òðàíñëèðóåò åãî. Ïîñëå ýòîãî äèëåð D òðàíñëèðóåò hj = Ukj(m);
â) êàæäûé ó÷àñòíèê Pk ∈ Psm ∪ {Pj} \ {D} ïðîâåðÿåò, âûïîëíåíî ëè ðàâåíñòâî
Ukj(mk) = hj. Ó÷àñòíèê Pk òðàíñëèðóåò 1, åñëè ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå òðàíñëèðóåòñÿ 0;
ã) åñëè âñå ó÷àñòíèêè ìíîæåñòâà Psm ∪ {Pj} \ {D} òðàíñëèðóþò çíà÷åíèå 1, òî
ó÷àñòíèê Pj äîáàâëÿåòñÿ â ìíîæåñòâî Psm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äåëàåòñÿ ñëåäó-
þùåå:
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� äëÿ êàæäîé ïàðû âèäà (Pk, Pr) ∈ T , äëÿ êîòîðîé Pk òðàíñëèðîâàë çíà÷å-
íèå 1 (Pk ìîæåò áûòü ðàâåí D), à ó÷àñòíèê Pr � çíà÷åíèå 0, ïàðà {Pk, Pr}
äîáàâëÿåòñÿ â ìíîæåñòâî ∆;

� Psm := {D}, T := ∅.
3) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ∈ Psm îïðåäåëÿåò â êà÷åñòâå âûõîäíîãî çíà÷åíèÿ ñîîá-

ùåíèå mi. Êàæäûé ó÷àñòíèê Pi ∈ P \ Psm îïðåäåëÿåò â êà÷åñòâå âûõîäíîãî
çíà÷åíèÿ ⊥.

Ëåììà 2 [14]. Ïóñòü ∆�äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ïàð ó÷àñòíèêîâ íà ìîìåíò âû-
çîâà ïðîòîêîëà ITBlockBC äëÿ ñîîáùåíèÿ (áëîêà) m, ∆e � ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæå-
ñòâî íà ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ïðîòîêîëà ITBlockBC äëÿ ñîîáùåíèÿm, U � óíèâåðñàëüíàÿ
ôóíêöèÿ õåøèðîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðîì áåçîïàñíîñòè κ. Òîãäà ïðîòîêîë ITBlockBC ÿâëÿ-
åòñÿ t-áåçîïàñíûì ïðîòîêîëîì øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è, ìíîæåñòâî ∆e ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì, ÷èñëî ðàóíäîâ ïðîòîêîëà ITBlockBC ðàâíî O(n + nd), êîììóíèêàöèîí-
íàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò (n+ nd)

(
|m|+ 2B(κ) + nB(1)

)
áèò, ãäå d = |∆e| − |∆|; |m|�

äëèíà áëîêà m.

Ïðèâåä¼ì ïðîòîêîë ITBC äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ äëèíû l;
îí àíàëîãè÷åí ïðîòîêîëó CryptoBC.

Ïðîòîêîë 11 (ïðîòîêîë ITBC).
Ïóñòü äèëåð D îáëàäàåò ñîîáùåíèåì m ∈ {0, 1}l.
Îðàêóë: îðàêóë äëÿ øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé íåáîëüøîé äëèíû.

1) Ó÷àñòíèêè èíèöèàëèçèðóþò ìíîæåñòâî ∆ â âèäå ïóñòîãî ìíîæåñòâà.
2) Äèëåð D ðàçáèâàåò ñîîáùåíèå m íà q áëîêîâ m = (m1, . . . ,mq).
3) Äëÿ i = 1, . . . , q âûçûâàåòñÿ ïðîòîêîë ITBlockBC(mi). Ïóñòü mi

j � âûõîäíîå
ñîîáùåíèå ó÷àñòíèêà Pj ïîñëå i-ãî øàãà, i = 1, . . . , q.

4) Êàæäûé ó÷àñòíèê Pj â êà÷åñòâå èòîãîâîãî âûõîäíîãî ñîîáùåíèÿ îïðåäåëÿåò
ñëåäóþùåå: åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i âûïîëíåíî mi

j =⊥, òî mj =⊥, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå mj = (m1

j , . . . ,m
q
j).

Ââèäó ëåììû 2 êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü ïðîòîêîëà ITBC íå ïðåâûøàåò

q∑
i=1

(n+ ndi)
(
l/q + 2B(κ) + nB(1)

)
= n

(
q +

q∑
i=1

di

)(
l/q + 2B(κ) + nB(1)

)
áèò.

Òàê êàê
q∑

i=1

di ⩽ n2, òî êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñëîì

n(q + n2)
(
l/q + 2B(κ) + nB(1)

)
. Ïðè q = n2 êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü îãðàíè÷åíà

ñâåðõó ÷èñëîì 2ln+ 2n3
(
2B(κ) + nB(1)

)
.

Òàê êàê ÷èñëî ðàóíäîâ ïðîòîêîëà ITBlockBC ïðè i-ì âûçîâå ðàâíî O(n + ndi),

ïðè÷¼ì
q∑

i=1

di ⩽ n2, òî ÷èñëî ðàóíäîâ ïðîòîêîëà ITBC ðàâíî O(n3).

Òåîðåìà 8 [14]. Ïðè t < n ïðîòîêîë ITBC ïðè q = n2 ÿâëÿåòñÿ (èíôîðìàöèîííî-
òåîðåòè÷åñêè) t-áåçîïàñíûì ïðîòîêîëîì øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è äëÿ ñîîáùåíèÿ
äëèíû l áèò ñ ÷èñëîì ðàóíäîâ O(n3) è êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ O

(
ln + (n4 +

+ n3κ)B(1)
)
áèò, ãäå κ�ïàðàìåòð áåçîïàñíîñòè.

Çàêëþ÷åíèå

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ïàðàìåòðû ïðîòîêîëîâ ðàñøèðåíèÿ äëÿ âèçàíòèéñêîãî ñîãëà-
øåíèÿ è øèðîêîâåùàòåëüíîé ïåðåäà÷è â ñèíõðîííîé íàñòðîéêå, ãäå n�÷èñëî ó÷àñò-
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íèêîâ; t�ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íå÷åñòíûõ ó÷àñòíèêîâ; l�äëèíà ñîîáùåíèÿ; k�ïàðà-
ìåòð áåçîïàñíîñòè.

Ïîðîã Áåçîïàñíîñòü Ïðîòîêîë
Êîììóíèêàöèîííàÿ Ëèòå-

ñëîæíîñòü ðàòóðà

t < n/3
Èíôîðìàöèîííî- Âèç. ñîãëàøåíèå,

O
(
ln+ n2B(1)

)
[10]

òåîðåòè÷åñêàÿ øèðîêîâåùàíèå

t < n/3
Èíôîðìàöèîííî- Âèç. ñîãëàøåíèå,

O
(
ln+ nB(1) + n3

)
[15]

òåîðåòè÷åñêàÿ øèðîêîâåùàíèå

t < n/2
Èíôîðìàöèîííî- Âèç. ñîãëàøåíèå,

O
(
ln+ n3k + (n2 + nk)B(1)

)
[13]

òåîðåòè÷åñêàÿ øèðîêîâåùàíèå

t < n/2 Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ
Âèç. ñîãëàøåíèå,

O
(
ln+ nkB(1) + kn3

)
[10]

øèðîêîâåùàíèå

t < n/2 Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ
Âèç. ñîãëàøåíèå,

O
(
ln+ kA(1) + kn2

)
[15]

øèðîêîâåùàíèå

t < (1− ε)n Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ Øèðîêîâåùàíèå O
(
ln+ kB(1) + kn2 + n3

)
[15]

t < n Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ Øèðîêîâåùàíèå O
(
ln+ (nk + n3 log n)B(1)

)
[10]

t < n Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ Øèðîêîâåùàíèå O
(
ln+ (n2 + nk)B(1)

)
[14]

t < n
Èíôîðìàöèîííî-

Øèðîêîâåùàíèå O
(
ln+ (n4 + n3k)B(1)

)
[14]

òåîðåòè÷åñêàÿ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ìíîãîïîëþñíûõ êîíòàêòíûõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ
çàäàííûå áóëåâû ôóíêöèè ìåæäó ïîëþñàìè A è B è äîïóñêàþùèõ êîðîòêèå åäè-
íè÷íûå ïðîâåðÿþùèå òåñòû îòíîñèòåëüíî ðàçìûêàíèé êîíòàêòîâ. Äëÿ êàæäîé
áóëåâîé ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ è êàæäîãî òåñòîâîãî ïîëþñíîãî ìíîæåñòâà,
ñîäåðæàùåãî õîòÿ áû äâå îòëè÷íûõ îò {A,B} è íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàðû ïîëþ-
ñîâ, íàéäåíî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå äëèíû òàêîãî òåñòà. Â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíî, ÷òî îíî íå ïðåâîñõîäèò 2.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíàÿ ñõåìà, îáðûâ êîíòàêòà, äîïîëíèòåëüíûé ïî-

ëþñ, åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþùèé òåñò, áóëåâà ôóíêöèÿ.

SHORT SINGLE FAULT DETECTION TESTS OF CONTACT BREAK
FOR CONTACT CIRCUITS WITH TWO OR MORE ADDITIONAL POLES

K.A. Popkov

Keldysh Institute of Applied Mathematics, Moscow, Russia

We consider the problem of synthesizing multi-pole contact circuits that implement
given Boolean functions between poles A and B and allow short single fault detection
tests related to contact breaks. For each Boolean function on n variables and each test
pole set containing at least two disjoint pairs of poles other than {A,B}, the minimal
possible length value of such a test is found. In particular, it is proved that this value
does not exceed 2.

Keywords: contact circuit, contact break, additional pole, single fault detection test,
Boolean function.

Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ëåãêîòåñòèðóåìûõ êîíòàêòíûõ ñõåì [1], ðåàëèçóþ-
ùèõ çàäàííûå áóëåâû ôóíêöèè. Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê òåñòèðîâàíèþ êîíòàêòíûõ ñõåì
ïðåäëîæåí È.À. ×åãèñ è Ñ.Â. ßáëîíñêèì â [2]. Ïðåäñòàâèì, ÷òî èìååòñÿ äâóõïîëþñ-
íàÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà S, ðåàëèçóþùàÿ áóëåâó ôóíêöèþ f(x̃n), ãäå x̃n = (x1, . . . , xn).
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Ïîä âîçäåéñòâèåì íåêîòîðîãî èñòî÷íèêà íåèñïðàâíîñòåé îäèí èëè íåñêîëüêî êîíòàê-
òîâ ñõåìû S ìîãóò ïåðåéòè â íåèñïðàâíîå ñîñòîÿíèå. Â êà÷åñòâå íåèñïðàâíîñòåé êîí-
òàêòîâ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ èõ îáðûâû (ðàçìûêàíèÿ) è/èëè çàìûêàíèÿ. Ïðè îá-
ðûâå êîíòàêòà ïðîâîäèìîñòü ìåæäó åãî êîíöàìè ñòàíîâèòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé,
à ïðè çàìûêàíèè� òîæäåñòâåííî åäèíè÷íîé. Â ðåçóëüòàòå ñõåìà S âìåñòî èñõîäíîé
ôóíêöèè f(x̃n) ñòàíåò ðåàëèçîâûâàòü íåêîòîðóþ áóëåâó ôóíêöèþ g(x̃n), âîîáùå ãîâî-
ðÿ, îòëè÷íóþ îò f . Âñå òàêèå ôóíêöèè g(x̃n), ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè âñåâîçìîæíûõ äîïó-
ñòèìûõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íåèñïðàâíîñòÿõ êîíòàêòîâ ñõåìû S, íàçûâàþòñÿ
ôóíêöèÿìè íåèñïðàâíîñòè äàííîé ñõåìû.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ [3, 4]. Ïðîâåðÿþùèì òåñòîì äëÿ ñõåìû S íàçû-
âàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî T íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ÷òî äëÿ ëþáîé
íåòðèâèàëüíîé, ò. å. îòëè÷íîé îò f(x̃n), ôóíêöèè íåèñïðàâíîñòè g(x̃n) ñõåìû S â T
íàéä¼òñÿ íàáîð σ̃, íà êîòîðîì f(σ̃) ̸= g(σ̃). Äèàãíîñòè÷åñêèì òåñòîì äëÿ ñõåìû S
íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî T íàáîðîâ çíà÷åíèé áóëåâûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ÷òî
T ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðÿþùèì òåñòîì è, êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé
íåèñïðàâíîñòè g1(x̃

n) è g2(x̃
n) ñõåìû S â T íàéä¼òñÿ íàáîð π̃, íà êîòîðîì g1(π̃) ̸= g2(π̃).

×èñëî íàáîðîâ â T íàçûâàåòñÿ äëèíîé òåñòà. Â êà÷åñòâå òðèâèàëüíîãî äèàãíîñòè÷å-
ñêîãî (è ïðîâåðÿþùåãî) òåñòà äëèíû 2n äëÿ ñõåìû S âñåãäà ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n. Òåñò íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè â ñõåìå
ìîãóò áûòü íåèñïðàâíû ñêîëüêî óãîäíî êîíòàêòîâ, è åäèíè÷íûì, åñëè â ñõåìå ìîæåò
áûòü íåèñïðàâåí òîëüêî îäèí êîíòàêò. Åäèíè÷íûå òåñòû îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äëÿ
íåèçáûòî÷íûõ ñõåì [4, ñ. 110�111], â êîòîðûõ ëþáàÿ äîïóñòèìàÿ íåèñïðàâíîñòü ëþáîãî
îäíîãî êîíòàêòà ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíîé ôóíêöèè íåèñïðàâíîñòè. Åñëè â ñõåìå äî-
ïóñêàþòñÿ òîëüêî îáðûâû êîíòàêòîâ (èëè òîëüêî èõ çàìûêàíèÿ), òî ãîâîðÿò î òåñòàõ
ðàçìûêàíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî î òåñòàõ çàìûêàíèÿ).

Ïóñòü çàôèêñèðîâàí âèä íåèñïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ è T � åäèíè÷íûé ïðîâåðÿþ-
ùèé òåñò (ÅÏÒ) äëÿ íåêîòîðîé äâóõïîëþñíîé êîíòàêòíîé ñõåìû S. Ââåä¼ì ñëåäóþ-
ùèå îáîçíà÷åíèÿ: DÅÏ(T )�äëèíà òåñòà T ; DÅÏ(S) = minDÅÏ(T ), ãäå ìèíèìóì áå-
ð¼òñÿ ïî âñåì ÅÏÒ T äëÿ ñõåìû S; DÅÏ(f) = minDÅÏ(S), ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî
âñåì íåèçáûòî÷íûì äâóõïîëþñíûì êîíòàêòíûì ñõåìàì S, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f ;
DÅÏ(n) = maxDÅÏ(f), ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì áóëåâûì ôóíêöèÿì f îò n ïå-
ðåìåííûõ. Ôóíêöèÿ DÅÏ(n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Øåííîíà äëèíû ÅÏÒ. Ïî àíàëîãèè
ñ ôóíêöèÿìè DÅÏ ìîæíî ââåñòè ôóíêöèè DÏÏ, DÅÄ è DÏÄ äëÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîë-
íîãî ïðîâåðÿþùåãî (ÏÏ), åäèíè÷íîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî (ÅÄ) è ïîëíîãî äèàãíîñòè÷å-
ñêîãî (ÏÄ) òåñòîâ, çàâèñÿùèå îò T , îò S, îò f è îò n (â îïðåäåëåíèÿõ ôóíêöèé DÏÏ(f)
è DÏÄ(f) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåèçáûòî÷íîñòè ñõåì). Òàê, íàïðèìåð, DÏÄ(n)�ôóíêöèÿ
Øåííîíà äëèíû ïîëíîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ

ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, åñëè îòíîøåíèå ÷èñëà áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ,
äëÿ êîòîðûõ ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ê ÷èñëó âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðå-
ìåííûõ (ò. å. ê 22

n
) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞.

Äàëåå â êà÷åñòâå íåèñïðàâíîñòåé êîíòàêòîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî èõ îáðû-
âû. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ òåñòîâ ðàçìûêàíèÿ äëÿ äâóõïîëþñ-
íûõ êîíòàêòíûõ ñõåì. Í.Ï. Ðåäüêèíûì â [5] ïîëó÷åíà îöåíêà DÏÏ(n) ⩽ 2⌊n/2⌋ +2⌈n/2⌉.
Â [6] íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû DÅÏ(f) äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f îò n ïå-
ðåìåííûõ è óñòàíîâëåíî, ÷òî DÅÏ(n) = n, à äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé f
îò n ïåðåìåííûõ DÅÏ(f) = 2. Â ñèëó [6, óòâåðæäåíèå 1] âûøåóïîìÿíóòûå ðåçóëü-
òàòû äëÿ âåëè÷èí DÅÏ(f) è DÅÏ(n) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ DÏÏ(f) è DÏÏ(n)
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ñîîòâåòñòâåííî; â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî DÅÏ(n) = n èç [6] óòî÷íÿåò íåðàâåíñòâî
DÏÏ(n) ⩽ 2⌊n/2⌋ + 2⌈n/2⌉ èç [5]. Ïî àíàëîãèè ñ [4, ñ. 113, òåîðåìà 9] ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî DÅÄ(n) ≲ 2n/n; â [7] ïðè n ⩾ 2 ïîëó÷åíà ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà
DÅÄ(n) ⩽ 2n − 2, à òàêæå äîêàçàíî, ÷òî DÅÄ(f) ⩽ 4 äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé f îò n ïåðåìåííûõ. Õ.À. Ìàäàòÿí â [8, òåîðåìà 1] ôàêòè÷åñêè óñòàíîâèë, ÷òî
DÏÄ(n) ⩾ 2n−1 ïðè n ⩾ 1; Í.Ï. Ðåäüêèí â [9] äîêàçàë ñîîòíîøåíèå DÏÄ(n) ⩽ 2n − 2
ïðè n ⩾ 2. Â [10] äëÿ ëþáîãî n ⩾ 1 óñòàíîâëåíî ðàâåíñòâî DÏÄ(n) = 2n−1 è äîêà-
çàíî, ÷òî ÷èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé f îò n ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ DÏÄ(f) = 2n−1,
àñèìïòîòè÷åñêè íå ìåíüøå 4n−2 · 22n(log2(n2−n+2)−1)/(n2−n+2).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíê-
öèé êîíòàêòíûìè ñõåìàìè, ñîäåðæàùèìè äîïîëíèòåëüíûå ïîëþñû è äîïóñêàþùèìè
êîðîòêèå ïðîâåðÿþùèå òåñòû ðàçìûêàíèÿ, ò. å. ìíîãîïîëþñíûìè êîíòàêòíûìè ñõåìà-
ìè, â êîòîðûõ ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ ïîëþñàìè A è B ðåàëèçóåòñÿ çàäàííàÿ áó-
ëåâà ôóíêöèÿ è ïðè ýòîì äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ñõåì îòíîñèòåëüíî îáðûâîâ êîíòàêòîâ
èñïîëüçóþòñÿ çàðàíåå âûáðàííûå ïàðû ïîëþñîâ. Îïèøåì ôîðìàëüíóþ ïîñòàíîâêó çà-
äà÷è. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå d ∈ N è âñåâîçìîæíûå (d + 2)-ïîëþñíûå êîíòàêòíûå
ñõåìû ñ ïîëþñàìè A,B, V1, . . . , Vd; ïðè ýòîì èç ðàññìîòðåíèÿ íå èñêëþ÷àåì è òàêèå
ñõåìû, â êîòîðûõ íåêîòîðûå èç ïîëþñîâ A,B, V1, . . . , Vd ñîâïàäàþò. Ïóñòü çàôèêñèðî-
âàíî íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî P íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ïîëþñîâ èç ìíîæåñòâà
{A,B, V1, . . . , Vd}, îáëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî íèêàêàÿ ïàðà èç P íå ìîæåò ñî-
ñòîÿòü èç äâóõ ïîëþñîâ ñ îäíèì è òåì æå îáîçíà÷åíèåì (íàïðèìåð, {A,A}). Íàçî-
â¼ì P òåñòîâûì ïîëþñíûì ìíîæåñòâîì è çàíóìåðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì åãî
ýëåìåíòû ðàçëè÷íûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî p, ãäå p = |P|; î÷åâèäíî, ÷òî
1 ⩽ p ⩽ (d+ 2)(d+ 1)/2. Ïóñòü íåêîòîðàÿ (d + 2)-ïîëþñíàÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà S ñ ïî-
ëþñàìè A,B, V1, . . . , Vd äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , p} ðåàëèçóåò ìåæäó i-é ïàðîé ñâîèõ
ïîëþñîâ áóëåâó ôóíêöèþ fi(x̃

n). Ïðè íàëè÷èè â ñõåìå S îáîðâàííûõ êîíòàêòîâ îíà
äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , p} áóäåò ðåàëèçîâûâàòü ìåæäó i-é ïàðîé ñâîèõ ïîëþñîâ íåêî-
òîðóþ áóëåâó ôóíêöèþ gi(x̃

n), âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íóþ îò fi(x̃
n). Âñå òàêèå íàáîðû

(g1(x̃
n), . . . , gp(x̃

n)) íàçîâ¼ì íàáîðàìè ôóíêöèé íåèñïðàâíîñòè ñõåìû S. Ïðîâåðÿþùèì
òåñòîì äëÿ ñõåìû S íàçîâ¼ì òàêîå ìíîæåñòâî T íàáîðîâ çíà÷åíèé áóëåâûõ ïåðåìåí-
íûõ x1, . . . , xn, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî, ò. å. îòëè÷íîãî îò (f1(x̃

n), . . . , fp(x̃
n))

íàáîðà ôóíêöèé íåèñïðàâíîñòè (g1(x̃
n), . . . , gp(x̃

n)) ñõåìû S â T íàéä¼òñÿ íàáîð σ̃, íà
êîòîðîì

(f1(σ̃), . . . , fp(σ̃)) ̸= (g1(σ̃), . . . , gp(σ̃)).

Äèàãíîñòè÷åñêèì òåñòîì äëÿ ñõåìû S íàçîâ¼ì òàêîå ìíîæåñòâî T íàáîðîâ çíà-
÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, ÷òî T ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðÿþùèì òåñòîì è, êðîìå òîãî,
äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ôóíêöèé íåèñïðàâíîñòè (g11(x̃

n), . . . , g1p(x̃
n)) è

(g21(x̃
n), . . . , g2p(x̃

n)) ñõåìû S â T íàéä¼òñÿ íàáîð π̃, íà êîòîðîì

(g11(π̃), . . . , g1p(π̃)) ̸= (g21(π̃), . . . , g2p(π̃)).

Îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî è åäèíè÷íîãî òåñòîâ è äëèíû òåñòà îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü åäèíè÷íûå òåñòû òîëüêî äëÿ íåèçáûòî÷íûõ ñõåì, â êîòîðûõ îáðûâ
ëþáîãî îäíîãî êîíòàêòà ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíîìó íàáîðó ôóíêöèé íåèñïðàâíîñòè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ïðîâåðÿþùåãî è äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòîâ íå çàâèñÿò
îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî p.

Ïóñòü T �ÅÏÒ ðàçìûêàíèÿ äëÿ íåêîòîðîé (d + 2)-ïîëþñíîé êîíòàêòíîé ñõåìû S
ñ ïîëþñàìè A,B, V1, . . . , Vd è çàäàííûì òåñòîâûì ïîëþñíûì ìíîæåñòâîì P . Ââåä¼ì
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ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Dd,P
ÅÏ (T )�äëèíà òåñòà T ; Dd,P

ÅÏ (S) = minDd,P
ÅÏ (T ), ãäå ìè-

íèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì ÅÏÒ T äëÿ ñõåìû S; Dd,P
ÅÏ (f) = minDd,P

ÅÏ (S), ãäå ìèíèìóì
áåð¼òñÿ ïî âñåì íåèçáûòî÷íûì (d + 2)-ïîëþñíûì êîíòàêòíûì ñõåìàì S ñ ïîëþñà-
ìè A,B, V1, . . . , Vd, ðåàëèçóþùèì ìåæäó ïîëþñàìè A è B ôóíêöèþ f ; Dd,P

ÅÏ (n) =
= maxDd,P

ÅÏ (f), ãäå ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì áóëåâûì ôóíêöèÿì f îò n ïåðåìåííûõ.
Ôóíêöèþ Dd,P

ÅÏ (n) íàçîâ¼ì ôóíêöèåé Øåííîíà äëèíû ÅÏÒ. Ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèÿ-
ìè Dd,P

ÅÏ ìîæíî ââåñòè ôóíêöèè Dd,P
ÏÏ, D

d,P
ÅÄ è Dd,P

ÏÄ äëÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîëíîãî ïðîâå-
ðÿþùåãî, åäèíè÷íîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî è ïîëíîãî äèàãíîñòè÷åñêîãî òåñòîâ, çàâèñÿùèå
îò T , îò S, îò f è îò n (â îïðåäåëåíèÿõ ôóíêöèé Dd,P

ÏÏ(f) è D
d,P
ÏÄ(f) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ

íåèçáûòî÷íîñòè ñõåì).

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n), ëþáîãî d ∈ N è ëþáîãî
òåñòîâîãî ïîëþñíîãî ìíîæåñòâà P çíà÷åíèå Dd,P

ÅÏ (f) îïðåäåëåíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [6, òåîðåìà 1]), çíà÷åíèå DÅÏ(f)
îïðåäåëåíî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåèçáûòî÷íàÿ äâóõïîëþñíàÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà S ′

ñ ïîëþñàìè A è B, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x̃n). Ïðåîáðàçóåì ñõåìó S ′ â (d + 2)-
ïîëþñíóþ êîíòàêòíóþ ñõåìó S ñ ïîëþñàìè A,B, V1, . . . , Vd ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ ïîëþñîâ
V1, . . . , Vd. Ïóñòü {P1, P2}�ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà ïîëþñîâ èç ìíîæåñòâà P . Êàæäûé ïî-
ëþñ ñõåìû S, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó {V1, . . . , Vd} \ {P1, P2}, îòîæäåñòâèì ñ ïîëþ-
ñîì A. Â ñëó÷àå P1 = B áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëþñ P2 ñõåìû S ñîâïàäàåò ñ ïîëþñîì A,
â ñëó÷àå P2 = A�÷òî ïîëþñ P1 ñõåìû S ñîâïàäàåò ñ ïîëþñîì B, à â ñëó÷àå P1 ̸= B è
P2 ̸= A�÷òî ïîëþñû P1 è P2 ñõåìû S ñîâïàäàþò ñ ïîëþñàìè A è B ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ïàðà {P1, P2} ñîâïàäàåò ñ ïàðîé {A,B}, à ñõåìà S, î÷åâèäíî, ðåàëèçóåò ìåæäó
ïîëþñàìè A è B ôóíêöèþ f(x̃n). Ïóñòü K �ïðîèçâîëüíûé êîíòàêò ñõåìû S. Òîãäà
îí ñîäåðæèòñÿ è â ñõåìå S ′, è ïðè åãî îáðûâå ñõåìà S ′ â ñèëó íåèçáûòî÷íîñòè ñòàíåò
ðåàëèçîâûâàòü íåêîòîðóþ ôóíêöèþ íåèñïðàâíîñòè g(x̃n), îòëè÷íóþ îò f(x̃n). Èç ñî-
îòíîøåíèé {A,B} ∈ P , f(x̃n) ̸= g(x̃n), îïðåäåëåíèÿ íåèçáûòî÷íîé (d + 2)-ïîëþñíîé
êîíòàêòíîé ñõåìû è ïðîèçâîëüíîñòè êîíòàêòà K ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ïðè âûáîðå P
â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïîëþñíîãî ìíîæåñòâà ñõåìà S íåèçáûòî÷íà, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
çíà÷åíèå Dd,P

ÅÏ (f) îïðåäåëåíî.

Â ðàáîòå [11] íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíûD1,P
ÅÏ (f) äëÿ êàæäîé áóëåâîé ôóíê-

öèè f(x̃n) è êàæäîãî òåñòîâîãî ïîëþñíîãî ìíîæåñòâà P , à òàêæå óñòàíîâëåíî ðàâåí-
ñòâî D1,P

ÅÏ (n) = min(3, n) ïðè P ̸= {{A,B}}. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ëþáîé áóëåâîé
ôóíêöèè f(x̃n), ëþáîãî öåëîãî d ⩾ 2 è ëþáîãî òåñòîâîãî ïîëþñíîãî ìíîæåñòâà P ,
ñîäåðæàùåãî õîòÿ áû äâå îòëè÷íûõ îò {A,B} è íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàðû ïîëþñîâ,
óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Dd,P

ÅÏ (f) (òåîðåìà 1); â ÷àñòíîñòè, äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî îíî ðàâíî 0, 1 èëè 2 â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè f . Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ
èç òåîðåìû 1 ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà d è P äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî n ⩾ 0 ïîëó÷åíî
ðàâåíñòâî Dd,P

ÅÏ (n) = min(2, n) (ñëåäñòâèå 1). Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ñ ðàâåí-
ñòâîì DÅÏ(n) = n èç [6], ïîëó÷àåì, ÷òî äîáàâëåíèå â êîíòàêòíûå ñõåìû ïî êðàéíåé
ìåðå äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ ïîëþñîâ ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ óìåíüøèòü ôóíêöèþ
Øåííîíà äëèíû ÅÏÒ ðàçìûêàíèÿ ñ n äî 2.

Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Äâîè÷íûé n-ðàçðÿäíûé íàáîð σ̃ áóäåì íàçûâàòü åäèíè÷íûì (íóëåâûì) íàáîðîì
áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n), åñëè f(σ̃) = 1 (ñîîòâåòñòâåííî f(σ̃) = 0). Äëÿ êàæäîãî n ∈ N
îáîçíà÷èì ÷åðåç Kn ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé âèäà x

σ1
i1
& . . .&xσs

is
, ãäå

s ∈ {1, . . . , n}; 1 ⩽ i1 < . . . < is ⩽ n; σ1, . . . , σs ∈ {0, 1}.
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Âñþäó äàëåå çàïèñü âèäà ¾êîíòàêò xσ¿ îçíà÷àåò çàìûêàþùèé (ðàçìûêàþùèé) êîí-
òàêò, îòâå÷àþùèé ïåðåìåííîé x, â ñëó÷àå σ = 1 (ñîîòâåòñòâåííî σ = 0). Ïîä öåïüþ
(â êîíòàêòíîé ñõåìå) áóäåì ïîíèìàòü íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ öåïü. Äëèíîé öåïè áó-
äåì íàçûâàòü ÷èñëî ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîé öåïè êîíòàêòîâ.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n), ëþáîãî öåëîãî d ⩾ 2 è ëþáîãî
òåñòîâîãî ïîëþñíîãî ìíîæåñòâà P , ñîäåðæàùåãî õîòÿ áû äâå îòëè÷íûõ îò {A,B} è
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàðû ïîëþñîâ, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Dd,P
ÅÏ (f) =


0, åñëè f ≡ 0 èëè f ≡ 1,

1, åñëè n ⩾ 1 è f ∈ Kn,

2 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ n ⩾ 0, d ⩾ 2 è ëþáîãî òåñòîâîãî ïîëþñíîãî
ìíîæåñòâà P , ñîäåðæàùåãî õîòÿ áû äâå îòëè÷íûõ îò {A,B} è íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàðû
ïîëþñîâ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Dd,P

ÅÏ (n) = min(2, n).

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, êàê ñëåäñòâèå 1 âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 1. Èìååì

Dd,P
ÅÏ (n) = max

f∈{0,1}
Dd,P

ÅÏ (f) = max(0, 0) = 0 = min(2, n) ïðè n = 0,

Dd,P
ÅÏ (n) = max

f∈{0,1,x1,x1}
Dd,P

ÅÏ (f) = max(0, 0, 1, 1) = 1 = min(2, n) ïðè n = 1,

ïîñêîëüêó x1, x1 ∈ Kn;

Dd,P
ÅÏ (n) = max

f(x̃n)
Dd,P

ÅÏ (f) ⩽ 2 = min(2, n) ïðè n ⩾ 2,

Dd,P
ÅÏ (n) = max

f(x̃n)
Dd,P

ÅÏ (f) ⩾ Dd,P
ÅÏ (x1 ∨ . . . ∨ xn) = 2 = min(2, n) ïðè n ⩾ 2,

ïîñêîëüêó x1 ∨ . . . ∨ xn /∈ Kn ïðè n ⩾ 2. Òàêèì îáðàçîì, Dd,P
ÅÏ (n) = min(2, n).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Â ñëó÷àå f ≡ 0 èëè f ≡ 1 ôóíêöèþ f(x̃n) ìîæíî
ðåàëèçîâàòü ìåæäó ïîëþñàìè A è B êîíòàêòíîé ñõåìû ñ ïîëþñàìè A,B, V1, . . . , Vd,
íå ñîäåðæàùåé íè îäíîãî êîíòàêòà. Ó òàêîé ñõåìû íåò íè îäíîãî íàáîðà ôóíêöèé
íåèñïðàâíîñòè, ïîýòîìó îíà íåèçáûòî÷íà è äîïóñêàåò ÅÏÒ ∅ äëèíû 0, îòêóäà ñëåäóåò
ðàâåíñòâî Dd,P

ÅÏ (f) = 0.
Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f ̸≡ 0 è f ̸≡ 1; â ÷àñòíîñòè, n ⩾ 1. Â ëþáîé íåèçáûòî÷-

íîé êîíòàêòíîé ñõåìå Sf ñ ïîëþñàìè A,B, V1, . . . , Vd, ðåàëèçóþùåé ìåæäó ïîëþñàìè A
è B ôóíêöèþ f(x̃n), îáÿçàí ñîäåðæàòüñÿ õîòÿ áû îäèí êîíòàêò. Ïðè åãî îáðûâå ñõåìà
â ñèëó íåèçáûòî÷íîñòè ñòàíåò ðåàëèçîâûâàòü ìåæäó ïàðàìè ïîëþñîâ èç ìíîæåñòâà P
íåòðèâèàëüíûé íàáîð ôóíêöèé íåèñïðàâíîñòè, êîòîðûé äîëæåí áûòü îòëè÷èì îò èñ-
õîäíîãî íàáîðà ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ñõåìîé Sf ìåæäó ýòèìè ïàðàìè ïîëþñîâ, õîòÿ
áû íà îäíîì íàáîðå èç ïðîèçâîëüíîãî ÅÏÒ T äëÿ äàííîé ñõåìû, îòêóäà ñëåäóþò íåðà-
âåíñòâà Dd,P

ÅÏ (T ) ⩾ 1, Dd,P
ÅÏ (Sf ) ⩾ 1 è Dd,P

ÅÏ (f) ⩾ 1.
Ïóñòü f ∈ Kn. Òîãäà f(x̃

n) = xσ1
i1
& . . .&xσs

is
, ãäå s ∈ {1, . . . , n}; 1 ⩽ i1 < . . . < is ⩽ n;

σ1, . . . , σs ∈ {0, 1}. Ðåàëèçóåì ôóíêöèþ f(x̃n) ìåæäó ïîëþñàìè A è B êîíòàêòíîé
ñõåìîé S ñ ïîëþñàìè A,B, V1, . . . , Vd, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé öåïü èç s êîíòàêòîâ
xσ1
i1
, . . . , xσs

is
, êîíöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû A è B. Ïóñòü {P1, P2}�ïðîèçâîëüíàÿ

ïàðà ïîëþñîâ èç ìíîæåñòâà P . Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà, èçëîæåííîãî â äîêàçàòåëü-
ñòâå óòâåðæäåíèÿ 1, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ïàðà {P1, P2} ñîâïàëà ñ ïàðîé {A,B}.
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Òîãäà â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ â ñõåìå S îáðûâà êàêîãî-òî êîíòàêòà ïðîâîäèìîñòü ìåæ-
äó ïîëþñàìè P1 è P2 ñõåìû íà ëþáîì åäèíè÷íîì íàáîðå σ̃ ôóíêöèè f(x̃n) èçìåíèòñÿ ñ 1
íà 0 è íåèñïðàâíîñòü áóäåò îáíàðóæåíà. Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî ñõåìà S íåèçáûòî÷-
íà è äîïóñêàåò ÅÏÒ {σ̃} äëèíû 1, îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Dd,P

ÅÏ (f) ⩽ 1. Ðàâåíñòâî
Dd,P

ÅÏ (f) = 1 äîêàçàíî.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé f /∈ Kn. Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, n ⩾ 2, ïîñêîëüêó x1, x1 ∈ Kn.

Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà Dd,P
ÅÏ (f) ⩾ 2. Âîñïîëüçóåìñÿ èäåÿ-

ìè, èçëîæåííûìè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ðàáîòû [11] ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè
DP2

ÅÏ(f) ⩾ 2 [11, ñ. 132�133]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Dd,P
ÅÏ (f) ⩽ 1. Òîãäà Dd,P

ÅÏ (f) = 1. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïîëþñíîãî ìíîæåñòâà P ñóùåñòâóåò
íåèçáûòî÷íàÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà S ñ ïîëþñàìè A,B, V1, . . . , Vd, ðåàëèçóþùàÿ ìåæäó
ïîëþñàìè A è B ôóíêöèþ f(x̃n) è äîïóñêàþùàÿ ÅÏÒ, êîòîðûé ñîñòîèò èç êàêîãî-
òî îäíîãî íàáîðà σ̃. Ïîëþñû A è B ðàçëè÷íû, òàê êàê f ̸≡ 1. Åñëè ïðè îòñóòñòâèè
íåèñïðàâíîñòåé â ñõåìå S õîòÿ áû îäèí ñîäåðæàùèéñÿ â íåé êîíòàêò K0 íå ïðîâîäèò
íà íàáîðå σ̃, òî îáðûâ êîíòàêòà K0 íèêàê íå îòðàçèòñÿ íà çíà÷åíèÿõ, âîçíèêàþùèõ
ìåæäó ïîëþñàìè ñõåìû íà óêàçàííîì íàáîðå; ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé îáðûâ íåëüçÿ
îáíàðóæèòü íà íàáîðå σ̃. Îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî {σ̃}�ÅÏÒ äëÿ íåèçáû-
òî÷íîé ñõåìû S. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé â ñõåìå êàæäûé å¼
êîíòàêò îáÿçàí ïðîâîäèòü íà íàáîðå σ̃.

Åñëè ìåæäó ïîëþñàìè A è B ñõåìû S íåò íè îäíîé öåïè (åñòü ðîâíî îäíà öåïü), òî
f ≡ 0 (ñîîòâåòñòâåííî f ∈ Kn ∪{0}), ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ìåæäó ïîëþñàìè A è B
ñõåìû S åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâå ðàçëè÷íûõ öåïè C è C ′. Î÷åâèäíî, ÷òî â öåïè C ′

ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäèí êîíòàêò K, íå ñîäåðæàùèéñÿ â öåïè C. Îáîçíà÷èì òîò êîíåö
êîíòàêòàK, êîòîðûé ðàñïîëîæåí ïðè äâèæåíèè ïî öåïè C ′ îò âåðøèíû A ê âåðøèíå B
áëèæå ê âåðøèíå A (âåðøèíå B), ÷åðåç a (ñîîòâåòñòâåííî b). Ïîäöåïü ïðîèçâîëüíîé
öåïè Ĉ â ñõåìå S, îãðàíè÷åííóþ êàêèìè-òî âåðøèíàìè v è v′, äëÿ êðàòêîñòè áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ĉv,v′ .

Â ðàìêàõ ýòîãî àáçàöà ñ÷èòàåì, ÷òî âìåñòî íàáîðà (x1, . . . , xn) ïåðåìåííûõ ñõå-
ìû S ïîäàí íàáîð σ̃. Ïðè îáðûâå êîíòàêòà K â ñõåìå S åñòü ïðîâîäèìîñòü ìåæäó
âåðøèíàìè a è A (ïî öåïè C ′

a,A), A è B (ïî öåïè C), à òàêæå B è b (ïî öåïè C ′
B,b);

ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óêàçàííîì îáðûâå â íåé åñòü ïðîâîäèìîñòü è ìåæäó âåðøèíà-
ìè a è b. Îáðûâ êîíòàêòà K äîëæåí îáíàðóæèâàòüñÿ ìåæäó êàêîé-òî ïàðîé ïîëþñîâ
{P1, P2} ∈ P , ïîñêîëüêó {σ̃}�ÅÏÒ äëÿ íåèçáûòî÷íîé ñõåìû S. Ïðè ðàññìàòðèâàåìîé
íåèñïðàâíîñòè ïðîâîäèìîñòü ìåæäó ïîëþñàìè P1 è P2 ñõåìû íå ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ,
ïîýòîìó îíà îáÿçàíà èçìåíèòüñÿ ñ 1 íà 0. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â ñõåìå S
ïðè îòñóòñòâèè â íåé íåèñïðàâíîñòåé ñóùåñòâóåò ïðîâîäÿùàÿ öåïü C ′′ ìåæäó âåðøèíà-
ìè P1 è P2. Åñëè êîíòàêò K íå ñîäåðæèòñÿ â öåïè C ′′, òî ïðè åãî îáðûâå ïðîâîäèìîñòü
ìåæäó ïîëþñàìè P1 è P2 ñõåìû îñòà¼òñÿ ðàâíîé 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, äàííàÿ
öåïü ïðîõîäèò ÷åðåç êîíòàêò K è, êàê ñëåäñòâèå, ÷åðåç åãî êîíöû a è b. Íàéä¼òñÿ òàêîå
i ∈ {1, 2}, ÷òî âåðøèíà a ðàñïîëîæåíà â öåïè C ′′ ìåæäó âåðøèíàìè Pi è b (âîçìîæíî,
ïðè ýòîì âåðøèíû a è Pi ñîâïàäàþò). Òîãäà ïðè îáðûâå êîíòàêòà K â ñõåìå S åñòü
ïðîâîäèìîñòü ìåæäó âåðøèíàìè Pi è a (ïî öåïè C ′′

Pi,a
), a è b (ñì. âûøå), à òàêæå b

è P3−i (ïî öåïè C
′′
b,P3−i

). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óêàçàííîì îáðûâå ïðîâîäèìîñòü ìåæäó
ïîëþñàìè P1 è P2 ñõåìû îñòà¼òñÿ ðàâíîé 1; ïðîòèâîðå÷èå. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî,
÷òî èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå áûëî íåâåðíî è Dd,P

ÅÏ (f) ⩾ 2.
Íàêîíåö, äîêàæåì íåðàâåíñòâî Dd,P

ÅÏ (f) ⩽ 2. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì íåèçáûòî÷íóþ
êîíòàêòíóþ ñõåìó S ñ ïîëþñàìè A,B, V1, . . . , Vd, ðåàëèçóþùóþ ìåæäó ïîëþñàìè A
è B ôóíêöèþ f(x̃n) è äîïóñêàþùóþ ÅÏÒ èç äâóõ íàáîðîâ ïðè âûáîðå P â êà÷åñòâå
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òåñòîâîãî ïîëþñíîãî ìíîæåñòâà. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 1 â ìíîæåñòâå P ñîäåðæàòñÿ äâå
îòëè÷íûõ îò {A,B} è íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàðû ïîëþñîâ; îáîçíà÷èì ýòè ïàðû ÷åðåç U1

è U2. Ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû S ïåðåèìåíóåì è/èëè îòîæäåñòâèì íåêîòîðûå å¼ ïîëþñû
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî:

Ñ ë ó ÷ à é 1: ïîëþñ A ïðèíàäëåæèò ïàðå Ui äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2}. Âòîðîé
ïîëþñ èç ýòîé ïàðû îáîçíà÷èì ÷åðåç A′. Îòìåòèì, ÷òî B /∈ Ui, òàê êàê Ui ̸= {A,B}, è
A /∈ U3−i, ïîñêîëüêó ïàðû U1 è U2 íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ:

Ï î ä ñ ë ó ÷ à é 1.1: ïîëþñ B ïðèíàäëåæèò ïàðå U3−i. Âòîðîé ïîëþñ èç ýòîé ïàðû
îáîçíà÷èì ÷åðåç B′.

Ï î ä ñ ë ó ÷ à é 1.2: ïîëþñ B íå ïðèíàäëåæèò ïàðå U3−i. Îòîæäåñòâèì ïðîèçâîëü-
íûé ïîëþñ èç ýòîé ïàðû ñ ïîëþñîì B, à âòîðîé ïîëþñ èç íå¼ îáîçíà÷èì ÷åðåç B′.

Ñ ë ó ÷ à é 2: ïîëþñ A íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîé èç ïàð U1, U2. Ðàññìîòðèì äâà
ïîäñëó÷àÿ:

Ï î ä ñ ë ó ÷ à é 2.1: ïîëþñ B ïðèíàäëåæèò ïàðå Ui äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ {1, 2}. Âòî-
ðîé ïîëþñ èç ýòîé ïàðû îáîçíà÷èì ÷åðåç B′. Îòìåòèì, ÷òî A /∈ Ui è A /∈ U3−i ïî
ïðåäïîëîæåíèþ ñëó÷àÿ 2; êðîìå òîãî, B /∈ U3−i, ïîñêîëüêó ïàðû U1 è U2 íå ïåðåñåêà-
þòñÿ. Îòîæäåñòâèì ïðîèçâîëüíûé ïîëþñ èç ïàðû U3−i ñ ïîëþñîì A, à âòîðîé ïîëþñ
èç ýòîé ïàðû îáîçíà÷èì ÷åðåç A′.

Ï î ä ñ ë ó ÷ à é 2.2: ïîëþñ B íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîé èç ïàð U1, U2. Îòîæäåñòâèì
ïðîèçâîëüíûé ïîëþñ èç ïàðû U1 ñ ïîëþñîì A, à âòîðîé ïîëþñ èç ýòîé ïàðû îáîçíà÷èì
÷åðåç A′. Òàêæå îòîæäåñòâèì ïðîèçâîëüíûé ïîëþñ èç ïàðû U2 ñ ïîëþñîì B, à âòîðîé
ïîëþñ èç íå¼ îáîçíà÷èì ÷åðåç B′.

Â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ ïåðåèìåíîâàíèé è/èëè îòîæäåñòâëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî îä-
íà èç ïàð U1, U2 òåïåðü ÿâëÿåòñÿ ïàðîé {A,A′}, à äðóãàÿ � ïàðîé {B,B′}, ãäå ïîëþñû
A,A′, B,B′ ïîïàðíî ðàçëè÷íû è A′, B′ ∈ {V1, . . . , Vd}.

Ïóñòü σ1, . . . , σn �ïðîèçâîëüíûå áóëåâû êîíñòàíòû. Ïîëîæèì σ̃(1) = (σ1, . . . , σn) è
σ̃(2) = (σ1, σ2, . . . , σn).

Äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå ñõåìû S áóäåì ïðîâîäèòü ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî äåëà-
åòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå [11, òåîðåìà 2, ñ. 125�130]. Âîçüì¼ì êîíòàêòíîå äåðåâî D̂, ðåàëè-
çóþùåå ñèñòåìó âñåõ 2n ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé âèäà xβ1

1 & . . .&xβn
n , ãäå β1, . . . , βn ∈

∈ {0, 1}, è ñîäåðæàùåå 2 · 2n − 2 êîíòàêòîâ [1, ñ. 39], â êîòîðîì êîðíþ a0 èíöèäåíòíû
êîíòàêòû x1 è x1, äàëåå èäóò êîíòàêòû ïåðåìåííîé x2 è ò. ä. Äëÿ êàæäîãî íóëåâîãî
íàáîðà (τ1, . . . , τn) ôóíêöèè f(x̃

n) óäàëèì èç äåðåâà D̂ êîíöåâóþ âåðøèíó âìåñòå ñ èí-
öèäåíòíûì åé ðåáðîì, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ xτ11 & . . .&xτnn .
Åñëè ïîñëå âñåõ ýòèõ îïåðàöèé â äåðåâå âîçíèêëè íîâûå êîíöåâûå âåðøèíû, óäàëèì
è èõ âìåñòå ñ èíöèäåíòíûìè èì ð¼áðàìè, è ò. ä. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå
äåðåâî D îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) ëþáàÿ âåðøèíà äåðåâà èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åì òð¼ì êîíòàêòàì, è åñëè òð¼ì,
òî äâà èç íèõ ïðîòèâîïîëîæíû (à èìåííî: xt è xt äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ {2, . . . , n});

(ii) êîðåíü äåðåâà èíöèäåíòåí íå áîëåå ÷åì äâóì êîíòàêòàì, è åñëè äâóì, òî ýòî
ïðîòèâîïîëîæíûå êîíòàêòû (à èìåííî: x1 è x1).

(iii) â êàæäîé êîíöåâîé âåðøèíå äåðåâà ðåàëèçóåòñÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ âè-
äà xβ1

1 & . . .&xβn
n , ïðè÷¼ì åäèíñòâåííûé äâîè÷íûé n-ðàçðÿäíûé íàáîð, íà êî-

òîðîì ýòà êîíúþíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó, ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì äëÿ ôóíê-
öèè f(x̃n);

(iv) äëÿ êàæäîãî åäèíè÷íîãî íàáîðà (β1, . . . , βn) ôóíêöèè f(x̃
n) â äåðåâå íàéä¼òñÿ

òàêàÿ êîíöåâàÿ âåðøèíà, ÷òî åäèíñòâåííàÿ öåïü, ñâÿçûâàþùàÿ êîðåíü äåðåâà
ñ ýòîé âåðøèíîé, ñîäåðæèò n êîíòàêòîâ: xβ1

1 , . . . , x
βn
n ;



70 Ê.À. Ïîïêîâ

(v) â äåðåâå íåò íè îäíîé öåïè, ñîåäèíÿþùåé êàêèå-ëèáî äâå ðàçëè÷íûå êîíöåâûå
âåðøèíû è ïðîâîäÿùåé õîòÿ áû íà îäíîì äâîè÷íîì n-ðàçðÿäíîì íàáîðå.

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè f(x1, x2, x3, x4), ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 1 òîëüêî íà íàáî-
ðàõ (0, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 1), (1, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1), äåðåâîD èìååò âèä, ïîêàçàííûé
íà ðèñ. 1.

x1

x3

x1

x2

x2

x4

x3

x4x3

x4

x3x2
x4

a0

x4

Ðèñ. 1. Äåðåâî D

Äëÿ i = 1, 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Dσ̃(i) ãðàô, ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåðøèí è âñåõ ïðîâî-
äÿùèõ íà íàáîðå σ̃(i) êîíòàêòîâ äåðåâà D.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2} êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà Dσ̃(i) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé öåïü (âîçìîæíî, íóëåâîé äëèíû), â êîòîðîé íè îäíà âíóòðåííÿÿ âåð-
øèíà íå ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé a0 è õîòÿ áû îäíà êîíöåâàÿ âåðøèíà îòëè÷íà îò âñåõ
êîíöåâûõ âåðøèí äåðåâà D.

Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî [11, ëåììà 1]. Äåðå-
âî D, à âìåñòå ñ íèì è ãðàô Dσ̃(i) íå ñîäåðæàò öèêëîâ. Èç ñâîéñòâ (i), (ii) è òîãî, ÷òî
ïðîòèâîïîëîæíûå êîíòàêòû íå ìîãóò îáà ïðîâîäèòü íà íàáîðå σ̃(i), ñëåäóåò, ÷òî â ãðà-
ôå Dσ̃(i) ëþáàÿ âåðøèíà èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åì äâóì êîíòàêòàì, à âåðøèíà a0 �íå
áîëåå ÷åì îäíîìó êîíòàêòó. Îòñþäà è èç ñâîéñòâà (v), ïðèìåíÿåìîãî äëÿ íàáîðà σ̃(i),
âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû 1.

Âîçüì¼ì äâå êîïèè äåðåâà D è ñîåäèíèì êàæäóþ êîíöåâóþ âåðøèíó îäíîé èç íèõ
ñ òîé æå êîíöåâîé âåðøèíîé äðóãîé. Êîðíè ýòèõ êîïèé áóäåì ñ÷èòàòü ïîëþñàìè A è B
ïîëó÷åííîé ¾ñèììåòðè÷íîé¿ äâóõïîëþñíîé êîíòàêòíîé ñõåìû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç S ′. Èç ñâîéñòâ (iii), (iv) íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî ñõåìà S ′ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x̃n)
(êàæäàÿ öåïü ìåæäó ïîëþñàìè ñõåìû S ′, ïðîâîäÿùàÿ õîòÿ áû íà îäíîì íàáîðå, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ¾óäâîåííóþ¿ öåïü èç äåðåâà D, ñîåäèíÿþùóþ åãî êîðåíü ñ êàêîé-òî
êîíöåâîé âåðøèíîé), à èç ëåììû 1� ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2} â ïîäñõåìå S ′

σ̃(i) , ñîñòî-

ÿùåé èç âñåõ âåðøèí è âñåõ ïðîâîäÿùèõ íà íàáîðå σ̃(i) êîíòàêòîâ ñõåìû S ′, êàæäàÿ
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü, â êîòîðîé íè îäíà âíóòðåííÿÿ âåðøè-
íà íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ïîëþñîâ ñõåìû S ′.

Ñõåìà S ′ è å¼ ïîäñõåìû S ′
σ̃(1) , S

′
σ̃(2) äëÿ ôóíêöèè f(x1, x2, x3, x4), çàäàííîé âûøå, è

íàáîðîâ σ̃(1) = (1, 1, 1, 1), σ̃(2) = (0, 0, 0, 0) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.
Ïðåîáðàçóåì ñõåìó S ′ â (d + 2)-ïîëþñíóþ êîíòàêòíóþ ñõåìó S ñ ïîëþñàìè A, B,

V1, . . . , Vd. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå i ∈ {1, 2}. Ïóñòü â ïîäñõåìå S ′
σ̃(i) èìååòñÿ ðîâ-

íî ki òàêèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùåé ïîëþñ A ñõåìû S ′, ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí êîíòàêò
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σ
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σ
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x1

x2
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Ðèñ. 2. Ñõåìà S′ è ïîäñõåìû S′
σ̃(1) , S

′
σ̃(2)

è íå ñîäåðæèò âåðøèíû B. Îáîçíà÷èì ýòè ki êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ÷åðåç Ci
1, . . . , C

i
ki
,

ãäå Ci
1 � òà èç íèõ, â êîòîðóþ âõîäèò âåðøèíà A. Òîãäà Ci

1 �öåïü, è A îáÿçàíà áûòü
îäíîé èç êîíöåâûõ âåðøèí äàííîé öåïè. Âòîðóþ å¼ êîíöåâóþ âåðøèíó îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç bi1 (âåðøèíà bi1 ìîæåò ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç ïîëþñîâ A,B ñõåìû S ′). Â ñëó÷àå
ki ⩾ 2 îáîçíà÷èì êîíöåâûå âåðøèíû öåïåé Ci

2, . . . , C
i
ki
÷åðåç ai2 è b

i
2, . . ., a

i
ki
è biki ñî-

îòâåòñòâåííî. Êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ïîäñõåìû S ′
σ̃(i) , ñîäåðæàùóþ ïîëþñ B ñõåìû S ′,

îáîçíà÷èì ÷åðåç Ci
B. Òîãäà C

i
B �öåïü, è B îáÿçàíà áûòü îäíîé èç êîíöåâûõ âåðøèí

äàííîé öåïè; âòîðóþ å¼ êîíöåâóþ âåðøèíó îáîçíà÷èì ÷åðåç wi (âåðøèíà wi ìîæåò
ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç ïîëþñîâ A,B ñõåìû S ′).

Ïóñòü Cσ̃(1) �öåïü äëèíû n, ñîñòîÿùàÿ èç êîíòàêòîâ xσ1
1 , . . . , x

σn
n , à Cσ̃(2) �öåïü

äëèíû n, ñîñòîÿùàÿ èç êîíòàêòîâ xσ1
1 , . . . , x

σn
n . Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2}

öåïü Cσ̃(i) ïðîâîäèò íà íàáîðå σ̃(i) è íå ïðîâîäèò íè íà êàêîì äðóãîì äâîè÷íîì
n-ðàçðÿäíîì íàáîðå. Äîáàâèì â ñõåìó S ′ íîâóþ âåðøèíó A′, äëÿ êîòîðîé ââåä¼ì àëü-
òåðíàòèâíûå îáîçíà÷åíèÿ a1k1+1 è a2k2+1, à òàêæå íîâóþ âåðøèíó B′. Äëÿ i = 1, 2 è
j = 1, . . . , ki âîçüì¼ì ýêçåìïëÿð öåïè Cσ̃(i) è ïîäñîåäèíèì îäèí åãî êîíåö ê âåðøèíå bij,
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à äðóãîé � ê âåðøèíå aij+1 ïîëó÷åííîé ñõåìû. Öåïè

A− C1
1 − b11 − Cσ̃(1) − a12 − . . .− a1k1 − C

1
k1
− b1k1 − Cσ̃(1) − a1k1+1,

A− C2
1 − b21 − Cσ̃(2) − a22 − . . .− a2k2 − C

2
k2
− b2k2 − Cσ̃(2) − a2k2+1,

êîòîðûå ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ, îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç C1
A,A′ è C2

A,A′ ñîîò-
âåòñòâåííî; êîíöàìè êàæäîé èç íèõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû A è A′. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî
i ∈ {1, 2}, ÷òî âåðøèíà wi îòëè÷íà îò âåðøèí A,B (íàçîâ¼ì âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ
ñëó÷àåì <i>), âîçüì¼ì åù¼ îäèí ýêçåìïëÿð öåïè Cσ̃(i) è ïîäñîåäèíèì îäèí åãî êîíåö
ê âåðøèíå wi, à äðóãîé � ê âåðøèíå B′ ïîëó÷åííîé ñõåìû. Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå âíóòðåí-
íèå âåðøèíû âñåõ ýêçåìïëÿðîâ öåïåé Cσ̃(1) è Cσ̃(2) , äîáàâëåííûõ â ñõåìó S ′, îòëè÷íû
äðóã îò äðóãà, îò âåðøèí ñõåìû S ′ è îò êàæäîé èç âåðøèí A′, B′.

Íàïîìíèì, ÷òî A′, B′ ∈ {V1, . . . , Vd}. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà èç ìíî-
æåñòâà {V1, . . . , Vd} \ {A′, B′} ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé A. Èòîãîâóþ êîíòàêòíóþ ñõåìó
ñ ïîëþñàìè A,B, V1, . . . , Vd îáîçíà÷èì ÷åðåç S.

Äîêàæåì, ÷òî ìåæäó ïîëþñàìè A èB ñõåìû S ïðè îòñóòñòâèè â íåé íåèñïðàâíîñòåé
ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèÿ f(x̃n). Íà ëþáîì äâîè÷íîì íàáîðå π̃ äëèíû n, îòëè÷íîì îò íàáî-
ðîâ σ̃(1) è σ̃(2), íè îäíà èç öåïåé Cσ̃(1) , Cσ̃(2) , ïîäñîåäèí¼ííûõ ê ñõåìå S ′ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ñõåìû S, íå ïðîâîäèò, ïîýòîìó ñõåìà S ôóíêöèîíèðóåò íà íàáîðå π̃ ìåæäó ïîëþñà-
ìè A è B â òî÷íîñòè, êàê ñõåìà S ′ íà ýòîì æå íàáîðå è âûäà¼ò íà í¼ì çíà÷åíèå f(π̃).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå i ∈ {1, 2}. Åñëè f(σ̃(i)) = 1, òî íà íàáîðå σ̃(i) ñõåìà S ′ âûäà-
¼ò çíà÷åíèå 1, à çíà÷èò, ñõåìà S, ïîëó÷åííàÿ èç S ′ äîáàâëåíèåì íåêîòîðûõ âåðøèí è
êîíòàêòîâ, âûäà¼ò íà í¼ì ìåæäó ïîëþñàìè A è B çíà÷åíèå 1, ðàâíîå f(σ̃(i)).

Ïóñòü f(σ̃(i)) = 0. Íà íàáîðå σ̃(i) íè îäèí èç ýêçåìïëÿðîâ öåïè Cσ̃(3−i) íå ïðîâîäèò,
ïîýòîìó íà äàííîì íàáîðå ñõåìà S ôóíêöèîíèðóåò ìåæäó ïîëþñàìè A è B â òî÷íî-
ñòè, êàê ñõåìà Si, ïîëó÷åííàÿ èç ñõåìû S óäàëåíèåì âñåõ ýêçåìïëÿðîâ öåïè Cσ̃(3−i) ,
äîáàâëåííûõ â õîäå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñõåìû S ′ â ñõåìó S. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Si �äâóõ-
ïîëþñíàÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà ñ ïîëþñàìè A è B. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñõåìà Si ïîëó÷àåòñÿ
èç ñõåìû S ′ äîáàâëåíèåì âåðøèí A′ è B′, à çàòåì äîáàâëåíèåì äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , ki
ýêçåìïëÿðà öåïè Cσ̃(i) , êîíöû êîòîðîãî îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ âåðøèíàìè b2j è a

2
j+1, à òàê-

æå� â ñëó÷àå <i>�äîáàâëåíèåì åù¼ îäíîãî ýêçåìïëÿðà öåïè Cσ̃(i) , êîíöû êîòîðîãî
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ âåðøèíàìè wi è B

′. Â ñèëó ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé êàæäûé êîí-
òàêò ïîäñõåìû S ′

σ̃(i) , ñîñòîÿùåé èç âñåõ âåðøèí è âñåõ ïðîâîäÿùèõ íà íàáîðå σ̃
(i) êîí-

òàêòîâ ñõåìû S ′, ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç å¼ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè Ci
1, . . . , C

i
ki
, Ci

B, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïü, ïðè÷¼ì êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ci

1, . . . , C
i
ki
ïîïàð-

íî ðàçëè÷íû, à â ñëó÷àå ki ⩾ 2 êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Ci
B îòëè÷íà îò Ci

2, . . . , C
i
ki
. Èç ðà-

âåíñòâà f(σ̃(i)) = 0 âûòåêàåò, ÷òî íà íàáîðå σ̃(i) â ñõåìå S ′ íåò ïðîâîäèìîñòè ìåæäó ïî-
ëþñàìè, ïîýòîìó âåðøèíû A è B ñîäåðæàòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ïîäñõå-
ìû S ′

σ̃(i) è êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè C
i
B îòëè÷íà òàêæå îò Ci

1. Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè Ci

1, . . . , C
i
ki
, Ci

B ïîäñõåìû S ′
σ̃(i) ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïðè ïåðåõîäå îò ñõåìû S ′

ê ñõåìå Si ñíà÷àëà ê íèì äîáàâëÿþòñÿ åù¼ äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè CA′ è CB′ , êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû� ñîîòâåòñòâåííî A′ è B′, à çàòåì
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ci

1, . . . , C
i
ki
, CA′ îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó öåïü Ci

A,A′ , à êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè Ci

B è CB′ â ñëó÷àå <i> îáúåäèíÿþòñÿ â îäíó öåïü B − Ci
B − wi − Cσ̃(i) −B′,

êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Ci
B,B′ , íî ïîëþñû A è B âñ¼ ðàâíî îñòàþòñÿ â ðàçíûõ

êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ïîäñõåìû, ñîñòîÿùåé èç âñåõ âåðøèí è âñåõ ïðîâîäÿùèõ íà
íàáîðå σ̃(i) êîíòàêòîâ ñõåìû Si. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà íàáîðå σ̃

(i) íåò ïðîâîäèìîñòè
ìåæäó âåðøèíàìè A è B â ñõåìå Si, à çíà÷èò, è â ñõåìå S. Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî
ñõåìà S íà óêàçàííîì íàáîðå âûäà¼ò ìåæäó ïîëþñàìè A è B çíà÷åíèå 0, ðàâíîå f(σ̃(i)).
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Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî ñõåìà S ðåàëèçóåò ìåæäó ïîëþñàìè A è B ôóíêöèþ f(x̃n).
Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå òåñòîâîãî ïîëþñíîãî ìíîæåñòâà P äàííàÿ ñõå-
ìà íåèçáûòî÷íà è äîïóñêàåò ÅÏÒ {σ̃(1), σ̃(2)}; îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü íåðàâåíñòâî
Dd,P

ÅÏ (f) ⩽ 2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå i ∈ {1, 2}. Èç ïîñòðîåíèÿ ñõåìû S íåòðóäíî
ïîëó÷èòü, ÷òî îáúåäèíåíèå âñåõ å¼ êîíòàêòîâ, ïðîâîäÿùèõ íà íàáîðå σ̃(i), ò. å. âñåõ
êîíòàêòîâ xσ1

1 , . . . , x
σn
n ïðè i = 1 è âñåõ êîíòàêòîâ xσ1

1 , . . . , x
σn
n ïðè i = 2, ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé öåïü Ci
A,A′ ìåæäó ïîëþñàìè A è A′ ñõåìû, îáúåäèí¼ííóþ� â ñëó÷àå <i>�

ñ öåïüþ Ci
B,B′ ìåæäó ïîëþñàìè B è B′ ñõåìû, ïðè÷¼ì óêàçàííûå äâå öåïè íå èìåþò

îáùèõ âåðøèí. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè îáðûâå ïðîèçâîëüíîãî êîíòàêòà, ñîäåðæà-
ùåãîñÿ â öåïè Ci

A,A′ , ïðîâîäèìîñòü ìåæäó ïîëþñàìè A è A′ ñõåìû S íà íàáîðå σ̃(i)

ìåíÿåòñÿ ñ 1 íà 0, à â ñëó÷àå <i> âåðåí àíàëîãè÷íûé ôàêò ñ çàìåíîé âñþäó A íà B
è A′ íà B′. Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî íåèñïðàâíîñòü ëþáîãî êîíòàêòà
ñõåìû S îáíàðóæèâàåòñÿ íà îäíîì èç íàáîðîâ σ̃(1), σ̃(2) õîòÿ áû ìåæäó îäíîé èç äâóõ
ïàð ïîëþñîâ {A,A′}, {B,B′}, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïî ïîñòðîåíèþ ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó P . Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî ñõåìà S íåèçáûòî÷íà è äîïóñêàåò ÅÏÒ {σ̃(1), σ̃(2)}.
Íåðàâåíñòâî Dd,P

ÅÏ (f) ⩽ 2, à âìåñòå ñ íèì òåîðåìà 1 äîêàçàíû.

Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ëþáîãî öåëîãî d ⩾ 2 îïèñàí äîñòàòî÷íî îáøèðíûé êëàññ òåñòîâûõ ïîëþñíûõ
ìíîæåñòâ P , äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ íàéäåíî òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Dd,P

ÅÏ (f) äëÿ
ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x̃n). Ðàíåå â ðàáîòå [11] ïîëó÷åí àíàëîãè÷íûé ðå-
çóëüòàò äëÿ d = 1 è ïðîèçâîëüíîãî òåñòîâîãî ïîëþñíîãî ìíîæåñòâà P . Íå îõâà÷åííûì
ïîêà îñòà¼òñÿ ñëó÷àé, êîãäà d ⩾ 2 è ëþáûå äâå ïàðû ïîëþñîâ èç ìíîæåñòâà P\{{A,B}}
ïåðåñåêàþòñÿ, ò. å. ñîäåðæàò îáùèé ïîëþñ; îäíàêî è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ó íàñ åñòü íàðà-
áîòêè. Ñðàâíåíèå ðàâåíñòâà Dd,P

ÅÏ (n) = min(2, n), óñòàíîâëåííîãî â ñëåäñòâèè 1, ñ ðà-
âåíñòâàìè DÅÏ(n) = n èç [6] è D1,P

ÅÏ (n) = min(3, n) èç [11] äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ïóò¼ì
äîáàâëåíèÿ â äâóõïîëþñíûå êîíòàêòíûå ñõåìû åù¼ ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ ïîëþñîâ
ìîæíî â ðÿäå ñëó÷àåâ óìåíüøèòü ôóíêöèþ Øåííîíà äëèíû ÅÏÒ ðàçìûêàíèÿ ñ n äî 2
è äàæå óìåíüøèòü å¼ ñ 3 äî 2 ïî ñðàâíåíèþ ñ òð¼õïîëþñíûìè êîíòàêòíûìè ñõåìàìè.
Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà ïðàêòè÷åñêàÿ öåëåñîîáðàçíîñòü ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé
êîíòàêòíûìè ñõåìàìè ñ äâóìÿ è áîëåå äîïîëíèòåëüíûìè ïîëþñàìè.
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êàìè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ïîä 2-äåðåâîì ìû ïîíèìàåì ïðîñòîé ãðàô,
ïîëó÷åííûé èç K3 ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ñ êîí-
öàìè íåêîòîðîãî ðåáðà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿ÷åéêè 2-äåðåâà îðèåíòèðîâàíû, åñ-
ëè â êàæäîé ÿ÷åéêå (òðåóãîëüíèêå) âåðøèíû íåçàâèñèìî ïåðåíóìåðîâàíû ÷èñ-
ëàìè 1, 2, 3. ß÷åéêè ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàíû, åñëè â êàæäîé ÿ÷åéêå íåçàâèñèìî
îòìå÷åíà îäíà âåðøèíà. Ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ðåäôèëäà � Ïîéà è õàðàêòåðè-
ñòèêè íåïîäîáèÿ äëÿ êîðíåâûõ ñòðóêòóð âû÷èñëåíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ
÷èñëà 2-äåðåâüåâ ñ îðèåíòèðîâàííûìè è ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûìè ÿ÷åéêàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: 2-äåðåâüÿ, òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà, ïðîèçâîäÿùèå ôóíê-

öèè.

ENUMERATION OF 2-TREES WITH DIRECTED CELLS

V.R. Verdenko∗, V.A. Voronov∗,∗∗

∗Adyghe State University, Maikop, Russia
∗∗Moscow Institute of Physics and Tecnology, Dolgoprudnyy, Russia

We consider the problem of enumerating 2-trees with oriented cells up to isomorphism.
A 2-tree is a simple graph obtained from K3 by the iterative addition of vertices
connected to the ends of some edge. The cells of a 2-tree are oriented if in each
cell (triangle) the vertices are independently labeled 1, 2, 3. The cells are partially
oriented if one vertex is independently labeled in each cell. Using the Redfield — Polya
theorem and dissymmetry lemma, we compute generating functions for the number
of 2-trees with oriented and partially oriented cells.

Keywords: 2-trees, Polya counting, generating functions.

Ââåäåíèå

Ïåðå÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ñ çàäàííîé íà íèõ ñòðóêòóðîé ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðèêè. Îáû÷íî â çàäà÷àõ
äàííîãî òèïà òðåáóåòñÿ ïðåäúÿâèòü íåêèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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{qn : n = 0, 1, 2, . . . }, ãäå qn �÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ñòðóêòóð, çàäàííûõ íà n-ýëåìåíò-
íîì ìíîæåñòâå. Ñóùåñòâóþò âåñüìà ýôôåêòèâíûå ðåàëèçàöèè ïåðåáîðíûõ àëãîðèò-
ìîâ, ïîçâîëÿþùèõ èñïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ
âñåõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ñòðóêòóð. Íàèáîëåå èçâåñòåí êîìïëåêñ óòèëèò nauty

and Traces, â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé ðàçðàáàòûâàåìûé Á. Ìàêêååì [1].
Êðîìå íåïîñðåäñòâåííîãî ïåðåáîðà âñåõ ñòðóêòóð äëÿ n ýëåìåíòîâ, ñóùåñòâóåò

ðÿä ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñëÿòü qn íàìíîãî áûñòðåå. Íåêîòîðûå çàäà÷è òàêî-
ãî òèïà ðåøàþòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû Á¼ðíñàéäà, îñíîâàííîé íà íåé òåîðåìû Ðåä-
ôèëäà�Ïîéà è ïîäõîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ â 1950�70-å ãîäû Ô. Õàðàðè, Ý. Ïàëìåðîì,
Ð. Ðîáèíñîíîì è äðóãèìè àâòîðàìè. Îáû÷íî ïðè ýòîì âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðî-

èçâîäÿùåé ôóíêöèè, φ(x) =
∞∑
k=0

qkx
k, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ óäà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî

âû÷èñëÿòü å¼ êîýôôèöèåíòû. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ïåðåáîðíûõ àëãîðèòìîâ, îáú¼ì
âû÷èñëåíèé ðàñòåò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, ÷åì qn.

Êëàññè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î ïåðå÷èñëåíèè íåïîìå÷åííûõ ãðàôîâ íà n âåðøè-
íàõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, íåïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ, 2-äåðåâüåâ. Ñîîòíîøåíèÿ,
ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè â ýòèõ ñëó÷àÿõ, ïðèâåäåíû â ìîíî-
ãðàôèè Ô. Õàðàðè è Ý. Ïàëìåðà [2]. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ äàííûé ïîäõîä áûë
ðàñïðîñòðàíåí íà íåïîìå÷åííûå 2-äåðåâüÿ ñ îðèåíòèðîâàííûìè ð¼áðàìè [3], 2-äåðå-
âüÿ ñ ìíîãîóãîëüíûìè ÿ÷åéêàìè [4], k-äåðåâüÿ [5], îðèåíòèðîâàííûå ãèïåðãðàôû [6],
k-îäíîðîäíûå ãèïåðãðàôû [7].

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûìè ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè Ïîéà áûëè çàäà÷è î ïåðå÷èñëåíèè
õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé [8], êîòîðûå ïðîäîëæàþò èçó÷àòüñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Õè-
ìè÷åñêèå ñâÿçè â ìîëåêóëå íå ìîãóò îáðàçîâûâàòü ïðîèçâîëüíîå 2-äåðåâî, ïîñêîëüêó
âàëåíòíîñòè àòîìîâ îãðàíè÷åíû. Òåì íå ìåíåå ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå ìåòîäû ïîñëå
àäàïòàöèè ïîä êîíêðåòíóþ çàäà÷ó ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ ñëîæíûõ
ìîëåêóë (íàïðèìåð, ñîåäèíåíèé ôóëëåðåíîâ è íàíîòðóáîê, ãåòåðîôóëëåðåíîâ, äðóãèõ
ïîëèöèêëè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé è èõ èçîòîïíûõ ìîäèôèêàöèé).

Â äàííîé ðàáîòå ðåøàþòñÿ äâå çàäà÷è î ïåðå÷èñëåíèè 2-äåðåâüåâ ñ n îðèåíòè-
ðîâàííûìè ÿ÷åéêàìè, ò. å. 2-äåðåâüåâ, â êîòîðûõ íà êàæäîì òðåóãîëüíèêå (ÿ÷åéêå)
íåçàâèñèìî ââåäåíà îðèåíòàöèÿ îäíîãî èç äâóõ òèïîâ (ðèñ. 1). Â ñðàâíåíèè ñ ïåðå÷èñ-
ëåíèåì íåïîìå÷åííûõ 2-äåðåâüåâ [2] áåç îðèåíòàöèè íåêîòîðûå ôîðìóëû óïðîùàþòñÿ,
íåêîòîðûå� íàîáîðîò, ñòàíîâÿòñÿ ñëîæíåå è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé.

1 3

2

2

1 3

2
2

3

1

2

3

1

31

à

1 3

2

2

1 3

2
2

3

1

2

3

1

31

á

Ðèñ. 1. 2-Äåðåâî ñ îðèåíòèðîâàííûìè ÿ÷åéêàìè (à) è ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííîå 2-äåðåâî (á )

Ââåä¼ì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 1. Òðåóãîëüíèê K3 è ëþáîé ãðàô, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü èç K3

ïðè ïîìîùè îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ âåðøèíû, ñîåäèí¼ííîé ñ êîíöàìè íåêîòîðîãî ðåáðà,
áóäåì íàçûâàòü 2-äåðåâîì.

Íà êàæäîì øàãå èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ îäíà âåðøèíà, äâà ðåáðà
è îäèí òðåóãîëüíèê. Áóäåì íàçûâàòü òðåóãîëüíèêè ÿ÷åéêàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. ß÷åéêà � ýòî òðåóãîëüíèê â 2-äåðåâå.

Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü 2-äåðåâî êàê 3-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô, â êîòîðîì
êàæäàÿ ÿ÷åéêà ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãèïåðãðàôà. Ôàêòè÷åñêè ïîä îðèåíòàöèåé ÿ÷ååê ìû
ïîíèìàåì îðèåíòàöèþ ð¼áåð ñîîòâåòñòâóþùåãî ãèïåðãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿ÷åéêè 2-äåðåâà îðèåíòèðîâàíû, åñëè
â êàæäîé ÿ÷åéêå âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, 2, 3. Â ÿ÷åéêàõ, èìåþùèõ îáùèå
âåðøèíû, íóìåðàöèÿ âûáèðàåòñÿ íåçàâèñèìî.

Îïðåäåëåíèå 4. ×àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííîå 2-äåðåâî � ýòî 2-äåðåâî, â êîòîðîì
â êàæäîé ÿ÷åéêå âûäåëåíî ïî îäíîé âåðøèíå.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü 2-äåðåâüÿ ñ îðèåíòèðîâàííûìè è ÷àñòè÷íî îðèåíòè-
ðîâàííûìè ÿ÷åéêàìè îðèåíòèðîâàííûìè è ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûìè 2-äåðåâüÿìè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îðèåíòàöèÿ ÿ÷ååê.

Îïðåäåëåíèå 5. Òîðöåâîå ðåáðî 2-äåðåâà � ýòî ðåáðî, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò
òîëüêî îäíîé ÿ÷åéêå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðåáðî uv (÷àñòè÷íî) îðèåíòèðîâàííîãî 2-äåðåâà G áóäåì íàçû-
âàòü ñèììåòðè÷íûì, åñëè ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ψ ãðàôà G, äëÿ êîòîðîãî ψ(u) = v,
ψ(v) = u.

Îïðåäåëåíèå 7. Äâà ïîäãðàôà H1, H2 ãðàôà G íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîé àâòîìîðôèçì ψ ãðàôà G, ÷òî ψ(H1) = H2. Ãîâîðÿ ïðî íåïîäîáíûå ïîä-
ãðàôû (â ÷àñòíîñòè, âåðøèíû, ð¼áðà, ÿ÷åéêè), èìååì â âèäó, ÷òî òàêîãî àâòîìîðôèçìà
íå ñóùåñòâóåò.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïîäîáíûå âåðøèíû, ð¼áðà, ÿ÷åéêè. Ïîäîáèå çàäà¼ò
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ãîâîðÿ, ÷òî â ãðàôå åñòü k íåïîäîáíûõ îáúåêòîâ, áóäåì
ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî ìîæíî âûäåëèòü ìàêñèìóì k ïîïàðíî íåïîäîáíûõ îáúåêòîâ òàêîãî
âèäà, ò. å. k� ýòî ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

1. Òåîðåìà Ðåäôèëäà � Ïîéà

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåä¼ì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ðåäôèëäà�Ïîéà, êî-
òîðîãî äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü äàíà ãðóïïà ïîäñòàíîâîê A. Öèêëîâîé èíäåêñ ãðóï-
ïû A� ýòî ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ s1, s2, . . . , sn:

Z(A) = Z(A; s1, . . . , sn) = |A|−1
∑
α∈A

n∑
k=1

s
jk(α)
k ,

ãäå jk(α) îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî öèêëîâ äëèíû k â ïîäñòàíîâêå α.

Íàïðèìåð, äëÿ öèêëîâûõ èíäåêñîâ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

Z(S1) = s1, Z(S2) =
1

2
(s21+s2). Äàëåå Z(Sn) ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé

ôîðìóëû

Z(Sn) = n−1
n∑

k=1

skZ(Sn−k).
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Ñëåäóÿ [2], áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêîå îáîçíà÷åíèå: åñëè f(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-
öèÿ, òî Z(A; f(x))�ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè f(xk) âìåñòî sk â Z(A), k = 1, 2, . . . , n.
Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü Z(A1 − A2; f(x)) âìåñòî Z(A1; f(x))− Z(A2; f(x)).

Ïðèâåä¼ì òàêæå ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ ïðè
ïåðå÷èñëåíèè äåðåâüåâ, 2-äåðåâüåâ è ò. ä., ÷òîáû ó÷èòûâàòü àâòîìîðôèçìû, ïåðåñòàâ-
ëÿþùèå íåñêîëüêî ïîääåðåâüåâ, ïðèñîåäèí¼ííûõ ê êîðíåâîé âåðøèíå èëè êîðíåâîìó
ðåáðó:

Ëåììà 1 [2]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè f(·) ñïðàâåäëèâî ñîîò-
íîøåíèå

∞∑
n=0

Z(Sn; f(x)) = exp

(
∞∑
k=1

f(xk)

k

)
. (1)

Êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ îò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âû-
÷èñëÿåòñÿ ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè â ðÿä Ìàêëîðåíà, à ðàâåíñòâî ìåæäó ïîëó÷åííûìè ôîð-
ìàëüíûìè ðÿäàìè îçíà÷àåò ðàâåíñòâî âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ [9].

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ òåîðåìû Ðåäôèëäà�Ïîéà è ñôîðìóëèðóåì
åãî äëÿ âåðøèííûõ ðàñêðàñîê ãðàôà. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

� P �êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî öâåòîâ;
� êàæäûé öâåò p ∈ P èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ öåëóþ ñòîèìîñòü w(p);
� çàäàíà f(x) = a0 + a1x + a2x

2 + . . .�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà öâåòîâ
ñòîèìîñòè k, òî åñòü ak îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî öâåòîâ ñòîèìîñòè k;

� G�íåêîòîðûé ãðàô íà n âåðøèíàõ;
� A = Aut(G) ⊆ Sn � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ G, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå âåðøèí;
� ñòîèìîñòü ðàñêðàñêè ãðàôà ðàâíà ñóììå ñòîèìîñòåé öâåòîâ âåðøèí;
� bk �÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàñêðàñîê ãðàôà G ñòîèìîñòè k.

Òåîðåìà 1 [2, 8]. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ B(x) äëÿ ÷èñëà ðàñêðàñîê ãðàôà G
ñòîèìîñòè k ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

B(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + . . . = Z(A; f(x)).

Âûäåëèì îñîáûé ñëó÷àé ðàñêðàñêè n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, êîãäà öâåòà äîëæíû
áûòü ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Óòâåðæäåíèå 1 [2]. Ïóñòü C(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàñêðàñîê
âåðøèí ãðàôà Kn ñòîèìîñòè k ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè öâåòàìè ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæå-
íèÿõ, ÷òî è â òåîðåìå 1. Òîãäà

C(x) = Z(An − Sn; f(x)).

Ýôôåêòèâíûì ïðè¼ìîì, êîòîðûé ïîòðåáóåòñÿ â äàëüíåéøåì, ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò
ñòðóêòóð ñ âûäåëåííûì êîðíåì ê ñòðóêòóðàì áåç êîðíÿ, îñíîâàííûé íà íåêîòîðîì ëè-
íåéíîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ÷èñëîì êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (íåïîäîáíûõ êîðíåâûõ
ñòðóêòóð) â ãðàôå. Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêîé íåïîäîáèÿ, à ñîîò-
âåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå � ëåììîé î íåïîäîáèè (�dissymmetry lemma�, �dissymmetry
theorem�). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H1, H2, . . . , Hm � ñòðóêòóðû (âåðøèíû, ð¼áðà, ÿ÷åéêè),
êîòîðûå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü â êëàññå ãðàôîâ G. Îáîçíà÷èì #(Hi, G) ÷èñëî íåïî-
äîáíûõ ñòðóêòóð Hi â ãðàôå G. Ïóñòü φi(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ãðàôîâ
ñ âûäåëåííîé êîðíåâîé ñòðóêòóðîé Hi.
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Ëåììà 2 [2]. Åñëè ïðè ôèêñèðîâàííûõ êîýôôèöèåíòàõ α1, . . . , αm äëÿ ëþáîãî
ãðàôà G ∈ G âûïîëíåíî

m∑
i=1

αi ·#(Hi, G) = 1,

òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ φ(x) äëÿ ÷èñëà ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ èç G óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

m∑
i=1

αiφi(x) = φ(x).

Äàëåå ýòà òåõíèêà ïðèìåíÿåòñÿ ê 2-äåðåâüÿì ñ îðèåíòèðîâàííûìè ÿ÷åéêàìè.

2. Ñëó÷àé îðèåíòèðîâàííûõ ÿ÷ååê

Äîêàæåì ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ â ñëó÷àå
îðèåíòèðîâàííûõ ÿ÷ååê, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî ïðîùå, ÷åì ñëó÷àé ÷àñòè÷íî
îðèåíòèðîâàííûõ ÿ÷ååê. Ïðè ýòîì ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè
êîðíåâûõ ñòðóêòóð, çàìåòíî óïðîùàþòñÿ â ñðàâíåíèè ñ íåîðèåíòèðîâàííûì ñëó÷àåì,
ïðèâåä¼ííûì â [2].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q�êîëè÷åñòâî íåïîäîáíûõ ð¼áåð â îðèåíòèðîâàííîì 2-äåðå-
âå G; s�êîëè÷åñòâî íåïîäîáíûõ ÿ÷ååê â G. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (õàðàêòåðè-
ñòèêà íåïîäîáèÿ äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ)

q − 2s = 1. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ÿ÷ååê. Â ñëó÷àå îäíîé îðèåí-
òèðîâàííîé ÿ÷åéêè èìååì âåðíîå ðàâåíñòâî 3− 2 = 1.

Ïóñòü äàíî îðèåíòèðîâàííîå 2-äåðåâî G, èìåþùåå k > 1 ÿ÷ååê. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ 2-äåðåâà, ñðåäè íèõ íàéä¼òñÿ ¾âèñÿ÷àÿ¿ ÿ÷åéêà uvw, êîòîðàÿ èìååò ñ îñòàëüíûìè
îäíî îáùåå ðåáðî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ðàâåíñòâî (2) èìååò ìåñòî ïîñëå óäà-
ëåíèÿ uvw. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G′ ãðàô, ïîëó÷åííûé ïîñëå óäàëåíèÿ ýòîé ÿ÷åéêè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ââåä¼ííîé â ÿ÷åéêå îðèåíòàöèè âñå òðè ðåáðà uv, vw, uw ïîïàðíî
íå ïîäîáíû. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ÿ÷åéêà íå ïîäîáíà ÿ÷åéêàì G′, òî ïðè å¼ äîáàâëåíèè
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿ÷ååê è íà 2�÷èñëî êëàññîâ ð¼áåð,
òàê êàê îäíî èç ð¼áåð uv, vw, uw ïðèíàäëåæàëî ãðàôó G′.

2) Åñëè uvw ïîäîáíà êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêå G′, òî å¼ ðåáðà ïîäîáíû ñîîòâåòñòâóþùèì
ð¼áðàì ÿ÷ååê èç å¼ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, è ïðè äîáàâëåíèè uvw ÷èñëî êëàññîâ ð¼áåð
íå óâåëè÷èâàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî (2) ñîõðàíÿåòñÿ ïîñëå äîáàâëåíèÿ ÿ÷åé-
êè uvw.

Îáîçíà÷èì:

� t△,1(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ ñ çàäàííûì ÷èñëîì
ÿ÷ååê;

� q(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ ñ âûäåëåííûì êîðíå-
âûì ðåáðîì;

� s(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ ñ êîðíåâîé ÿ÷åéêîé.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2, èç ðàâåíñòâà (2) ïîëó÷àåì

q(x)− 2s(x) = t△,1(x).
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Îïðåäåëåíèå 9. Îðèåíòèðîâàííîå 2-äåðåâî G ñ êîðíåâûì ðåáðîì uv áóäåì íà-
çûâàòü ñèììåòðè÷íûì, åñëè ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì G (ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ
ÿ÷ååê), êîòîðûé ïåðåâîäèò u â v, à v â u. Åñëè òàêîãî àâòîìîðôèçìà íå ñóùåñòâóåò,
áóäåì íàçûâàòü G íåñèììåòðè÷íûì.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé îðèåíòèðîâàííûõ
2-äåðåâüåâ ñ ðàçëè÷íûìè êîðíåâûìè ñòðóêòóðàìè:

� N1(x)� åñëè êîðíåì ÿâëÿåòñÿ òîðöåâîå ðåáðî uv è ãðàô íåñèììåòðè÷åí;
� M(x)� åñëè êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåáðî (íå îáÿçàòåëüíî òîðöåâîå) è ãðàô

ñèììåòðè÷åí;
� N(x)� åñëè êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåáðî è ãðàô íåñèììåòðè÷åí.

Îòìåòèì, ÷òî 2-äåðåâî ñ òîðöåâûì ðåáðîì íå ìîæåò áûòü ñèììåòðè÷íûì ñ ó÷¼òîì
îðèåíòàöèè. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü èõ êîýôôèöèåíòû.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ íåñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ
2-äåðåâüåâ ñ êîðíåì â òîðöåâîì ðåáðå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

N1(x) = 3x(1 +M(x) + 2N(x))2. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì 2-äåðåâî, íà÷èíàÿ ñ îäíîé îðèåíòèðîâàííîé ÿ÷åé-
êè (ìíîæèòåëü x). Â íåé ìîæíî âûäåëèòü êîðåíü (òîðöåâîå ðåáðî) òðåìÿ ñïîñîáàìè
(ìíîæèòåëü 3).

Ê äâóì äðóãèì ð¼áðàì ìîæíî íè÷åãî íå ïðèñîåäèíÿòü (ñëàãàåìîå 1), ìîæíî ïðèñî-
åäèíèòü ñèììåòðè÷íûé ãðàô (ñëàãàåìîåM(x)) èëè íåñèììåòðè÷íûé äâóìÿ ñïîñîáàìè
(ñëàãàåìîå 2N(x)).

Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ÿ÷åéêà ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé, ó÷èòûâàòü ïåðåñòàíîâêè
ïðèñîåäèí¼ííûõ ãðàôîâ íå òðåáóåòñÿ, ò. å. ïîëó÷åííûé ìíîæèòåëü (1+M(x)+2N(x))2

ïåðå÷èñëÿåò âñå ñïîñîáû ïðèñîåäèíåíèÿ ïîäãðàôîâ ê ÿ÷åéêå.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ
2-äåðåâüåâ ñ êîðíåâûì (íå îáÿçàòåëüíî òîðöåâûì) ðåáðîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

M(x) =
∞∑
n=1

Z(Sn;N1(x
2)). (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â îðèåíòèðîâàííîì 2-äåðåâå ðåáðî ìîæåò áûòü
ñèììåòðè÷íûì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ê íåìó ïðèñîåäèíåíû ïàðû ¾çåðêàëüíûõ¿
ïîäãðàôîâ, òàê êàê ïðè àâòîìîðôèçìå, ìåíÿþùåì ìåñòàìè êîíöû ðåáðà, îðèåíòèðî-
âàííàÿ ÿ÷åéêà íå ìîæåò ïåðåéòè â ñåáÿ.

Ïóñòü uv� ñèììåòðè÷íîå êîðíåâîå ðåáðî. Áóäåì ïðèñîåäèíÿòü ê íåìó ïàðû îäèíà-
êîâûõ ïîäãðàôîâ, ïåðå÷èñëÿåìûõ ôóíêöèåé N1(x). Ïðè ýòîì ÷èñëî ÿ÷ååê óäâàèâàåòñÿ,
ò. å. ïàðû ¾çåðêàëüíûõ¿ êîïèé ïåðå÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèåé N1(x

2). Òàêèõ ïàð âîçüì¼ì n
äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . Òàê êàê íå èìååò çíà÷åíèÿ, â êàêîì ïîðÿäêå èõ ïðèñîåäèíÿòü,
òî ñëåäóåò ó÷åñòü äåéñòâèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.

Îòìåòèì, ÷òî ñóììèðîâàíèå çäåñü âåä¼òñÿ ñ n = 1, ïîñêîëüêó K2 áåç ïðèñîåäèí¼í-
íûõ ïîäãðàôîâ ïî îïðåäåëåíèþ íå ÿâëÿåòñÿ 2-äåðåâîì.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ ñ íåñèì-
ìåòðè÷íûì êîðíåâûì (íå îáÿçàòåëüíî òîðöåâûì) ðåáðîì ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óðàâ-
íåíèÿ

M(x) + 2N(x) =
∞∑
n=1

Z(Sn; 2N1(x)). (5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàâíû, òàê êàê îáå îïèñû-
âàþò îðèåíòèðîâàííûå 2-äåðåâüÿ ñ êîðíåâûì ðåáðîì uv è ïîìå÷åííûìè íåçàâèñèìî

îò îðèåíòàöèè ÿ÷ååê âåðøèíàìè u è v. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì ðàçëè÷íûìè íåñèììåò-
ðè÷íûå èçîìîðôíûå ãðàôû G1, G2, äëÿ êîòîðûõ èçîìîðôèçì ïåðåâîäèò u â v′, à v
â u′, ïðè÷¼ì uv�êîðíåâîå ðåáðî â G1, u

′v′ �êîðíåâîå ðåáðî â G2. Â îïðåäåëåíèè N(x)
è N1(x) âûøå ìû ñ÷èòàëè òàêèå ãðàôû îäèíàêîâûìè.

Â ñàìîì äåëå, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, áóäåì äåéñòâîâàòü àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû (4), íî ïðèñîåäèíÿòü íàäî íå äâå ¾çåðêàëüíûå¿ êîïèè
ïîäãðàôà, à îäèí íåñèììåòðè÷íûé ïîäãðàô îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ.

×òîáû ïîëó÷èòü ëåâóþ ÷àñòü, âûäåëèì èç ïðèñîåäèí¼ííûõ íåñèììåòðè÷íûõ ïîä-
ãðàôîâ ¾çåðêàëüíûå¿ ïàðû (åñëè îíè åñòü) è ñîñòàâèì èç íèõ ìàêñèìàëüíûé ïîä-
ãðàô ñ òåì æå êîðíåâûì ðåáðîì (íî ñèììåòðè÷íûì). Òàêèå ïîäãðàôû ïåðå÷èñëÿþòñÿ
ôóíêöèåéM(x). Îñòàëüíûå ïðèñîåäèí¼ííûå ïîäãðàôû îáðàçóþò ïîäãðàô ñ íåñèììåò-
ðè÷íûì êîðíåâûì ðåáðîì è ïåðå÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèåé 2N(x), ïîñêîëüêó ìû ïîëàãàåì,
÷òî âåðøèíû u, v ïîìå÷åíû. Äëÿ êàæäîãî ãðàôà, ïîëó÷åííîãî ïðèñîåäèíåíèåì ê uv
íåñêîëüêèõ ïîäãðàôîâ, ýòî ðàçëîæåíèå íà ñèììåòðè÷íóþ è íåñèììåòðè÷íóþ ñîñòàâ-
ëÿþùèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1) ïðåîáðàçóåì ôîðìóëû (4), (5) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 +M(x) = exp

(
∞∑
n=1

N1(x
2n)

n

)
; (6)

1 +M(x) + 2N(x) = exp

(
∞∑
n=1

2N1(x
n)

n

)
. (7)

Òåïåðü ïðè ïîìîùè ôîðìóë (3), (6), (7) íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ M1(x), N1(x),
M(x), N(x). Ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëèì âðó÷íóþ. Äàëåå, çà ñ÷¼ò äîìíîæåíèÿ
íà x â ôîðìóëå N1(x), çíàÿ ñâîáîäíûé êîýôôèöèåíò ó M(x) è N(x), ìîæíî íàéòè
êîýôôèöèåíò ïðè x â N1(x), çàòåì êîýôôèöèåíò ïðè x â M(x) è N(x), çàòåì êîýôôè-
öèåíò ïðè x2 â N1(x) è ò. ä. Ïîñëå íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì

N1(x) = 3x+ 36x2 + 666x3 + 14268x4 + 3336231x5 + . . . ,

M(x) = 3x2 + 42x4 + 784x6 + 17163x8 + 409386x10 . . . ,

N(x) = 3x+ 45x2 + 910x3 + 20376x4 + 493803x5 + . . .

Íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ ñ êîðíåâûì ðåáðîì:

q(x) =M(x) +N(x) = 3x+ 48x2 + 910x3 + 20418x4 + 493803x5 + . . .

Óòâåðæäåíèå 5. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ
ñ êîðíåâîé ÿ÷åéêîé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

s(x) = x(1 +M(x) + 2N(x))3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì îðèåíòèðîâàííóþ êîðíåâóþ ÿ÷åéêó (ìíîæèòåëü x)
è ê òð¼ì å¼ ð¼áðàì ïðèñîåäèíèì ïîäãðàôû, ïåðå÷èñëÿåìûå ìíîæèòåëåì 1 +M(x) +
+2N(x). Ïîñêîëüêó êîðíåâàÿ ÿ÷åéêà îðèåíòèðîâàíà, ó÷èòûâàòü ïåðåñòàíîâêè ïîäãðà-
ôîâ íå òðåáóåòñÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûøå ðÿäû, ïîëó÷àåì

s(x) = x+ 18x2 + 387x3 + 9024x4 + 223893x5 + . . .
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Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2) ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ îðèåí-
òèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ:

t△,1(x) = q(x)− 2s(x) = x+ 12x2 + 136x3 + 2370x4 + 46017x5 + . . .

Âû÷èñëåíèå äàííûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ðåàëèçîâàíî â python. Êîä ðàçìåù¼í íà
Github [10].

3. Ñëó÷àé ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ ÿ÷ååê

Âûâîä ñîîòíîøåíèé äëÿ ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ âî ìíîãîì ïîâòî-
ðÿåò ïðåäûäóùèé ñëó÷àé, ïîýòîìó ÷àñòü ïîÿñíåíèé îïóùåíà.

Íà÷íåì ñ õàðàêòåðèñòèêè íåïîäîáèÿ.

Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ îäíîãî ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííîãî 2-äåðåâà q�êîëè÷åñòâî
íåïîäîáíûõ ðåáåð, s0 �êîëè÷åñòâî íåïîäîáíûõ ÿ÷ååê, ó êîòîðûõ âñå òðè ðåáðà íåïî-
äîáíû, s1 �êîëè÷åñòâî íåïîäîáíûõ ÿ÷ååê, ó êîòîðûõ äâà ðåáðà ïîäîáíû äðóã äðóãó,
òî

q − 2s0 − s1 = 1. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ÿ÷ååê k, íà÷èíàÿ ñ îäíîé ÷à-
ñòè÷íî îðèåíòèðîâàííîé ÿ÷åéêè. Ïðè k = 1 èìååì s0 = 0, s1 = 1, è ðàâåíñòâî (8)
âåðíî.

Â 2-äåðåâå G ñ k + 1 ÿ÷åéêîé íàéä¼òñÿ ¾âèñÿ÷àÿ¿ ÿ÷åéêà uvw, ïðèñîåäèí¼ííàÿ ïî
ðåáðó vw. Ïóñòü äëÿ ãðàôà G′ = G \ u, â êîòîðîì ýòà ÿ÷åéêà óäàëåíà, ôîðìóëà (8)
âûïîëíåíà. Äîêàæåì, ÷òî îíà âûïîëíåíà è äëÿ G.

Åñëè ÿ÷åéêà uvw ïîäîáíà êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêå G′, òî âñå å¼ ð¼áðà ïðèíàäëåæàò êëàñ-
ñàì ýêâèâàëåíòíîñòè èç G′, à çíà÷èò, ïðè äîáàâëåíèè ýòîé ÿ÷åéêè ÷èñëà q, s0, s1 íå
èçìåíÿþòñÿ.

Åñëè íîâàÿ ÿ÷åéêà íå ïîäîáíà ÿ÷åéêàì G′, òî âîçíèêàåò åù¼ äâà ñëó÷àÿ:
1) ×àñòè÷íàÿ îðèåíòàöèÿ uvw âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòìå÷åíà îäíà èç âåð-

øèí v, w. Òîãäà ð¼áðà uv, vw, uw íåïîäîáíû äðóã äðóãó, à çíà÷èò, q óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 2, s0 íà 1, s1 íå èçìåíÿåòñÿ.

2) Îòìå÷åíà âåðøèíà u, ð¼áðà uv, uw ïîäîáíû. Òîãäà q óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, s0 íå
èçìåíÿåòñÿ, s1 óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà (8) ñïðàâåäëèâà äëÿ G.

Ïåðå÷èñëèì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé êîðíåâûõ ñòðóêòóð íà ÷à-
ñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüÿõ:

� s0(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ÿ÷åéêà ñ ïîïàðíî íåïîäîáíûìè ð¼áðàìè;
� s1(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ÿ÷åéêà ñ äâóìÿ ïîäîáíûìè ð¼áðàìè;
� q(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåáðî;
� N1(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ òîðöåâîå ðåáðî, ãðàô íåñèììåòðè÷åí;
� M1(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ òîðöåâîå ðåáðî, ãðàô ñèììåòðè÷åí;
� N(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåáðî, ãðàô íåñèììåòðè÷åí;
� M(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåáðî, ãðàô ñèììåòðè÷åí.

Ïóñòü t△,2(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 2, èç (8) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé:

q(x)− 2s0(x)− s1(x) = t△,2(x). (9)

Íàéä¼ì ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ êîðíåâûõ
ñòðóêòóð.
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Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ ñëó÷àÿ òîðöåâîãî ðåáðà è ñèììåòðè÷íîãî ãðàôà èìååì

M1(x) = x(1 +M(x2) + 2N(x2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ãðàô, íà÷èíàÿ ñ îäíîé ÿ÷åéêè ñ îòìå÷åííîé âåð-
øèíîé, ñîäåðæàùåé êîðíåâîå ðåáðî (ìíîæèòåëü x).

Êîðíåì îáÿçàíî áûòü ðåáðî íàïðîòèâ îòìå÷åííîé âåðøèíû, òàê êàê ãðàô ñèì-
ìåòðè÷åí. Ê äðóãèì äâóì ð¼áðàì èñõîäíîé ÿ÷åéêè ìîæíî íè÷åãî íå ïðèñîåäèíÿòü
(ñëàãàåìîå 1), ïðèñîåäèíèòü äâà îäèíàêîâûõ ñèììåòðè÷íûõ ãðàôà (ñëàãàåìîå M(x2))
èëè ïðèñîåäèíèòü äâà îäèíàêîâûõ íåñèììåòðè÷íûõ ãðàôà îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ
(ñëàãàåìîå 2N(x2)).

Óòâåðæäåíèå 7. Äëÿ ñëó÷àÿ òîðöåâîãî ðåáðà è íåñèììåòðè÷íîãî ãðàôà èìååì

N1(x) = 3xZ (A2 − S2, 1 +M(x) + 2N(x)) + x(1 +M(x2) + 2N(x2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ÿ÷åéêó ñ âûäåëåííûì òîðöåâûì ðåáðîì uv áåç êàêîé-
ëèáî îðèåíòàöèè (ìíîæèòåëü x). Îòäåëüíî ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåð-
âîìó è âòîðîìó ñëàãàåìîìó. Â ïåðâîì ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íîñòü îáåñïå÷èâàþò ïðèñî-
åäèí¼ííûå ãðàôû, âî âòîðîì� îðèåíòàöèÿ èñõîäíîé ÿ÷åéêè:

1) Ê äðóãèì äâóì ð¼áðàì ïðèñîåäèíèì ðàçëè÷íûå ïîäãðàôû, ïåðå÷èñëÿåìûå ôóíê-
öèåé 1 +M(x) + 2N(x). Ïîäñòàíîâêà â öèêëîâîé èíäåêñ Z(A2 − S2) = (s21 − s2)/2 ïîç-
âîëÿåò ïåðå÷èñëèòü òîëüêî òå ñëó÷àè, êîãäà ïðèñîåäèí¼ííûå ãðàôû ðàçëè÷íû. Çàòåì
ìû òðåìÿ ñïîñîáàìè ìîæåì âûäåëèòü âåðøèíó â èñõîäíîé ÿ÷åéêå (ìíîæèòåëü 3).

2) Ìíîæèòåëü 1+M(x2)+2N(x2) îçíà÷àåò, ÷òî ê ÿ÷åéêå ïðèñîåäèíåíû äâà îäèíà-
êîâûõ ïîäãðàôà. Â ýòîì ñëó÷àå îðèåíòàöèÿ ÿ÷åéêè, íàðóøàþùàÿ ñèììåòðèþ, åäèí-
ñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî àâòîìîðôèçìà.

Óòâåðæäåíèå 8. Â ñëó÷àÿõ ïðîèçâîëüíîãî (íå îáÿçàòåëüíîãî òîðöåâîãî) ñèì-
ìåòðè÷íîãî èëè íåñèììåòðè÷íîãî êîðíåâîãî ðåáðà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

M(x) =
∞∑
n=1

Z(Sn;M1(x) +N1(x
2)); (10)

M(x) + 2N(x) =
∞∑
n=1

Z(Sn;M1(x) + 2N1(x)). (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðÿäû äëÿ M(x) è M(x) + 2N(x) ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íî ôîð-
ìóëàì (4) è (5). Îòëè÷èå òîëüêî â òîì, ÷òî â ñëó÷àå ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ
2-äåðåâüåâ ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷íûå ïîäãðàôû ñ êîðíåì â òîðöåâîì ðåáðå, ïîýòî-
ìó â ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïîäñòàâëÿåòñÿ â öèêëîâîé èíäåêñ, åñòü ñëàãàåìîå M1(x).

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëû (10) è (11) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1):

1 +M(x) = exp

(
∞∑
n=1

M1(x
n) +N1(x

2n)

n

)
;

1 +M(x) + 2N(x) = exp

(
∞∑
n=1

M1(x
n) + 2N1(x

n)

n

)
.

Òàê êàê ðÿäû äëÿ M1(x) è N1(x) ñîäåðæàò äîìíîæåíèå íà x, à ðÿäû M(x) è
M(x)+2N(x)�íåò, òî ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè âñå èõ êîýôôèöèåíòû. Çàòåì
âû÷èñëèì ðÿä q(x) =M(x) +N(x):

N1(x) = x+ 9x2 + 84x3 + 921x4 + 10914x5 + . . . ,
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M1(x) = x+ 3x3 + 24x5 + 235x7 + 2649x9 . . . ,

N(x) = x+ 11x2 + 115x3 + 1317x4 + 16077x5 + . . . ,

M(x) = x+ 2x2 + 5x3 + 15x4 + 42x5 + . . . ,

q(x) = 2x+ 13x2 + 120x3 + 1332x4 + 16119x5 + . . .

Ïåðåéä¼ì ê ïðîèçâîäÿùèì ôóíêöèÿì äëÿ ãðàôîâ ñ êîðíåâûìè ÿ÷åéêàìè.

Óòâåðæäåíèå 9. Â ñëó÷àå êîðíåâîé ÿ÷åéêè ñ äâóìÿ ïîäîáíûìè ð¼áðàìè ïðîèç-
âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä s1(x) =M1(x)(1 +M(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ãðàôû, ïåðå÷èñëÿåìûå M1(x), è îáúÿâèì, ÷òî ÿ÷åé-
êà, êîòîðàÿ ðàíüøå ñîäåðæàëà êîðíåâîå ðåáðî uv, òåïåðü ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé. Ê ðåáðó
uv ìîæíî íè÷åãî íå ïðèñîåäèíÿòü (ñëàãàåìîå 1) èëè ïðèñîåäèíèòü ñèììåòðè÷íûé ãðàô
(ñëàãàåìîå M(x)).

Óòâåðæäåíèå 10. Â ñëó÷àå êîðíåâîé ÿ÷åéêè ñ òðåìÿ íåïîäîáíûìè ðåáðàìè èìå-
åò ìåñòî ðàâåíñòâî

s0(x)=xZ(A2−S2; 1+M(x)+ 2N(x))(1+M(x)+ 2N(x))+xN(x)(1+M(x2)+ 2N(x2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà êîðíåâàÿ ÿ÷åéêà uvw ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé u
(ìíîæèòåëü x). Íåïîäîáèå ð¼áåð uv, uw ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ëèáî òåì, ÷òî ê íèì
ïðèñîåäèíåíû ðàçëè÷íûå ïîäãðàôû, ëèáî òåì, ÷òî ê ðåáðó vw ïðèñîåäèí¼í íåñèììåò-
ðè÷íûé ïîäãðàô. Óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ âîçíèêíóò èìåííî òàêèå ñëàãàå-
ìûå, êàê â ïðèâåä¼ííîé ôîðìóëå:

1) Ê ð¼áðàì uv, uw ïðèñîåäèíèì ðàçëè÷íûå ãðàôû, ïåðå÷èñëÿåìûå 1 + M(x) +
+2N(x). Ïîäñòàíîâêà â öèêëîâîé èíäåêñ Z(A2−S2) îáåñïå÷èâàåò, ÷òî ïðèñîåäèíÿåìûå
ãðàôû ðàçëè÷íû. Ê ðåáðó vw ïðèñîåäèíèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô ñ êîðíåâûì ðåáðîì
(âîçìîæíî, ïóñòîé). Ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü ðàâåí 1 +M(x) + 2N(x).

2) Ê ðåáðó vw ïðèñîåäèí¼í íåñèììåòðè÷íûé ïîäãðàô (ìíîæèòåëü N(x)), ê ð¼á-
ðàì uv, uw ïðèñîåäèíåíû îäèíàêîâûå ïîäãðàôû (ìíîæèòåëü 1 +M(x2) + 2N(x2)).

Âû÷èñëèì s0 è s1:

s0(x) = 4x2 + 47x3 + 578x4 + 7254x5 + . . . ,

s1(x) = x+ x2 + 5x3 + 8x4 + 45x5 + . . .

Ïîäñòàâèâ èõ â ôîðìóëó (9), íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷àñòè÷íî îðèåíòè-
ðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ:

t△,2(x) = q(x)− 2s0(x)− s1(x) = x+ 4x2 + 21x3 + 168x4 + 1566x5 + . . .

Êîä, âû÷èñëÿþùèé äàííûå êîýôôèöèåíòû, òàêæå ðàçìåù¼í íà Github [10].

Çàêëþ÷åíèå

Ïðèâåä¼ííûå ôîðìóëû è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîãóò áûòü àäàïòèðîâàíû
ê äðóãèì çàäà÷àì î k-äåðåâüÿõ è ãèïåðãðàôàõ, íî ïðè ýòîì ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ áîëåå
èçîùð¼ííûå êîìáèíàòîðíûå ðàññóæäåíèÿ.

Óêàæåì êëàññû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ íà äàííûé ìîìåíò íå íàéäåíû ìåòîäû ïåðå-
÷èñëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, îñíîâàííûå íà òåîðèè Ïîéà: ãðàôû, ñâîáîäíûå
îò çàäàííîãî ïîäãðàôà, â ÷àñòíîñòè ãðàôû áåç òðåóãîëüíèêîâ; (p, q)-ðàçðåæåííûå ãðà-
ôû íà n âåðøèíàõ (ò. å. ãðàôû, â êîòîðûõ èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô íà m âåðøèíàõ
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ñîäåðæèò íå áîëåå pm − q ð¼áåð); ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûå k-îäíîðîäíûå ãèïåð-
ãðàôû.

Åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à î ïåðå÷èñëåíèè èçâåñòíîãî êëàññà ãðàôîâ (íàïðèìåð, ãðà-
ôîâ áåç òðåóãîëüíèêîâ) â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè ìåòîäà
èòåðàòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, òî äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìî-
ñòè, âåðîÿòíî, òàêæå ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ, íî ýòîò âîïðîñ íàõîäèòñÿ
äàëåêî çà ðàìêàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îïòèìèçàöèåé ýêî-
íîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâàíèÿ êâîò íà âûáðîñû. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè
ó÷èòûâàåòñÿ àêòóàëüíàÿ ðîññèéñêàÿ ïðàêòèêà îáðàùåíèÿ ñ óãëåðîäíûìè åäèíèöà-
ìè. Ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ïðî-
åêòà, ïðè ðåàëèçàöèè êîòîðîãî èñïîëüçóþòñÿ óãëåðîäíûå êâîòû. Êðèòåðèåì îï-
òèìàëüíîñòè âûñòóïàåò ðàçíèöà ìåæäó äîõîäàìè è ðàñõîäàìè, îáóñëîâëåííûìè
îïåðàöèÿìè ñ óãëåðîäíûìè åäèíèöàìè. Îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷è âûñòóïàþò îðãà-
íèçàöèîííûå è òåõíîëîãè÷åñêèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàáîòàìè, à òàêæå ïðåäåëü-
íûé ñðîê çàâåðøåíèÿ ïðîåêòà. Âñå ïàðàìåòðû ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðî-
âàííûìè. Côîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî çàäà÷à êàëåíäàðíîãî
ïëàíèðîâàíèÿ ñ êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâà-
íèÿ êâîò íà âûáðîñû ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â ñëó÷àå ðàáîò
åäèíè÷íîé äëèòåëüíîñòè. Âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðîåêòíûìè ðàáîòàìè ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Ýòî ïîçâîëÿåò â ïðîöåññå äîêà-
çàòåëüñòâà èñïîëüçîâàòü ñâåäåíèå ê äàííîé çàäà÷å çàäà÷è î êëèêå, NP-òðóäíîñòü
êîòîðîé èçâåñòíà. Ðàññìîòðåíû òàêæå îñîáûå ñëó÷àè ñîîòíîøåíèé ìåæäó öåíà-
ìè êâîò è øòðàôàìè. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà è
ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå öåí è øòðàôîâ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè çàäà÷à êàëåíäàð-
íîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îïòèìèçàöèåé ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâàíèÿ
êâîò íà âûáðîñû ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê èçâåñòíîìó âàðèàíòó çàäà÷è êàëåíäàðíî-
ãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè è êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV.
Äëÿ ðåøåíèÿ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíà ìîäèôèêàöèÿ ðàçðàáîòàííîé ðà-
íåå ïðîãðàììû äëÿ IBM ILOG CPLEX.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåê-

òîâ, óãëåðîäíûå êâîòû, çàäà÷à î êëèêå, NP-òðóäíîñòü.

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà Êðàñíîÿðñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì öåíòðîì, ôèíàíñèðóåìûì Ìèíîáðíàóêè ÐÔ
(ñîãëàøåíèå � 075-02-2025-1790).
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COMPLEXITY OF THE SCHEDULING PROBLEM WITH
THE CRITERION OF OPTIMISATION OF ECONOMIC EFFECT

FROM THE USE OF EMISSION QUOTAS

A.M. Bulavchuk

Siberian Federal University, Krasnoyarsk, Russia

We consider a scheduling model that optimizes the economic impact of using emis-
sion quotas. When constructing the model, the current Russian practice of handling
carbon units is taken into account. The model involves searching for the optimal
schedule of an investment project, the implementation of which uses carbon quotas.
The optimality criterion is the difference between income and expenses resulting from
transactions with carbon units. The problem constraints include the organizational
and technological dependencies between activities, as well as the project deadline. All
model parameters are deterministic. We prove that the scheduling problem with the
objective of optimizing the economic impact of emission quotas is strongly NP-hard,
even when all tasks have the same duration. We show that the relationships between
project activities can be represented in the form of an undirected graph. This allowed
us to use a reduction of the clique problem, whose NP-hardness is known, to this prob-
lem during the proof process. Special cases of relationships between quota prices and
fines are also considered. It was proved that, assuming constant prices and fines over
time, the problem of scheduling to optimize the economic effect of emission quotas
can be reduced to the well-known scheduling problem with unlimited resources and
the NPV maximization criterion. To solve numerical examples, a modification of the
previously developed algorithm for IBM ILOG CPLEX was used.

Keywords: project scheduling problem, carbon quotas, clique problem, NP-hardness.

Ââåäåíèå

Ñîêðàùåíèå âûáðîñîâ ïàðíèêîâûõ ãàçîâ � âàæíàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à, îäèí èç
ïóòåé ðåøåíèÿ êîòîðîé� ââåäåíèå ïðàêòèêè îáîðîòà óãëåðîäíûõ åäèíèö. Ïðàâèòåëü-
ñòâîì Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ïîñëåäíèå ãîäû ïðåäïðèíÿòû âàæíûå øàãè â ýòîì
íàïðàâëåíèè, ïåðâûì èç êîòîðûõ ñòàëî ïðèíÿòèå Ôåäåðàëüíîãî çàêîíà �296-ÔÇ
¾Îá îãðàíè÷åíèè âûáðîñîâ ïàðíèêîâûõ ãàçîâ¿ [1]. Äàííûé äîêóìåíò çàêðåïèë êëþ÷å-
âûå ïîêàçàòåëè îáðàùåíèÿ ñ óãëåðîäíûìè åäèíèöàìè è ñîçäàë îñíîâó äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ îïåðàöèé ñ êâîòàìè. Íà÷àòûé â 2022 ã. íà òåððèòîðèè Ñàõàëèíñêîé îáëàñòè ýêñ-
ïåðèìåíò äîëæåí ñòàòü îñíîâîé äëÿ ðàñøèðåíèÿ ïðàêòèêè îáðàùåíèÿ ñ óãëåðîäíûìè
åäèíèöàìè [2]. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëèðîâàíèå îáðàùåíèÿ ñ óãëåðîäíûìè åäèíèöàìè
ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì â ñôåðå êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöè-
îííûõ ïðîåêòîâ.

Â ðàáîòå [3] ñôîðìóëèðîâàíà ìîäåëü çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòè-
öèîííûõ ïðîåêòîâ ñ êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâà-
íèÿ êâîò íà âûáðîñû. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íîâîé â ðÿäó çàäà÷ êàëåíäàðíîãî ïëà-
íèðîâàíèÿ ñ ýêîíîìè÷åñêèìè êðèòåðèÿìè îïòèìàëüíîñòè. Ïðåäøåñòâóþùèå èññëåäî-
âàíèÿ àêöåíòèðîâàëè âíèìàíèå íà îïòèìèçàöèè ñðîêîâ ðåàëèçàöèè ïðîåêòîâ è ÷èñòîé
ïðèâåä¼ííîé ñòîèìîñòè. Íàïðèìåð, â [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëà-
íèðîâàíèÿ ñî ñêëàäèðóåìûìè ðåñóðñàìè è äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè. Àâòîðû ïðèõîäÿò
ê âûâîäó î ñóùåñòâîâàíèè âàðèàíòà ýòîé çàäà÷è, êîòîðûé ðàçðåøèì çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ.



88 À.Ì. Áóëàâ÷óê

Â ðàáîòå [5] òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñî ñêëàäèðóåìûìè ðåñóðñàìè, íî ñ êðè-
òåðèåì ÷èñòîé ïðèâåä¼ííîé ñòîèìîñòè. Àâòîðû äîêàçûâàþò, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåò-
ñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå ïðè ðàáîòàõ åäèíè÷íîé äëèòåëüíîñòè. Äðóãîé
âàðèàíò ñõîæåé çàäà÷è, ïðåäïîëàãàþùèé èñïîëüçîâàíèå êðåäèòîâ, ðàññìîòðåí â [6].
Ïîêàçàíà NP-òðóäíîñòü çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçìåð èñ-
ïîëüçóåìîãî êðåäèòà íå îãðàíè÷åí. Ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè çàäà÷è êàëåíäàð-
íîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòüþ ïîòðåáëåíèÿ è ïîñòóïëåíèÿ ðåñóðñîâ
íåñêëàäèðóåìîãî òèïà ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàáîòå [7], ãäå äîêàçàíî, ÷òî åñëè øèðèíà
çàäàííîãî íà ìíîæåñòâå ðàáîò ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, òî çàäà÷à
ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì NP-òðóäíîé.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïîäîáíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
âàæíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à êàëåí-
äàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ïðîåêòà ñ êâîòàìè íà îáú¼ìû âûáðîñîâ óãëå-
êèñëîãî ãàçà òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà-
÷å êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ ñ êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè
÷èñòîé ïðèâåä¼ííîé ñòîèìîñòè (NPV).

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì èíâåñòèöèîííûé ïðîåêò, â õîäå êîòîðîãî òðåáóåòñÿ âûïîëíèòüN ðàáîò.
Êàæäàÿ ðàáîòà õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ â öåëûõ ïåðèîäàõ dj, j ∈ {1, 2, . . . , N}.
Òåõíîëîãè÷åñêèå è îðãàíèçàöèîííûå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàáîòàìè ìîæíî çàäàòü â âè-
äå óñëîâèé ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà E. Áóäåì íàçûâàòü ðàñïèñàíèåì ïðîåêòà âåêòîð
S = (s1, s2, . . . , sN), êîìïîíåíòû êîòîðîãî sj îïðåäåëÿþò ìîìåíòû íà÷àëà ðàáîòû
j ∈ {1, 2, . . . , N}. Äëÿ êàæäîé ïàðû ðàáîò (i, j) ∈ E äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
si + di ⩽ sj. Åñëè ñðîê ðåàëèçàöèè ïðîåêòà ñîñòàâëÿåò T ïåðèîäîâ, òî 0 ⩽ sj ⩽ T − dj.

Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû j â ïåðèîä å¼ ðåàëèçàöèè τ ∈ {1, . . . , dj} âûáðàñû-
âàþòñÿ ïàðíèêîâûå ãàçû â îáú¼ìå gj(τ). Áóäåì ñ÷èòàòü ýòè ïàðàìåòðû äåòåðìèíèðî-
âàííûìè, õîòÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî è íå÷¼òêîãî
ñëó÷àåâ [3].

Ðåñóðñàìè ïðîåêòà âûñòóïàþò êâîòû íà âûáðîñû q(t), âûäåëÿåìûå â ïåðèîä t ∈
∈ {1, 2, . . . , T}. Åäèíèöåé âûïîëíåíèÿ êâîòû e(t) áóäåì íàçûâàòü ðàçíèöó ìåæäó êâî-
òîé è ñóììàðíûìè âûáðîñàìè îò âñåõ ðàáîò, ðåàëèçóåìûõ â ïåðèîä t. Ôîðìóëà ðàñ÷¼òà
åäèíèöû âûïîëíåíèÿ êâîòû èìååò âèä

e(t) = q(t)−
∑

j∈V (t)

gj(t− sj),

ãäå V (t)�ìíîæåñòâî ðàáîò, âûïîëíÿåìûõ â èíòåðâàëå [t − 1, t). Åñëè â êàêîé-ëèáî
ìîìåíò âðåìåíè e(t) < 0, òî â êîíöå ïåðèîäà t âíîñèòñÿ ïëàòà çà ïðåâûøåíèå êâî-
òû h(t). Ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå e(t) ñîîòâåòñòâóåò íåèçðàñõîäîâàííîé ÷àñòè êâîòû.
Íåèçðàñõîäîâàííûå åäèíèöû âûïîëíåíèÿ êâîòû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ïî öåíå p(t).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ïðîåêòà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êâîò íà âûáðîñû çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ðàñïèñàíèÿ S, ìàêñèìèçè-
ðóþùåãî ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò R(S) îò îïåðàöèé ñ åäèíèöàìè âûïîëíåíèÿ êâîòû.
Îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷è âûñòóïàþò óñëîâèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ðàáîò è
ïðåäåëüíûé ñðîê ðåàëèçàöèè ïðîåêòà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è èìååò âèä

R(S) =
∑
t∈t+

e(t)p(t)

(1 + r0)t
+
∑
t∈t−

e(t)h(t)

(1 + r0)t
→ max

S
; (1)
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si + di ⩽ sj, (i, j) ∈ E; (2)

0 ⩽ sj ⩽ T − dj, j ∈ {1, 2, . . . , N}, (3)

ãäå r0 � ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ äëÿ îäíîãî ïåðèîäà; t+ �ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè, â êîòîðûå e(t) ⩾ 0; t− �ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûå e(t) < 0.

2. Ñëîæíîñòü çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïðîåêò, ñîñòîÿùèé èç ðàáîò åäèíè÷íîé äëèòåëüíîñòè, ñâÿçàííûõ óñëî-
âèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà E. Ïóñòü öåíà ïðîäàæè åäèíèöû êâîòû â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè ðàâíà p, à øòðàô çà ïðåâûøåíèå êâîòû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâåí

h > p(1 + r0)
2. (4)

Âåëè÷èíó âûáðîñîâ äëÿ êàæäîé ðàáîòû ïðèìåì ðàâíîé 1. Äëÿ èçâåñòíûõ êâîò q(t) òðå-
áóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðàñïèñàíèå ñî çíà÷åíèåì ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà
íå ìåíåå íåêîòîðîé âåëè÷èíû R∗.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèâåäåííîé â [8] èäååé ñâåäåíèÿ ê äàííîé çàäà÷å çàäà÷è î êëèêå.

Çàäà÷à î êëèêå

Óñëîâèå: èìååòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô (W,U) è äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k.
Âîïðîñ: cóùåñòâóåò ëè â í¼ì ïîëíûé ïîäãðàô ñ ÷èñëîì âåðøèí íå ìåíüøå k?

Çàäà÷à î êëèêå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå [9].
Íà îñíîâå ãðàôà (W,U) ïîñòðîèì ïðîåêò, ñîñòîÿùèé èç |U | + |W | ðàáîò. Ðàáî-

òû uij, ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðàì (i, j) ∈ U , áóäåì íàçûâàòü ð¼áåðíûìè, à ðàáîòû wj,
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì j ∈ W , � âåðøèííûìè. Ð¼áåðíóþ ðàáîòó uij áóäåì ñ÷è-
òàòü ïðåäøåñòâóþùåé ðàáîòàì wi è wj. Âñå ðàáîòû èìåþò åäèíè÷íóþ äëèòåëüíîñòü
è õàðàêòåðèçóþòñÿ åäèíè÷íûìè âûáðîñàìè. Ïóñòü îáùèé ñðîê ðåàëèçàöèè ïðîåêòà
ñîñòàâëÿåò 3 ãîäà, à êâîòû íà âûáðîñû ðàñïðåäåëåíû ïî ãîäàì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q(1) = |U | − k(k − 1)/2; (5)

q(2) = |W | − k + k(k − 1)/2; (6)

q(3) = k. (7)

Ñóììàðíàÿ êâîòà ðàâíà |U |+ |W | è ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîé ïîòðåáíîñòüþ âñåõ ðàáîò
ïðîåêòà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà â äàííîé
ïîñòàíîâêå íå ìîæåò ïðåâûøàòü íóëÿ. Èç óñëîâèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî ïðîäàæà íåèçðàñõî-
äîâàííûõ êâîò íåâûãîäíà, ïîñêîëüêó, ñ ó÷¼òîì ðåèíâåñòèðîâàíèÿ, êàæäàÿ ïðîäàííàÿ
êâîòà ìîæåò ÷åðåç äâà ãîäà ïðèíåñòè p(1 + r0)

2, à óáûòîê h èç-çà íåõâàòêè êâîò ýòó
âåëè÷èíó ïðåâûøàåò. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà ýêîíîìè÷åñêîãî ýô-
ôåêòà íåîáõîäèìî ïîëíîñòüþ ðàñõîäîâàòü êâîòû â êàæäîì ãîäó.

Ëåììà 1. Ïóñòü ïðîåêò èç |U | + |W | ðàáîò ïîñòðîåí íà îñíîâå ãðàôà (W,U) è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5)�(7). Â ãðàôå (W,U) ñóùåñòâóåò êëèêà ðàçìåðà k òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ çàäà÷è (1)�(3) ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå ðàáîò ïðîåêòà, äëÿ
êîòîðîãî ðàçìåð ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà ðàâåí R∗ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî êàêèå-òî k âåðøèííûõ ðàáîò îáðàçóþò
êëèêó. Ýòîé êëèêå ñîîòâåòñòâóþò k(k− 1)/2 ð¼áåðíûõ ðàáîò. Â ïåðâûé ãîä êâîòà ïîç-
âîëÿåò âûïîëíèòü |U | − k(k − 1)/2 ð¼áåðíûõ ðàáîò. Âî âòîðîé ãîä ìîæíî âûïîëíèòü
îñòàâøèåñÿ ð¼áåðíûå ðàáîòû è âñå âåðøèííûå, êîòîðûå íå âõîäÿò â êëèêó. Ñâÿçûâàþ-
ùèå èõ ðåá¼ðíûå ðàáîòû áûëè âûïîëíåíû â ïåðâûé ãîä. Ïîñêîëüêó ïîñëå âòîðîãî ãî-
äà îñòàþòñÿ íåâûïîëíåííûìè òîëüêî âåðøèííûå ðàáîòû, âõîäÿùèå â êëèêó, ðåñóðñîâ
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êâîòû â ðàçìåðå k â òðåòüåì ãîäó áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ çàâåðøåíèÿ ïðîåêòà. Òàêèì
îáðàçîì, íàëè÷èå êëèêè ïîçâîëÿåò â êàæäîì ãîäó èçðàñõîäîâàòü êâîòû è ïîëó÷èòü
R∗ = 0.

Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî R∗ = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êâîòû êàæäîãî ãîäà èçðàñõîäî-
âàíû ïîëíîñòüþ. Ïîñëå ïåðâîãî ãîäà îñòàëèñü íåâûïîëíåííûìè k(k − 1)/2 ð¼áåðíûõ
ðàáîò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà â ãðàôå èìååò ðàçìåðíîñòü m < k.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî âåðøèííûõ ðàáîò, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áåðíûå, íóæíî îñòàâèòü íåâûïîëíåííûìè ð¼áåðíûå ðàáîòû, ñâÿ-
çûâàþùèå âåðøèíû êëèêè. Îñòàâøèåñÿ k(k − 1)/2 − m(m − 1)/2 ðàáîò, âûïîëíåíèå
êîòîðûõ îòêëàäûâàåòñÿ äî âòîðîãî ãîäà, áóäåì âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè
ñâÿçûâàëè êàêèå-òî k − m âåðøèí äðóã ñ äðóãîì è ñ âåðøèíàìè êëèêè. Èç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î ðàçìåðå ìàêñèìàëüíîé êëèêè m < k ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà ð¼áåðíàÿ
ðàáîòà áóäåò âûáðàíà íå ïî ýòîìó ïðàâèëó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àëî áû íàëè-
÷èå êëèêè ðàçìåðà k. Òîãäà ïîñëå ïåðâîãî ãîäà íå áóäóò âûïîëíåíû ð¼áåðíûå ðàáîòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå, ïî ìåíüøåé ìåðå, k + 1 âåðøèííîé. Äîïîëíèòåëüíàÿ ðàáîòà, äëÿ
êîòîðîé íå âûïîëíåíà ð¼áåðíàÿ, íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà âî âòîðîì ãîäó, ÷òî ïðè-
âåä¼ò ê íåïîëíîìó èñïîëüçîâàíèþ êâîòû. Îäíàêî ïðè íåïîëíîì èñïîëüçîâàíèè êâîòû
R∗ < 0. Âîçíèêøåå ïðîòèâîðå÷èå ðàçðåøàåòñÿ ïðè m = k.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ (1)�(3) ñ êðèòåðèåì îïòèìèçà-
öèè ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâàíèÿ êâîò íà âûáðîñû ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé
â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â ñëó÷àå ðàáîò åäèíè÷íîé äëèòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåíèå çàäà÷è î êëèêå ê çàäà÷å (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìèàëüíûì, òàê êàê äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ òðåáóåòñÿ íå áîëåå O ((|U |+ |W |)2) îïåðàöèé.
Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ îçíà÷àåò ðåøåíèå çà-
äà÷è î êëèêå. Îäíàêî çàäà÷à î êëèêå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (1)�(3) òîæå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå.

Ïðèìåð 1. Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèâåä¼ííûå â äîêàçàòåëüñòâå ðàññóæäåíèÿ íà
ïðèìåðå óñëîâíîãî ïðîåêòà. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàô è ñåòåâîé ãðàôèê ïðîåêòà èç
âîñüìè ðàáîò, |U | = 4, |W | = 4. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíî ðàñïðå-
äåëåíèå êâîò, à òàêæå îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà. Ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò äëÿ
ýòîãî ðàñïèñàíèÿ R∗ = 0.

Ðèñ. 1. Ãðàô è ñåòåâîé ãðàôèê ïðîåêòà, N = 8

Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ñëó÷àÿ k = 3 ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 2. Ïîñêîëüêó â ãðà-
ôå îòñóòñòâóåò êëèêà ðàçìåðà 3, îïòèìàëüíûé ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò îòðèöàòåëåí.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ îáðàùåíèå ñ êâîòàìè áóäåò óáûòî÷íûì, ÷òî,
îäíàêî, íå ïðåïÿòñòâóåò ðåàëèçàöèè ïðîåêòà.
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Òà á ë è ö à 1
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà

(N = 8, k = 2)

t 1 2 3
Ðàáîòû u12, u23, u34 u14, w2, w3 w1, w4

q(t) 3 3 2
e(t) 0 0 0

Åñëè p = 1, h = 2, r0 = 0,1, òî R∗ =
1

(1 + 0,1)2
− 2

(1 + 0,1)3
= −0,676.

Òà á ë è ö à 2
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà

(N = 8, k = 3)

t 1 2 3
Ðàáîòû u12 u23, u34, u14 w1, w2, w3, w4

q(t) 1 4 3
e(t) 0 1 −1

Äîáàâèì â ãðàô ðåáðî u13 (ðèñ. 2). Äëÿ äàííîãî ïðîåêòà |U | = 5, |W | = 4. Ïîñêîëüêó
â ïîëó÷èâøåìñÿ ãðàôå èìååòñÿ êëèêà ðàçìåðà 3, òî åñòü è ðàñïèñàíèå, äëÿ êîòîðîãî
R∗ = 0 (òàáë. 3).

Ðèñ. 2. Ãðàô è ñåòåâîé ãðàôèê ïðîåêòà, N = 9

Òà á ë è ö à 3
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà

(N = 9, k = 3)

t 1 2 3
Ðàáîòû u12, u23 u13, u34, u14, w2 w1, w3, w4

q(t) 2 4 3
e(t) 0 0 0

3. Îñîáûå ñëó÷àè

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå NP-òðóäíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìû èñõîäèëè èç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ, ÷òî øòðàô çà ïðåâûøåíèå êâîòû ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò öåíó å¼ ïðîäà-
æè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà ýòî ïðåäïîëîæåíèå íàðóøàåòñÿ.
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Ïóñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî p(t) = h(t). Òîãäà öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ çàäà÷è ïðèìåò âèä

R(S) =
T∑
t=1

e(t)p(t)

(1 + r0)t
.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äàííûé âàðèàíò îïèñûâàåò ñèòóàöèþ, êîãäà ïðè íåäî-
ñòàòêå êâîò îíè ìîãóò áûòü ïðèîáðåòåíû íà ðûíêå, à öåíû ïîêóïêè è ïðîäàæè ñîâ-
ïàäàþò. Ñðàâíèì ýòîò ñëó÷àé ñ çàäà÷åé êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííûõ
ïðîåêòîâ ñ êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV [10]. Ââåä¼ì ôèêòèâíóþ ðàáîòó, äëèòåëü-
íîñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíûì ñðîêîì ðåàëèçàöèè ïðîåêòà T , à äîõîä îò å¼
ðåàëèçàöèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâåí p(t)q(t). Äàííàÿ ðàáîòà ïîçâîëèò ó÷èòû-
âàòü äîõîäû îò ðåàëèçàöèè êâîò, åñëè â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè ðàáîòû ïî ïðîåêòó
íå îñóùåñòâëÿþòñÿ. Âûáðîñû ïàðíèêîâûõ ãàçîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïóùåííóþ
âûãîäó îò ðåàëèçàöèè êâîò.

3.1. Ñ ë ó ÷ à é p(t) = h(t) = const

Åñëè p(t) = p = const, òî êàæäàÿ èç ðàáîò õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîòîêîì ïëàòåæåé
ñ êîìïîíåíòàìè p · gj(τ). Âåëè÷èíà p

(
q(t) −

∑
j∈V (t)

gj(t − sj)
)
â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-

íè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñóììà êîìïîíåíòîâ ïîòîêîâ ïëàòåæåé
∑

j∈V (t)

cj(t − sj).

Òîãäà äëÿ ñëó÷àÿ p(t) = h(t) = p öåëåâûå ôóíêöèè ñðàíèâàåìûõ çàäà÷ èäåíòè÷íû.
Ñîâïàäàþò òàêæå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäîê ðàáîò è ïðåäåëüíûé ñðîê çàâåðøåíèÿ ïðî-
åêòà. Îäíàêî â çàäà÷å (1)�(3) îòñóòñòâóþò áþäæåòíûå îãðàíè÷åíèÿ. Òàêîé âàðèàíò
íîñèò íàçâàíèå çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè è
êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëîæåíû ðåêóðñèâíûå àëãîðèò-
ìû íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ [11, 12], ïðè ýòîì âîïðîñ î å¼ ïîëèíîìèàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Ñëîæíîñòü ýòîãî âàðèàíòà òðåáóåò äîïîëíèòåëü-
íûõ èññëåäîâàíèé. Ðåêóðñèâíûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü êàê ïîëèíîìèàëüíûìè, òàê è
ýêñïîíåíöèàëüíûìè [13]. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà è ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå öåí è øòðàôîâ
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îïòèìèçàöèåé ýêîíî-
ìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâàíèÿ êâîò íà âûáðîñû ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê èçâåñò-
íîìó âàðèàíòó çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè è
êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV.

Ïîñêîëüêó äàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâà-
íèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ âîñïîëüçóåìñÿ ðàçðàáîòàííîé ðàíåå ïðîãðàì-
ìîé äëÿ ðåøàòåëÿ IBM ILOG CPLEX [10]. Ìîäåëü çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïðîãðàììà, èìååò âèä

R(X) =
T∑
t=1

N∑
j=1

ztj · xtj → max
X
,

T∑
t=1

xtj · t ⩽ T − dj, j = 1, . . . , N,

T∑
t=1

(xti − xtj) t ⩽ −di, (i, j) ∈ E,

ãäå X �ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé xtj = 1, åñëè sj = t, è xtj = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
j ∈ {1, . . . , N}, t ∈ {1, . . . , T}. Êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî
ôîðìóëå
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ztj =
dj−1∑
τ=0

cj(τ)

(1 + r0)τ+t
,

ãäå t ∈ {1, . . . , T}�ìîìåíò íà÷àëà ðàáîòû j; cj(τ) = p(τ +1) q(τ +1)�äëÿ ôèêòèâíîé
ðàáîòû è cj(τ) = −p(t+ τ) gj(τ + 1)�äëÿ îñòàëüíûõ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðîåêòà, ñåòåâîé ãðàôèê êîòîðîãî ïðèâåä¼í íà
ðèñ. 2. Ïóñòü p(t) = h(t) = 1. Ââåä¼ì ôèêòèâíóþ ðàáîòó f , äîõîä îò êîòîðîé â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè ðàâåí ñòîèìîñòè ïðîäàæè èìåþùèõñÿ êâîò. Ýòà ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ
â òå÷åíèå âñåãî ñðîêà ðåàëèçàöèè ïðîåêòà è íå ñâÿçàíà óñëîâèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
ñ äðóãèìè ðàáîòàìè.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 4. Îïòèìàëüíûé ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò
îò èñïîëüçîâàíèÿ êâîò ñîñòàâëÿåò R∗ = 0,24. Ðåøåíèå, ïðèâåä¼ííîå â òàáë. 3, òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, íî â íîâûõ óñëîâèÿõ íóëåâîé áàëàíñ êâîò íå îáåñïå÷èâàåò
îïòèìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà. Äîõîäû îò ïðîäàæè êâîò â ïåðâîì ïåðèîäå
êîìïåíñèðóþò øòðàôû â ïîñëåäóþùèõ.

Òà á ë è ö à 4
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà

(N = 9, p(t) = h(t) = 1)

t 1 2 3
Ðàáîòû f u12, u13 u14, u23, u24 w1, w2, w3, w4

q(t) 2 4 3
e(t) 2 −1 −1

3.2. Ñ ë ó ÷ à é p(t) = h(t) ̸= const

Åñëè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè p(t) = h(t) ̸= const, òî çàäà÷à íå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êà-
ëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV. Ïðè ïåðåõîäå ê äåíåæíûì
îöåíêàì îò íàòóðàëüíûõ ìû áóäåì ïîëó÷àòü ðàçíûå ïîòîêè ïëàòåæåé äëÿ ðàçëè÷íûõ
ìîìåíòîâ íà÷àëà ðàáîòû. Îäíàêî èìåþùèéñÿ àëãîðèòì ëåãêî àäàïòèðóåòñÿ äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ. Ìîäèôèêàöèè ïîäâåðãàþòñÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàñòóùèõ öåí. Ïóñòü p(1) = 1, p(2) = 1,2 è
p(3) = 1,5. Â òàáë. 5 ïðèâåäåíî îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà. Ýêîíîìè÷åñêèé ýô-
ôåêò äëÿ ýòîãî ðàñïèñàíèÿ ñîñòàâëÿåò R∗ = 0,654. Ðàñòóùèå öåíû, à çíà÷èò, è øòðàôû
âûíóæäàþò ïðîèçâîäèòåëÿ íà÷èíàòü ïðîåêò êàê ìîæíî ðàíüøå è ïðîäàâàòü ïîäîðî-
æàâøèå êâîòû â ïîñëåäíèé ãîä. Åñëè öåíû êàæäûé ãîä ñíèæàþòñÿ, òî îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïðèâåä¼ííûì â òàáë. 4.

Òà á ë è ö à 5
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà

(N = 9, p(t) = h(t) ̸= const)

t 1 2 3
Ðàáîòû f , u12, u13 u14, u23, u24 w1, w2, w3, w4 �
q(t) 2 4 3
e(t) −3 0 3
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3.3. Ñ ë ó ÷ à é p(t) > h(t)

Ïóñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p(t) > h(t). Î÷åâèäíî,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå öåëîñîîáðàçíîé áóäåò ïðîäàæà âñåõ èìåþùèõñÿ êâîò. Ïðåäñòàâèì
ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò â âèäå ðàçíèöû R(S) = Rq−Rg(S), ãäå Rq �äîõîä îò ïðîäàæè
êâîò; Rg(S)�äèñêîíòèðîâàííàÿ ñóììà øòðàôîâ çà âûáðîñû:

R(S) =
T∑
t=1

q(t)p(t)

(1 + r0)t
−

T∑
t=1

h(t)
∑

j∈V (t)

gj(t− sj)

(1 + r0)t
.

Ïîñêîëüêó ïåðâîå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî ðàñïèñàíèÿ, ðåøåíèå çàäà÷è
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðàñïèñàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî øòðàôû. Ïðè h(t) = h = const
ñíîâà ïîëó÷àåì çàäà÷ó êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè è
êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV.

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííûõ
ïðîåêòîâ ñ êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâàíèÿ êâîò íà
âûáðîñû ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
å¼ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Íàïðèìåð, ïîä óñëî-
âèÿ çàäà÷è ìîãóò áûòü àäàïòèðîâàíû ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì è àëãîðèòì èìèòàöèè
îòæèãà, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ñõîæåé çàäà÷è [10]. Äëÿ íåñêîëüêèõ ïðèìåðîâ ïîêàçàíî,
÷òî òî÷íûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ IBM
ILOG CPLEX.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ðåêîìåíäàöèè,
ïîçâîëèâøèå óëó÷øèòü ñîäåðæàíèå ðàáîòû, à òàêæå áëàãîäàðèò Äàðüþ Âëàäèñëàâîâ-
íó Ñåìåíîâó çà ïîìîùü è êðèòèêó.
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ÑÆÀÒÈß ÊÐÈÏÒÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÉ ÕÅØ-ÔÓÍÊÖÈÈ SKEIN-512-256

ÏÐÈ ÏÎÌÎÙÈ SAT-ÐÅØÀÒÅËß1
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ õåø-ôóíêöèÿ Skein-512-256, âûøåäøàÿ
â 2010 ã. â ôèíàë êîíêóðñà NIST íà íîâóþ êðèïòîãðàôè÷åñêóþ õåø-ôóíêöèþ.
Ôóíêöèÿ ñæàòèÿ Skein-512-256 îáðàáàòûâàåò 512-áèòîâûé áëîê ñîîáùåíèÿ â òå-
÷åíèå 72 ðàóíäîâ, êàæäûé ðàóíä ñîñòîèò èç 12 îïåðàöèé. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðàêòè-
÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ àòàêà íàõîæäåíèÿ ïðîîáðàçà íà íåïîëíîðàóíäîâûå âåðñèè
ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256. Ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è ñâîäÿò-
ñÿ ê ýêçåìïëÿðàì ïðîáëåìû áóëåâîé âûïîëíèìîñòè (SAT). Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî SAT-ðåøàòåëÿ áûëè íàéäåíû ïðîîáðàçû ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256,
ñîñòîÿùåé èç ïåðâîãî ðàóíäà è ñåìè ïåðâûõ îïåðàöèé âòîðîãî ðàóíäà. Çàäåéñòâî-
âàíèå ïàðàëëåëüíîãî SAT-ðåøàòåëÿ ïîçâîëèëî óâåëè÷èòü ÷èñëî îïåðàöèé âòîðîãî
ðàóíäà äî âîñüìè. Ðàíåå â ëèòåðàòóðå áûëà ïðåäëîæåíà ïðàêòè÷åñêàÿ àòàêà íà-
õîæäåíèÿ ïðîîáðàçà ìàêñèìóì íà îäèí ðàóíä ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ õåø-ôóíêöèÿ, Skein, àòàêà íàõîæäåíèÿ

ïðîîáðàçà, àëãåáðàè÷åñêèé êðèïòîàíàëèç, SAT.

PREIMAGE ATTACK ON ROUND-REDUCED SKEIN512-256
COMPRESSION FUNCTION USING SAT SOLVER

O. S. Zaikin

NSU Mathematical Center, Novosibirsk, Russia

ISDCT SB RAS, Irkutsk, Russia

Consider the cryptographic hash function Skein-512-256, which became a finalist of
the NIST hash function competition in 2010. Skein-512-256 compression function pro-
cesses a 512-bit block message block in 72 rounds, 12 operations each. A practical
algebraic preimage attack on round-reduced versions of the Skein-512-256 compres-
sion function is proposed. The corresponding computational problems are reduced to
instances of the Boolean satisfiability problem (SAT). Using sequential SAT solvers,
preimages of the first round and the first 7 operations of the second round of the com-
pression function have been found. By applying a parallel SAT solver, the number of
the second round’s operations has been increased to 8. Earlier, a practical preimage
attack on at most 1-round Skein-512-256 compression function was published.

Keywords: cryptographic hash function, Skein, preimage attack, algebraic cryptanal-
ysis, SAT.
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Ââåäåíèå

Êðèïòîãðàôè÷åñêèå õåø-ôóíöèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñîâðåìåííîì öèôðîâîì
ìèðå äëÿ õåøèðîâàíèå ïàðîëåé, ïðîâåðêè öåëîñòíîñòè äàííûõ, ôîðìèðîâàíèÿ ýëåê-
òðîííûõ öèôðîâûõ ïîäïèñåé è ýìèññèè êðèïòîâàëþòû. Áåçîïàñíûå êðèïòîãðàôè÷å-
ñêèå õåø-ôóíêöèè äîëæíû îáëàäàòü ðÿäîì ñâîéñòâ, ñðåäè êîòîðûõ ñòîéêîñòü ê íà-
õîæäåíèþ êîëëèçèé, ïðîîáðàçîâ è âòîðûõ ïðîîáðàçîâ [1].

Â 2007 ã. Íàöèîíàëüíûé èíñòèòóò ñòàíäàðòîâ è òåõíîëîãèé ÑØÀ îáúÿâèë êîíêóðñ
íà íîâóþ êðèïòîãðàôè÷åñêóþ õåø-ôóíêöèþ. Îñíîâíîé öåëüþ êîíêóðñà áûëà çàìåíà
äåéñòâóþùåãî íà òîò ìîìåíò ñòàíäàðòà � ñåìåéñòâà êðèïòîãðàôè÷åñêèõ õåø-ôóíêöèé
SHA-2. Â 2012 ã. èç ïÿòè ôèíàëèñòîâ áûë âûáðàí Keccak, è èìåííî îí ñòàë íîâûì ñòàí-
äàðòîì ïîä íàçâàíèåì SHA-3. Ñ òåõ ïîð êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ñòîéêîñòü Keccak áûëà
òùàòåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàíà ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ. Ïðè ýòîì ñòîéêîñòü
îñòàëüíûõ ôèíàëèñòîâ îñòà¼òñÿ îòíîñèòåëüíî ñëàáî èçó÷åííîé.

Îäíèì èç ôèíàëèñòîâ êîíêóðñà ñòàëî ñåìåéñòâî Skein [2]. Îñíîâíîé êðèïòîãðàôè-
÷åñêîé õåø-ôóíêöèåé ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ Skein-512-256, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ñæàòèÿ
áàçèðóåòñÿ íà 72-ðàóíäîâîì áëî÷íîì øèôðå Three�sh, ðàáîòàþùåì íà 512-áèòîâûõ
áëîêàõ ñîîáùåíèÿ. Â êàæäîì ðàóíäå Three�sh ê 64-áèòîâûì ÷àñòÿì âíóòðåííåãî ñîñòî-
ÿíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè: èñêëþ÷àþùåå èëè, ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 264

è öèêëè÷åñêèé ñäâèã. Ðåçóëüòàòîì Skein-512-256 ÿâëÿåòñÿ õåø äëèíîé 256 áèò.
Íàõîæäåíèå ïðîîáðàçà ïåðâîãî ðàóíäà ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256 ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷åé � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
àòàêà áûëà ïðåäñòàâëåíà â [3]. Ïîä àëãåáðàè÷åñêîé àòàêîé ïîíèìàåòñÿ àòàêà ïóò¼ì
ðåøåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [4]. Êîíêðåòíåå, â [3] èñïîëüçîâàí SAT-
ïîäõîä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ íà ïðàêòèêå ñïîñîáîâ ðå-
àëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ àòàê.

SAT ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî äàííîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé áóëåâîé
ôîðìóëå îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ýòîé ôîðìó-
ëû, ïðè êîòîðûõ îíà èñòèííà [5]. Òàêîé íàáîð íàçûâàåòñÿ âûïîëíÿþùèì. Ïðîãðàììû
äëÿ ðåøåíèÿ SAT íàçûâàþòñÿ SAT-ðåøàòåëÿìè. Ïðè ýòîì áóëåâà ôîðìóëà îáû÷íî
ðàññìàòðèâàåòñÿ â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÊÍÔ), ò. å. â âèäå êîíúþíêöèè
äèçúþíêòîâ. Äèçúþíêò� ýòî äèçúþíêöèÿ ëèòåðàëîâ, à ëèòåðàë� ýòî áóëåâà ïåðåìåí-
íàÿ ëèáî å¼ îòðèöàíèå. Åñëè SAT-ðåøàòåëü ìîæåò äîêàçàòü âûïîëíèìîñòü ÊÍÔ, òî,
êàê ïðàâèëî, îí âûäà¼ò òàêæå è ñîîòâåòñòâóþùèé âûïîëíÿþùèé íàáîð.

Â [3] äëÿ ðåøåíèÿ ýêçåìïëÿðîâ SAT èñïîëüçîâàíû SAT-ðåøàòåëè, îñíîâàííûå íà
ïîëíîì àëãîðèòìå Con�ict-Driven Clause Learning (CDCL) [6]. Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå
SAT-ðåøàòåëè áûëè ïðèìåíåíû äëÿ àíàëèçà ñòîéêîñòè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ õåø-ôóíê-
öèé â ðàáîòå [7], ñ òåõ ïîð òàêîé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äîâîëüíî øèðîêî.

Îòìåòèì, ÷òî íàéòè ïðîîáðàç ïåðâûõ äâóõ ðàóíäîâ ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256
íà òåêóùèé ìîìåíò î÷åíü ñëîæíî. Êàæäûé ðàóíä ýòîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç äâåíàäöà-
òè îñíîâíûõ îïåðàöèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ àòàêà
íàõîæäåíèÿ ïðîîáðàçà íà íåïîëíîðàóíäîâûå âåðñèè ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256.
Êîíêðåòíåå, ïðîàíàëèçèðîâàíû âåðñèè ôóíêöèè ñæàòèÿ, â êîòîðûõ ïåðâûé ðàóíä ïðè-
ñóòñòâóåò ïîëíîñòüþ, âî âòîðîì ðàóíäå îñòàâëåíû òîëüêî íåñêîëüêî ïåðâûõ îïåðàöèé,
à îñòàëüíûå ðàóíäû îòáðîøåíû. Êàê è â [3], äëÿ ýòèõ öåëåé èñïîëüçóåòñÿ SAT-ïîäõîä.
Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî CDCL-ðåøàòåëÿ Kissat íàéäåíû ïðîîáðàçû îñëàáëåí-
íîé ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256, ñîñòîÿùåé èç ïåðâîãî ðàóíäà è ñåìè îïåðàöèé
âòîðîãî ðàóíäà. Çàäåéñòâîâàí ìåòîä Cube-and-Conquer, ñîãëàñíî êîòîðîìó SAT-çàäà-
÷à ðàçáèâàåòñÿ íà áîëåå ïðîñòûå ïîäçàäà÷è, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
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CDCL-ðåøàòåëÿ [8]. Ýòî ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ÷èñëî îïåðàöèé âî âòîðîì ðàóíäå äî
âîñüìè.

Ïðè ïðèìåíåíèè Cube-and-Conquer ê îïèñàííûì çàäà÷àì îáíàðóæåíî, ÷òî ìíîãèå
ïîäçàäà÷è îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ïðîñòûìè. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä ê ïðåäâàðèòåëüíîìó
ïðåïðîöåññèíãó ÊÍÔ, â ðàìêàõ êîòîðîãî èòåðàòèâíî çàïóñêàåòñÿ Cube-and-Conquer,
ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííîãî CDCL ðåøàþòñÿ òîëüêî ïðîñòûå ïîäçàäà÷è, à èíôîðìà-
öèÿ î íèõ äîáàâëÿåòñÿ â ÊÍÔ. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàéòè íåêîòîðûå ïðîîáðàçû
áûñòðåå, à òàêæå îòûñêàòü ïðîîáðàçû äëÿ ðÿäà ñëó÷àåâ, êîòîðûå ðàíåå ðåøåíèþ íå
ïîääàâàëèñü.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: â ï. 1 îïèñàíà êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ õåø-
ôóíêöèÿ Skein-512-256; ï. 2 ïîñâÿù¼í SAT-êîäèðîâêå ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256;
â ï. 3 ñòîéêîñòü íåïîëíîðàóíäîâûõ âåðñèé ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256 ê íàõîæ-
äåíèþ ïðîîáðàçîâ èññëåäóåòñÿ ïðè ïîìîùè CDCL-ðåøàòåëÿ Kissat è ìåòîäà Cube-
and-Conquer. Êðîìå òîãî, îïèñàí íîâûé ïîäõîä ê ïðåïðîöåññèíãó ÊÍÔ ñ ïîìîùüþ
èòåðàòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Cube-and-Conquer è ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-
çóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

1. Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ õåø-ôóíêöèÿ Skein-512-256

Ñåìåéñòâî êðèïòîãðàôè÷åñêèõ õåø-ôóíêöèé Skein ðàçðàáîòàíî ãðóïïîé àâòîðîâ
âî ãëàâå ñ Áðþñîì Øíàéåðîì [2]. Çäåñü êðàòêî îïèøåì îñíîâíóþ êðèïòîãðàôè÷åñêóþ
õåø-ôóíêöèþ äàííîãî ñåìåéñòâà, Skein-512-256, êîòîðàÿ îïåðèðóåò ñ 512-áèòîâûìè
áëîêàìè ñîîáùåíèÿ è ôîðìèðóåò 256-áèòîâûé õåø. Îòìåòèì, ÷òî Skein-512-256 áûëà
ïðåäëîæåíà â êà÷åñòâå çàìåíû SHA-256 èç ñåìåéñòâà SHA-2.

Â Skein-512-256 íà 512-áèòîâûõ áëîêàõ ñîîáùåíèÿ èòåðàòèâíî âûçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
ñæàòèÿ, êîòîðàÿ ôîðìèðóåò 512-áèòîâûé âûõîä. Ïðè ýòîì ãîðàçäî áîëåå ðàñïðîñòðà-
í¼ííîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé äëèíà âûõîäà ôóíêöèè ñæàòèÿ â íåñêîëüêî ðàç
ìåíüøå, ÷åì äëèíà âõîäà. Íàïðèìåð, â MD5, SHA-1 è SHA-256 äëèíà âûõîäà â 4, 3,2
è 2 ðàçà ìåíüøå äëèíû âõîäà ñîîòâåòñòâåííî. Äàííàÿ îñîáåííîñòü ôóíêöèè ñæàòèÿ
Skein-512-256 ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî îíà áàçèðóåòñÿ íà áëî÷íîì øèôðå Three�sh, êîòîðûé
îïåðèðóåò ñ 512-áèòîâûìè áëîêàìè.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå òåðìèíû:

� ñåêðåòíûé êëþ÷ K äëèíîé 512 áèò;
� ïàðàìåòð T äëèíîé 128 áèò;
� îòêðûòûé òåêñò P äëèíîé 512 áèò;
� âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå S äëèíîé 512 áèò;
� øèôðòåêñò C äëèíîé 512 áèò.

Â Three�sh âûïîëíÿåòñÿ 72-ðàóíäîâàÿ ôóíêöèÿ øèôðîâàíèÿ C = E(K,T, P ). Ïå-
ðåä ïåðâûì ðàóíäîì ôîðìèðóþòñÿ ðàóíäîâûå êëþ÷è, çàâèñÿùèå îò ñåêðåòíîãî êëþ-
÷à K. Ïîñëå ýòîãî ôîðìèðóåòñÿ âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå S � âîñåìü 64-áèòîâûõ ñëîâ.
Èíèöèàëèçàöèÿ S îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóò¼ì ñìåøèâàíèÿ çíà÷åíèé T , P è ðàóíäîâûõ êëþ-
÷åé. Çàòåì â êàæäîì èç 72 ðàóíäîâ ìîäèôèöèðóþòñÿ âñå âîñåìü ñëîâ S. Ðàç â ÷åòûðå
ðàóíäà âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå äîïîëíèòåëüíî ñìåøèâàåòñÿ ñ ðàóíäîâûìè êëþ÷àìè è T .

Îïèøåì ðàóíä áîëåå ïîäðîáíî. Ñíà÷àëà ôîðìèðóþòñÿ ÷åòûðå ïàðû 64-áèòîâûõ
ñëîâ âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ, à çàòåì êàæäàÿ ïàðà îáíîâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âûçîâà
íåëèíåéíîé ôóíêöèè MIX. Ýòà ôóíêöèÿ ïîëó÷àåò íà âõîä äâà 64-áèòîâûõ ñëîâà (x0, x1)
è âû÷èñëÿåò äâà 64-áèòîâûõ ñëîâà (y0, y1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y0 = (x0 + x1) mod 264, y1 = (x1 ≪ R)⊕ y0.
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Çäåñü ≪�öèêëè÷åñêèé ñäâèã âëåâî; R�êîíñòàíòà, êîòîðàÿ çàäàíà äëÿ êàæäîãî ðà-
óíäà. Â èòîãå ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå ñëîâ âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ ïðèñâàèâàþòñÿ çíà-
÷åíèÿ (y0, y1).

Âåðí¼ìñÿ ê ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256. Å¼ 512-áèòîâûé âûõîä âû÷èñëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: E(K,T, P )⊕P , ãäå P � ýòî òåêóùèé áëîê ñîîáùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ñòîéêîñòü ôóíêöèè ñæàòèÿ ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò ñòîéêîñòè áëî÷íîãî øèôðà Three�sh.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ õåøà ôóíêöèÿ ñæàòèÿ âûçûâàåòñÿ â ðåæèìå Unique Block Iteration
(UBI), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ðåæèìà Matyas �Meyer �Oseas [9]. Íà ïåðâîì
áëîêå ñîîáùåíèÿ íà âõîä ôóíêöèè ñæàòèÿ â êà÷åñòâå K ïîäà¼òñÿ íàáîð èíèöèàëèçè-
ðóþùèõ êîíñòàíò, óêàçàííûõ â ñòàíäàðòå [2], à íà âñåõ îñòàëüíûõ áëîêàõ ñîîáùåíèÿ�
512-áèòîâûé âûõîä ôóíêöèè ñæàòèÿ íà ïðåäûäóùåì áëîêå ñîîáùåíèÿ. Òàêæå ïîäà¼òñÿ
íà âõîä è 128-áèòîâîå çíà÷åíèå T , êîòîðîå ñîäåðæèò ðàçëè÷íóþ ñëóæåáíóþ èíôîðìà-
öèþ: ñêîëüêî áàéò ñîîáùåíèÿ óæå îáðàáîòàíî, ÿâëÿåòñÿ ëè òåêóùèé áëîê ñîîáùåíèÿ
ïåðâûì èëè ïîñëåäíèì è ò. ä. Áëàãîäàðÿ ðåæèìó UBI ôóíêöèÿ ñæàòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðà-
ìåòðèçîâàííîé, à êàæäûé áëîê ñîîáùåíèÿ îáðàáàòûâàåòñÿ óíèêàëüíîé âåðñèåé ýòîé
ôóíêöèè. Ýòî ñäåëàíî äëÿ ïîâûøåíèÿ êðèïòîãðàôè÷åñêîé ñòîéêîñòè õåø-ôóíêöèé ñå-
ìåéñòâà Skein. Íà ïîñëåäíåì áëîêå ñîîáùåíèÿ ôóíêöèÿ ñæàòèÿ âûçûâàåòñÿ äâàæäû,
çàòåì èòîãîâûé õåø Skein-512-256 âû÷èñëÿåòñÿ âçÿòèåì 256 ñòàðøèõ áèòîâ âíóòðåí-
íåãî ñîñòîÿíèÿ.

Ëó÷øàÿ íà äàííûé ìîìåíò òåîðåòè÷åñêàÿ àòàêà íàõîæäåíèÿ ïðîîáðàçà íà ïîë-
íîðàóíäîâóþ õåø-ôóíêöèþ Skein-512-256 òðåáóåò ïåðåáîðà 2511,76 âàðèàíòîâ [10], ÷òî
ëèøü íåìíîãî ëó÷øå, ÷åì ïîëíûé ïåðåáîð. Â [3] ïðåäñòàâëåíà ïðàêòè÷åñêàÿ àòàêà íà-
õîæäåíèÿ ïðîîáðàçà íà ïåðâûé ðàóíä õåø-ôóíêöèè Skein-512-256, à òàêæå íà ïåðâûé
ðàóíä ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñòîéêîñòü íåïîëíîðàóíäîâûõ âåðñèé ôóíêöèè
ñæàòèÿ Skein-512-256 ê ïðàêòè÷åñêèì àëãåáðàè÷åñêèì àòàêàì íàõîæäåíèÿ ïðîîáðà-
çà. Êàê è â [3], äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ SAT-ïîäõîä. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ñ ýòîé öåëüþ
ñòðîèòñÿ SAT-êîäèðîâêà ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256.

2. SAT-êîäèðîâêà íàõîæäåíèÿ ïðîîáðàçà ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256

Îïèøåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïðîîáðàçà íåïîëíîðàóíäîâîé ôóíêöèè
ñæàòèÿ Skein-512-256, SAT-êîäèðîâêó ýòîé çàäà÷è è ñåìåéñòâî ÊÍÔ, ñãåíåðèðîâàí-
íûõ íà å¼ îñíîâå.

2.1. Ï î ñ ò à í î â ê à ç à ä à ÷ è

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ñæàòèÿ Skein-512-256 ïðè å¼ âûçîâå íà ïåðâîì áëîêå ñîîáùå-
íèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå 512-áèòîâûé ñåêðåòíûé êëþ÷K áëî÷íîãî øèôðà Three�sh èçâåñòåí
(ñì. ï. 1). Çíà÷åíèÿ äâóõ 64-áèòîâûõ ñëîâ ïàðàìåòðà T â ñëó÷àå ïåðâîãî âûçîâà ðàâíû
64 è 8070450532247928832 ñîîòâåòñòâåííî [2]. Èç âõîäíûõ äàííûõ îñòà¼òñÿ íåèçâåñò-
íûì òîëüêî 512-áèòîâûé áëîê ñîîáùåíèÿ P . Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïî
èçâåñòíîìó 512-áèòîâîìó âûõîäó íåïîëíîðàóíäîâîé ôóíêöèè ñæàòèÿ íàéòè íåèçâåñò-
íûé 512-áèòîâûé âõîä (ò. å. áëîê ñîîáùåíèÿ). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå
ñåêðåòíûé êëþ÷ èçâåñòåí, ýòî íå äåëàåò çàäà÷ó ïðîñòîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåä ïåðâûì
ðàóíäîì øèôðà Three�sh âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå S èíèöèàëèçèðóåòñÿ ïóò¼ì ñìåøèâà-
íèÿ ðàóíäîâûõ êëþ÷åé (êîòîðûå èçâåñòíû, òàê êàê îíè çàâèñÿò îò ñåêðåòíîãî êëþ÷à),
T è P . Ðàç P íåèçâåñòíî, òî è S òîæå íåèçâåñòíî.
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2.2. Ê î ä è ð î â à í è å â S AT ñ ï î ì î ù ü þ C B M C

Íà ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû ñóùåñòâóþùèå òðàíñëÿòîðû,
ñïîñîáíûå ñâîäèòü çàäà÷è àíàëèçà ñòîéêîñòè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ õåø-ôóíêöèé ê SAT.
Çà÷àñòóþ äëÿ ýòèõ öåëåé èñïîëüçóåòñÿ Transalg [11]. Â ÷àñòíîñòè, äîñòóïíû îíëàéí
ïîñòðîåííûå ñ åãî ïîìîùüþ ÊÍÔ, êîäèðóþùèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ êîëëèçèé è ïðîîá-
ðàçîâ ôóíêöèé ñæàòèÿ MD4, MD5, SHA-1 è SHA256. Ïðè ýòîì Transalg ïîääåðæèâàåò
òîëüêî ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 232, à â ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256 èñïîëüçóåòñÿ ñëî-
æåíèå ïî ìîäóëþ 264. Ïî ýòîé ïðè÷èíå Transalg èñïîëüçîâàí íå áûë.

Â ðåçóëüòàòå ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà áûë âûáðàí òðàíñëÿòîð Bounded Model
Checker for C programs (CBMC), ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâ ïðîãðàìì
íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C [12]. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïðîâåðêè ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå
ïðîâåðÿåìîãî ñâîéñòâà è îïèñàííîãî â ïðîãðàììå àëãîðèòìà ê SAT ïóò¼ì ôîðìèðî-
âàíèÿ ÊÍÔ. Îòìåòèì, ÷òî CBMC íå ìîæåò çàêîäèðîâàòü â SAT îïåðàöèè íàä âåùå-
ñòâåííûìè ÷èñëàìè� âñå ïåðåìåííûå, ñ êîòîðûìè îïåðèðóåò àëãîðèòì, äîëæíû áûòü
öåëî÷èñëåííûìè. Â ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ CBMC ÊÍÔ ÷àñòü áóëåâûõ ïåðåìåííûõ
ñîîòâåòñòâóåò âõîäó àëãîðèòìà, äðóãàÿ ÷àñòü � âûõîäó àëãîðèòìà, à îñòàëüíûå ïåðå-
ìåííûå ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè è íóæíû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå âû÷èñëÿ-
þò âûõîä ïî âõîäó. Åñëè â ÊÍÔ ïðèñâîèòü çíà÷åíèÿ òîëüêî âûõîäíûì ïåðåìåííûì,
òî ñôîðìèðóåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà âõîäà ïî èçâåñòíîìó âûõîäó. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî çà-
êîäèðîâàòü ñàì àëãîðèòì, ò. å. íèêàêèå ñâîéñòâà ïðîãðàììû ïðîâåðÿòü íå òðåáóåòñÿ.
Èìåííî â òàêîì ðåæèìå CBMC èñïîëüçóåòñÿ äàëåå.

CBMC ïðèíèìàåò íà âõîä ïðîãðàììó íà ÿçûêå C ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîé ïîäãîòîâ-
êè, êîòîðàÿ ïîäðîáíî îïèñàíà â [13]. Ýòà ïîäãîòîâêà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êëþ÷åâûõ
ýòàïîâ:

1) èç çàãîëîâî÷íûõ ôàéëîâ è ôàéëîâ ñ èñõîäíûì êîäîì ñôîðìèðîâàòü îäèí ôàéë
ñ èñõîäíûì êîäîì;

2) åñëè öåëî÷èñëåííîé ïåðåìåííîé var ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå val, íî ýòà ïåðå-
ìåííàÿ, à òàêæå îïåðàöèè íàä íåé äîëæíû áûòü çàêîäèðîâàíû â ÊÍÔ, òî äî-
áàâèòü â èñõîäíûé êîä ñëåäóþùóþ ñòðîêó: __CPROVER_assume(var==val).

Îòìåòèì, ÷òî __CPROVER_assume(var==val)� ýòî ñïåöèàëüíàÿ CBMC-ôóíêöèÿ,
êîòîðîé íåò â ñîñòàâå ÿçûêà C. Ïðè å¼ èñïîëüçîâàíèè â ÊÍÔ äîáàâëÿþòñÿ äèçúþíêòû,
êîäèðóþùèå ðàâåíñòâî var=val. Áóëåâû ïåðåìåííûå ÊÍÔ, êîäèðóþùèå öåëî÷èñëåí-
íóþ ïåðåìåííóþ var, äîëæíû áûòü óæå ââåäåíû ðàíåå ïóò¼ì îáúÿâëåíèÿ ïåðåìåííîé
var (áåç èíèöèàëèçàöèè) è ïðèñâàèâàíèÿ åé ðåçóëüòàòà îïåðàöèé íàä äðóãèìè ïåðå-
ìåííûìè ïðîãðàììû. Åñëè â èñõîäíîì êîäå ïåðåìåííîé var ïðèñâîèòü çíà÷åíèå val

íàïðÿìóþ, òî ïåðåìåííûå è äèçúþíêòû â ÊÍÔ äëÿ íå¼ äîáàâëåíû íå áóäóò. Â ñëó÷àå
ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256 äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíîé SAT-êîäèðîâêè ñïåöèàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ __CPROVER_assume() äîëæíà áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ïðèñâàèâàíèÿ ñåêðåò-
íîìó êëþ÷ó èíèöèàëèçèðóþùèõ êîíñòàíò, à òàêæå äëÿ îçíà÷èâàíèÿ âûõîäà ôóíêöèè
ñæàòèÿ. Èñïîëüçóåìûå çíà÷åíèÿ âûõîäà ðàññìîòðåíû äàëåå.

Äëÿ ãåíåðàöèè ÊÍÔ âçÿòà ðåàëèçàöèÿ êðèïòîãðàôè÷åñêîé õåø-ôóíêöèè Skein íà
ÿçûêå C, ïîäàííàÿ ðàíåå íà êîíêóðñ Íàöèîíàëüíîãî èíñòèòóòà ñòàíäàðòîâ è òåõíî-
ëîãèé ÑØÀ [2]. Êîíêðåòíåå � ðå÷ü î Skein âåðñèè 1.3. Çàòåì áûëà âûäåëåíà ðåà-
ëèçàöèÿ ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256, êîòîðàÿ â îñíîâíîì ñîäåðæèòñÿ â ôóíêöèè
Skein_512_Process_Block(). Ïîñëå ýòîãî áûëà ïðîâåäåíà ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïîäãîòîâ-
êà äëÿ çàïóñêà CBMC, î êîòîðîé ðå÷ü øëà âûøå.
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2.3. Ã å í å ð à ö è ÿ ç à ä à ÷ í à õ î æ ä å í è ÿ ï ð î î á ð à ç à

Íàõîæäåíèå ïðîîáðàçà ïåðâîãî ðàóíäà ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256 â îïèñàí-
íîé ïîñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàäà÷åé äëÿ ñîâðåìåííûõ SAT-ðåøàòåëåé. Ïðè ýòîì
äëÿ ïåðâûõ äâóõ ðàóíäîâ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à óæå î÷åíü ñëîæíàÿ. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå áûëè èññëåäîâàíû ïðîìåæóòî÷íûå âàðèàíòû. Íàïîìíèì, ÷òî íà êàæäîì ðàóíäå
âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå ìîäèôèöèðóåòñÿ ïóò¼ì ÷åòûð¼õ âûçîâîâ ôóíêöèè MIX, êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç òð¼õ îïåðàöèé: ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 264, öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà, ñëîæåíèÿ ïî
ìîäóëþ 2. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ðàóíä ñîñòîèò èç äâåíàäöàòè áàçîâûõ îïåðàöèé.
Ðàññìîòðèì îäèííàäöàòü âåðñèé íåïîëíîðàóíäîâîé ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein-512-256, òà-
êèõ, ÷òî â i-é ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé ðàóíä è ïåðâûå i îïåðàöèé âòîðîãî ðàóíäà,
ãäå i ∈ {1, . . . , 11}.

Äëÿ êàæäîé èç îäèííàäöàòè ôóíêöèé ñæàòèÿ àíàëèçèðîâàëîñü íàõîæäåíèå ïðî-
îáðàçîâ ñëåäóþùèõ äåñÿòè âûõîäîâ:

� 512 íóëåâûõ áèòîâ;
� 512 åäèíè÷íûõ áèòîâ;
� âîñåìü 512-áèòîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé è îäèíàêîâûì

÷èñëîì íóëåé è åäèíèö.

Âûõîäû ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé áûëè ñôîðìèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: j-é âûõîä
ðàâåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 2j åäèíè÷íûõ áèòîâ è 2j íóëåâûõ áèòîâ, êîòîðàÿ ïîâòî-
ðÿëàñü 512 · 2−j−1 ðàç, ãäå j ∈ {1, . . . , 8}. Òàêèì îáðàçîì ôîðìèðóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïåðèîäîì 512 · 2−j−1: ïåðâûé âûõîä ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé
ðàâåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1100, ïîâòîð¼ííîé 128 ðàç, à ïîñëåäíèé� 256 åäèíè÷íûì è
256 íóëåâûì áèòàì.

Äëÿ ãåíåðàöèè 110 ÊÍÔ èñïîëüçîâàí òðàíñëÿòîð CBMC âåðñèè 5.95.1, êîòîðûé âû-
çûâàëñÿ ñ êëþ÷îì --dimacs. Õàðàêòåðèñòèêè ïîñòðîåííûõ ÊÍÔ ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
Êëþ÷åâûå õàðàêòåðèñòèêè íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ âûõîäà, ïîýòîìó â òàáëèöå ïðèâå-
äåíû ÊÍÔ òîëüêî äëÿ ïåðâîãî âûõîäà, ñîñòîÿùåãî èç 512 íóëåâûõ áèòîâ.

Òà á ë è ö à 1
Õàðàêòåðèñòèêè ÊÍÔ, êîäèðóþùèõ

íàõîæäåíèå ïðîîáðàçîâ íóëåâîãî âûõîäà

i Ïåðåìåííûå Äèçúþíêòû Ëèòåðàëû
1 4 925 15 404 41 942
2 4 989 15 532 42 198
3 5 053 15 788 42 966
4 5 181 16 677 45 757
5 5 245 16 805 46 013
6 5 309 17 061 46 781
7 5 437 17 950 49 572
8 5 501 18 078 49 828
9 5 565 18 334 50 596
10 5 693 19 223 53 387
11 5 757 19 351 53 643

Â äîïîëíåíèå ê äàííûì òàáë. 1 îòìåòèì, ÷òî CBMC êîäèðóåò êàæäûé âûçîâ ôóíê-
öèè MIX ïóò¼ì äîáàâëåíèÿ 256 áóëåâûõ ïåðåìåííûõ è 1 273 äèçúþíêòîâ, ýòè äèçú-
þíêòû ñîäåðæàò 3 815 ëèòåðàëîâ.



Íàõîæäåíèå ïðîîáðàçîâ íåïîëíîðàóíäîâîé ôóíêöèè ñæàòèÿ õåø-ôóíêöèè Skein-512-256 103

3. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ SAT-ðåøàòåëåé ê îïèñàííûì ÊÍÔ. Âñå ýêñ-
ïåðèìåíòû ïðîâåäåíû íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå, îñíàù¼ííîì 64 ãèãàáàéòàìè îïå-
ðàòèâíîé ïàìÿòè è 16-ÿäåðíûì ïðîöåññîðîì AMD Ryzen 3950X.

3.1. Í à õ î æ ä å í è å ï ð î î á ð à ç î â ï ð è ï î ì î ù è C D C L - ð å ø à ò å ë ÿ

Íà ïåðâîì ýòàïå áûë èñïîëüçîâàí CDCL-ðåøàòåëü Kissat [14], êîòîðûé ïîñëåäíèå
ãîäû íåñêîëüêî ðàç ñòàíîâèëñÿ ïîáåäèòåëåì êîíêóðñà SAT Competition. Êîíêðåòíåå �
èñïîëüçîâàíà âåðñèÿ 4.0.1 ýòîãî ðåøàòåëÿ. Kissat ÿâëÿåòñÿ îäíîïîòî÷íîé ïðîãðàììîé,
ïîýòîìó â ðàìêàõ ýêñïåðèìåíòîâ êàæäîìó ýêçåìïëÿðó Kissat áûëî âûäåëåíî îäíî ÿä-
ðî ïðîöåññîðà. Íà êàæäîé èç 110 ÊÍÔ Kissat áûë çàïóùåí ñ ëèìèòîì âðåìåíè 24 ÷.
Ïðè i = 1 è 2 (íàïîìíèì, ÷òî i îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî îïåðàöèé âî âòîðîì ðàóíäå) âñå
SAT-çàäà÷è áûëè ðåøåíû, ïðè ýòîì â ñðåäíåì ðåøàòåëü ðàáîòàë ìåíåå îäíîé ñåêóíäû.
Ïðèìåðíî äëÿ ïîëîâèíû âûõîäîâ áûë íàéäåí âûïîëíÿþùèé íàáîð, ò. å. áûëè íàéäåíû
ïðîîáðàçû îñëàáëåííûõ âåðñèé ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein512-256. Äëÿ îñòàâøåéñÿ ïîëî-
âèíû âûõîäîâ ðåøàòåëåì áûëà äîêàçàíà íåâûïîëíèìîñòü ÊÍÔ, ò. å. äîêàçàíî, ÷òî ó
ýòèõ âûõîäîâ íåò ïðîîáðàçîâ äëÿ äàííûõ âåðñèé ôóíêöèè ñæàòèÿ.

Äëÿ i = 3 ñèòóàöèÿ ïîìåíÿëàñü � SAT-çàäà÷ó äëÿ âûõîäà �10 ðåøàòåëü íå ñìîã
ðåøèòü çà 24 ÷; íàïîìíèì, ÷òî ýòîò âûõîä ñîñòîèò èç 256 åäèíè÷íûõ è 256 íóëåâûõ
áèòîâ. Ïðè ýòîì áîëüøèíñòâî SAT-çàäà÷ áûëè ðåøåíû ìåíåå ÷åì çà ñåêóíäó èëè çà
íåñêîëüêî ñåêóíä. Äëà i = 4 êàðòèíà îêàçàëàñü ïðèìåðíî òàêîé æå� íå áûëà ðåøåíà
òîëüêî SAT-çàäà÷à äëÿ âûõîäà �10. Äëÿ i = 5 óæå äâå SAT-çàäà÷è íå áûëè ðåøåíû.
Äàëåå ñëîæíîñòü SAT-çàäà÷ ñóùåñòâåííî ðàñò¼ò ñ óâåëè÷åíèåì i. Äëÿ i = 8 è âñåõ ïî-
ñëåäóþùèõ i íè îäíà SAT-çàäà÷à ðåøåíà íå áûëà. Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ
i = 4, 5, 6, 7, 8. Çàïèñü ¾SAT¿/¾UNSAT¿ çíà÷èò, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÊÍÔ áûëà
äîêàçàíà âûïîëíèìîñòü/íåâûïîëíèìîñòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò íàõîæäåíèå
ïðîîáðàçà, à âî âòîðîì� äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî äëÿ êîíêðåòíîãî âûõîäà ïðîîáðàçà íå
ñóùåñòâóåò. Çàïèñü ¾�¿ îçíà÷àåò, ÷òî Kissat íå ñìîã ðåøèòü SAT-çàäà÷ó çà 24 ÷. Åñ-
ëè SAT-çàäà÷à ðåøåíà ìåíåå ÷åì çà ñåêóíäó, òî óêàçàíà äðîáíàÿ ÷àñòü; â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ âðåìÿ îêðóãëåíî äî öåëîãî çíà÷åíèÿ.

Òà á ë è ö à 2
Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ SAT-çàäà÷ ñ ïîìîùüþ Kissat è âðåìÿ ðåøåíèÿ, ñ

� âûõîäà i = 4 i = 5 i = 6 i = 7 i = 8
1 UNSAT 0,40 UNSAT 0,44 UNSAT 2 UNSAT 4 � �
2 UNSAT 0,15 UNSAT 0,29 � � � � � �
3 SAT 29 UNSAT 0,06 SAT 133 � � � �
4 UNSAT 18 UNSAT 20 UNSAT 67 UNSAT 109 � �
5 SAT 4 SAT 2 UNSAT 419 SAT 26 066 � �
6 SAT 1 SAT 0,39 SAT 180 � � � �
7 UNSAT 2 UNSAT 2 UNSAT 21 UNSAT 33 � �
8 UNSAT 0,15 � � � � � � � �
9 UNSAT 0,15 UNSAT 840 UNSAT 396 UNSAT 1731 � �
10 � � � � � � � � � �

Ñóäÿ ïî ðåçóëüòàòàì, ïðèâåä¼ííûì â òàáë. 2, íàëè÷èå ïðîîáðàçà, à òàêæå ñëîæ-
íîñòü ðåøåíèÿ SAT-çàäà÷è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûõîäà. Äëÿ âûõîäà �1 (ò. å. äëÿ
512 íóëåâûõ áèòîâ) äîêàçàíî îòñóòñòâèå ïðîîáðàçà â ÷åòûð¼õ ñëó÷àÿõ. Êðîìå òîãî,
SAT-çàäà÷è äëÿ ýòîãî âûõîäà îêàçàëèñü î÷åíü ïðîñòûìè. SAT-çàäà÷è äëÿ âûõîäà �10
îêàçàëèñü ñàìûìè ñëîæíûìè� ðåøàòåëü íå ñìîã ðåøèòü íè îäíó èç íèõ. Íàèáîëüøåå
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êîëè÷åñòâî ïðîîáðàçîâ íàéäåíî äëÿ âûõîäîâ �5 è 6, à âðåìÿ ðåøåíèÿ ýòèõ SAT-çàäà÷
ïî÷òè âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì äëÿ âûõîäà �1. Èç ïðåäñòàâëåí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ðàññìîòðåííûå âåðñèè ôóíêöèè ñæàòèÿ ïðè 1 ⩽ i ⩽ 7
(èç {0, 1}512 â {0, 1}512) íå áèåêòèâíû, òàê êàê îíè íå ñþðúåêòèâíû. Ìîæíî âûäâèíóòü
ãèïîòåçó, ÷òî è ïîëíîðàóíäîâàÿ ôóíêöèÿ ñæàòèÿ Skein-512-256 íå áèåêòèâíà.

3.2. Í à õ î æ ä å í è å ï ð î î á ð à ç î â ï ð è ï î ì î ù è C u b e - a n d - C o n q u e r

Îäíèì èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ òðóäíûõ SAT-çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
Cube-and-Conuqer [8]. Ñîãëàñíî ýòîìó ïîäõîäó, ñíà÷àëà íà ÊÍÔ çàïóñêàåòñÿ lookahead-
ýâðèñòèêà, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò äåêîìïîçèöèþ çàäà÷è íà áîëåå ïðîñòûå ïîäçàäà÷è.
Ïðè ýòîì lookahead ñòðîèò äâîè÷íîå äåðåâî, â êîòîðîì óçëû ñîîòâåòñòâóþò ïåðåìåí-
íûì ÊÍÔ, à ð¼áðà � çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ. Åñòü äâà òèïà ëèñòüåâ òàêîãî äåðåâà � îò-
ñå÷¼ííûå ëèñòüÿ, äëÿ êîòîðûõ lookahead ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàë îòñóòñòâèå ðåøåíèé,
è ïðåðâàííûå ëèñòüÿ. Êàæäàÿ èç ïîäçàäà÷ ôîðìèðóåòñÿ ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè â ÊÍÔ
çíà÷åíèé âñåõ ïåðåìåííûõ îò êîðíÿ äåðåâà äî ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåðâàííîãî ëèñòà.
Íàáîð ýòèõ çíà÷åíèé íàçûâàåòñÿ êóáîì, à ïðîöåäóðà äåêîìïîçèöèè� êóáèðîâàíèåì.

Íà ýòàïå êóáèðîâàíèÿ êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïîðîãà ïðåðûâàíèÿ n. Ïðå-
ðâàííûé ëèñò ôîðìèðóåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå òåêóùåãî êóáà â ÊÍÔ
è ïðîñòåéøåãî ïðåïðîöåññèíãà (èòåðàòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà åäèíè÷íîãî äèçú-
þíêòà) â ìîäèôèöèðîâàííîé ÊÍÔ îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå n ïåðåìåííûõ. Íà âòîðîì ýòà-
ïå ìåòîäà Cube-and-Conuqer íà êàæäîé ïîäçàäà÷å, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåðâàííîìó ëè-
ñòó, çàïóñêàåòñÿ CDCL-ðåøàòåëü. Åñëè èñõîäíàÿ ÊÍÔ âûïîëíèìà, òî â ðåçóëüòàòå
ðåøåíèÿ õîòÿ áû îäíîé ïîäçàäà÷è áóäåò íàéäåí âûïîëíÿþùèé íàáîð. Åñëè æå èñ-
õîäíàÿ ÊÍÔ íåâûïîëíèìà, òî íà âñåõ ïîäçàäà÷àõ áóäåò äîêàçàíà íåâûïîëíèìîñòü.
Âñå ïîäçàäà÷è ìîæíî ðåøàòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó Cube-and-Conuqer
õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ðåøåíèÿ òðóäíûõ SAT-çàäà÷ â ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåìàõ.

Ñ ïîìîùüþ Cube-and-Conuqer áûë âïåðâûå ðåø¼í ðÿä òðóäíûõ êîìáèíàòîðíûõ
çàäà÷. Ñàìîé èçâåñòíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ áóëåâà ïðîáëåìà ïèôàãîðîâûõ òðîåê [15].
Â [16] ïðåäëîæåí ïàðàëëåëüíûé SAT-ðåøàòåëü EnCnC, ðåàëèçóþùèé ìåòîä Cube-and-
Conuqer äëÿ àíàëèçà ñòîéêîñòè êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ ñ ó÷¼òîì ðÿäà îñîáåí-
íîñòåé ýòîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåøàòåëÿ áûëè âïåðâûå íàéäåíû
ïðîîáðàçû 43-øàãîâîé ôóíêöèè ñæàòèÿ MD4, 29-ðàóíäîâîé ôóíêöèè ñæàòèÿ MD5 è
24-ðàóíäîâîé ôóíêöèè ñæàòèÿ SHA-1 [16, 17].

Êðàòêî ðàññìîòðèì ïðèíöèï ðàáîòû EnCnC â ðåæèìå ïîëíîãî SAT-ðåøàòåëÿ.
Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ n âûáèðàåòñÿ ÷èñëî ïåðåìåííûõ â ÊÍÔ ïîñëå ïðåïðî-
öåññèíãà. Çàòåì n óìåíüøàåòñÿ ñ íåêîòîðûì øàãîì è äëÿ êàæäîãî èç íîâûõ çíà÷åíèé
ñ ïîìîùüþ lookahead-ðåøàòåëÿ ãåíåðèðóþòñÿ âñå ïîäçàäà÷è, ïðè ýòîì îòñëåæèâàåòñÿ
÷èñëî îòñå÷¼ííûõ ëèñòüåâ. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà íà î÷åðåäíîì n ÷èñëî ïîä-
çàäà÷ ïðåâûøàåò çàäàííóþ âåðõíþþ ãðàíèöó. Çàòåì ôîðìèðóåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé n,
òàêèõ, ÷òî ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäçàäà÷ íàõîäèòñÿ â çàäàííîì äèàïàçîíå (ò. å.
ó÷èòûâàåòñÿ íå òîëüêî âåðõíÿÿ, íî è íèæíÿÿ ãðàíèöà), à ÷èñëî îòñå÷¼ííûõ ëèñòüåâ
íå ìåíüøå çàäàííîãî ëèìèòà. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî òàêèì îá-
ðàçîì n ôîðìèðóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ïîäçàäà÷. Ïîäçàäà÷è èç âûáîðêè ðåøàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ CDCL-ðåøàòåëÿ ñ íåêîòîðûì ëèìèòîì âðåìåíè. Äëÿ âûáîðîê, â êîòîðûõ
âñå ïîäçàäà÷è ðåøåíû, âû÷èñëÿåòñÿ ïðîãíîçíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ âñåõ ïîäçàäà÷. Ïðî-
ãíîçíîå âðåìÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïóò¼ì óìíîæåíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ èç
âûáîðêè íà îáùåå ÷èñëî ïîäçàäà÷. Â èòîãå âûáèðàåòñÿ ëó÷øåå çíà÷åíèå n ñ òî÷êè
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çðåíèÿ ïðîãíîçíîãî âðåìåíè è çàïóñêàåòñÿ ðåøåíèå âñåõ îñòàâøèõñÿ íåðåø¼ííûìè
ïîäçàäà÷, ñôîðìèðîâàííûõ íà ýòîì n.

SAT-ðåøàòåëü EnCnC áûë çàïóùåí íà ÷åòûð¼õ ÊÍÔ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
i = 8, 9 è âûõîäàì �5 è 6. Ýòè âûõîäû âûáðàíû ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî íà íèõ ÷à-
ùå âñåãî íàõîäèëèñü ïðîîáðàçû ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ i. Íàïîìíèì, ÷òî ýòè âûõîäû
ðàâíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1111111100000000, ïîâòîð¼ííîé 32 ðàçà, è ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè 11111111111111110000000000000000, ïîâòîð¼ííîé 16 ðàç, ñîîòâåòñòâåííî; ïðè i = 8
ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðîîáðàçà ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein512-256, êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç ïåðâîãî ðàóíäà è 8 ïåðâûõ îïåðàöèé (èç 12) âòîðîãî ðàóíäà. Äëÿ i = 9 çàäà-
÷à îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà òîì æå
êîìïüþòåðå ñ 16-ÿäåðíûì ïðîöåññîðîì. Èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ âõîäíûõ
ïàðàìåòðîâ EnCnC:

� -nstep= 5� çíà÷åíèå n óìåíüøàåòñÿ ñ øàãîì 5;
� -minc= 1000� âûáèðàþòñÿ òîëüêî òàêèå n, äëÿ êîòîðûõ ôîðìèðóåòñÿ ìèíèìóì

1 000 ïîäçàäà÷;
� -maxc= 20000� âûáèðàþòñÿ òîëüêî òàêèå n, äëÿ êîòîðûõ ôîðìèðóåòñÿ ìàêñèìóì

20 000 ïîäçàäà÷;
� -minref= 1� âûáèðàþòñÿ òîëüêî òàêèå n, äëÿ êîòîðûõ îòñåêàåòñÿ ìèíèìóì 1 ëèñò;
� -sample= 100� 100 ïîäçàäà÷ â ñëó÷àéíîé âûáîðêå äëÿ êàæäîãî âûáðàííîãî n;
� -lasolver=march_cu� lookahead-ðåøàòåëü march_cu;
� -cdclsolvers= kissat4.0.1 �CDCL-ðåøàòåëü Kissat âåðñèè 4.0.1;
� -maxcdcltime= 5000�CDCL-ðåøàòåëü ðàáîòàåò ñ ëèìèòîì âðåìåíè 5 000 ñ.

Ðåçóëüòàòû ýòàïà ïðîãíîçèðîâàíèÿ äëÿ i = 8 ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 3. Ïðîãíîçíîå
âðåìÿ óêàçàíî â ñóòêàõ ïðè óñëîâèè èñïîëüçîâàíèÿ 16 ÿäåð; ïðèâåäåíû òîëüêî âû-
áðàííûå íà ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå çíà÷åíèÿ n. Äëÿ îáåèõ ÊÍÔ íà÷àëüíîå çíà÷åíèå n
ðàâíî 2 465.

Òà á ë è ö à 3
Ðåçóëüòàòû ýòàïà ïðîãíîçèðîâàíèÿ äëÿ ÊÍÔ ïðè i = 8

n Ïîäçàäà÷ Îòñå÷¼ííûõ ëèñòüåâ Ïðîãíîçíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ
Âûõîä �5

2 355 1 431 1 8 ÷ 1 ìèí
2 350 4 619 11 2 äí. 2 ÷ 54 ìèí
2 345 7 876 23 2 äí. 8 ÷ 44 ìèí
2 340 13 262 42 3 äí. 6 ìèí

Âûõîä �6
2 355 2 567 1 2 äí. 7 ÷ 18 ìèí
2 345 7 916 3 4 äí. 5 ÷ 5 ìèí
2 340 6 141 4 2 äí. 17 ÷ 53 ìèí
2 330 16 096 19 5 äí. 4 ÷ 2 ìèí

Ñîãëàñíî òàáë. 3, ëó÷øèå ïðîãíîçíûå çíà÷åíèÿ äëÿ îáåèõ ÊÍÔ íàéäåíû íà n =
= 2355, ïîýòîìó èìåííî ýòîò ïîðîã ïðåðûâàíèÿ áûë èñïîëüçîâàí íà ýòàïå ðåøåíèÿ.
Âñå ïîäçàäà÷è äëÿ âûõîäà �5 áûëè ðåøåíû çà 8 ÷ 46 ìèí íà 16 ÿäðàõ. Îêàçàëîñü,
÷òî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ÊÍÔ íåâûïîëíèìû, ò. å. äîêàçàíî, ÷òî ïðîîáðàçîâ äëÿ âû-
õîäà �5 ïðè i = 8 íå ñóùåñòâóåò. Â ñëó÷àå âûõîäà �6 âûïîëíÿþùèé íàáîð (ñîîòâåò-
ñòâåííî è ïðîîáðàç äëÿ äàííîãî âûõîäà) íà îäíîé èç ÊÍÔ áûë íàéäåí çà 6 ÷ 7 ìèí,
ïðè ýòîì áûëî ðåøåíî 15,7% ïîäçàäà÷.

Ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ i = 9 ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4.
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Òà á ë è ö à 4
Ðåçóëüòàòû ýòàïà ïðîãíîçèðîâàíèÿ äëÿ ÊÍÔ ïðè i = 9

n Ïîäçàäà÷ Îòñå÷¼ííûõ ëèñòüåâ Ïðîãíîçíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ
Âûõîä �5

2 445 1 879 102 40 ñ
2 440 2 622 146 44 ñ
2 435 3 649 216 52 ñ
2 430 5 054 301 1 ì 26 ñ
2 425 6 938 432 1 ì 24 ñ
2 420 9 343 572 1 ì 42 ñ
2 415 12 622 802 2 ì 13 ñ
2 410 17 020 1078 3 ì 19 ñ

Âûõîä �6
2 430 2 321 98 11 ñ
2 425 3 136 151 11 ñ
2 420 4 168 200 15 ñ
2 415 5 448 298 19 ñ
2 410 7 260 402 25 ñ
2 405 9 426 559 32 ñ
2 400 12 034 741 34 ñ
2 395 15 070 1044 51 ñ
2 390 18 634 1392 53 ñ

Ïðîãíîçíîå âðåìÿ äëÿ i = 9 îêàçàëîñü íåîáû÷íî ìàëåíüêèì. Ýòî êîíòðèíòóèòèâíî,
òàê êàê äëÿ i = 9 SAT-çàäà÷è äîëæíû áûòü ñëîæíåå (èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, íå ïðîùå),
÷åì äëÿ i = 8. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ â âûáîðêàõ ïîäçàäà÷è áûëè î÷åíü
ïðîñòûìè�Kissat ðåøàë èõ áûñòðåå ÷åì çà 1 ñ. Ýòè ïðîãíîçû ïðîâåðåíû â ðåæèìå
ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå âûõîäà �5 èñïîëüçîâàëîñü çíà÷åíèå n = 2445; 1 876 ïîäçàäà÷ áûëè
ðåøåíû î÷åíü áûñòðî (â ñðåäíåì çà 0,5 ñ), íî îñòàâøèåñÿ 3 ïîäçàäà÷è íå áûëè ðåøåíû
äàæå çà 24 ÷. Äëÿ âûõîäà �6 ñèòóàöèÿ ïîâòîðèëàñü � 2320 ïîäçàäà÷ áûëè ðåøåíû
â ñðåäíåì çà 0,1 ñ ïðè n = 2430, íî îñòàâøàÿñÿ ïîäçàäà÷à òàêæå íå ðåøèëàñü çà 24 ÷.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîãíîçíîå âðåìÿ îêàçàëîñü íåòî÷íûì èç-çà òîãî, ÷òî â âûáîðêè áûëè
âêëþ÷åíû òîëüêî î÷åíü ïðîñòûå ïîäçàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå ïðè àíàëèçå ñòîéêîñòè
MD4, MD5 è SHA-1 ñ ïîìîùüþ EnCnC òàêîé ñèòóàöèè íå âîçíèêàëî.

3.3. Ï ð è ì å í å í è å C u b e - a n d - C o n q u e r ä ë ÿ ï ð å ï ð î ö å ñ ñ è í ã à
Ê Í Ô

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñ èçëèøíå îïòèìèñòè÷íûìè ïðîãíîçàìè â ñëó÷àå i = 9
â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ áûë ðàçðàáîòàí àëãîðèòì èòåðàòèâíîãî ïðèìåíå-
íèÿ Cube-and-Conquer. Öåëü ýòîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè ÊÍÔ òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû Cube-and-Conquer íå ôîðìèðîâàë ïî íåé ñëèøêîì ïðîñòûå ïîäçàäà÷è.

Àëãîðèòì ïðèíèìàåò íà âõîä ñëåäóþùèå äàííûå:

1) ÊÍÔ C;
2) ÷èñëî êóáîâ k;
3) lookahead-ðåøàòåëü lasolver;
4) CDCL-ðåøàòåëü cdclsolver;
5) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîíôëèêòîâ con� äëÿ CDCL-ðåøàòåëÿ.

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:
Øàã 1. Íà÷èíàÿ ñ ïîðîãà ïðåðûâàíèÿ n, ðàâíîãî ÷èñëó ïåðåìåííûõ â C ïîñëå

ïðåïðîöåññèíãà ïî ïðàâèëó åäèíè÷íîãî äèçúþíêòà, óìåíüøàòü n è çàïóñêàòü lasolver
íà C; íàéòè ìèíèìàëüíîå n òàêîå, ÷òî lasolver ôîðìèðóåò íå áîëåå k ïîäçàäà÷ íà C.
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Øàã 2. Çàïóñòèòü íà êàæäîé èç k ïîäçàäà÷ cdclsolver ñ ëèìèòîì â con� êîíôëèê-
òîâ.

Øàã 3. Ïóñòü cdclsolver ðåøèë s ⩽ k ïîäçàäà÷, à íà îñòàëüíûõ k − s ïîäçàäà÷àõ
îí áûë ïðåðâàí ïðè äîñòèæåíèè con� êîíôëèêòîâ. Âîçíèêàåò ïÿòü ñëó÷àåâ:

1) s = 0: âûäàòü UNKNOWN è ìîäôèöèðîâàííóþ ÊÍÔ C; îñòàíîâèòü àëãîðèòì;
2) s = k è íà âñåõ s ïîäçàäà÷àõ cdclsolver äîêàçàë íåâûïîëíèìîñòü: âûäàòü UNSAT

è îñòàíîâèòü àëãîðèòì;
3) s > 0 è õîòÿ áû íà îäíîé èç s ïîäçàäà÷ cdclsolver íàø¼ë âûïîëíÿþùèé íàáîð:

âûäàòü SAT è îñòàíîâèòü àëãîðèòì;
4) 0 < s < k − 1 è äëÿ âñåõ s ïîäçàäà÷ cdclsolver äîêàçàë íåâûïîëíèìîñòü: äî-

áàâèòü â C s äèçúþíêòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îòðèöàíèÿìè s ñîîòâåòñòâóþùèõ êóáîâ
(íà êîòîðûõ C îêàçàëàñü íåâûïîëíèìîé); ïåðåéòè ê øàãó 1;

5) s = k − 1 è äëÿ âñåõ s ïîäçàäà÷ cdclsolver äîêàçàë íåâûïîëíèìîñòü: äîáàâèòü
â C s äèçúþíêòîâ, ÿâëÿþùèõñÿ îòðèöàíèÿìè s ñîîòâåòñòâóþùèõ êóáîâ (íà êî-
òîðûõ C îêàçàëàñü íåâûïîëíèìîé); äîáàâèòü â C îäíîëèòåðàëüíûå äèçúþíêòû,
ñîñòîÿùèå èç ëèòåðàëîâ, âõîäÿùèõ â îñòàâøèéñÿ êóá; ïåðåéòè ê øàãó 1.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Äîïóñòèì, ÷òî k = 4 è íà ïåðâîì øàãå íàéäåíî ìèíèìàëü-
íîå n, òàêîå, ÷òî lasolver ñãåíåðèðîâàë íà ÊÍÔ C ÷åòûðå êóáà. Êîíêðåòíåå, ðå÷ü î
ñëåäóþùèõ êóáàõ: ¬x3 ∧ x7; ¬x4 ∧ x9; x1 ∧ ¬x3 ∧ x9; x5 ∧ x15 ∧ ¬x21. Äîïóñòèì òàêæå,
÷òî íà øàãå 2 íà ïîäçàäà÷àõ �1 è 3 cdclsolver äîêàçàë íåâûïîëíèìîñòü (ò. å. äîêàçàíà
íåâûïîëíèìîñòü ÊÍÔ C∧¬x3∧x7 è C∧x1∧¬x3∧x9), à íà îñòàâøèõñÿ äâóõ ïîäçàäà÷àõ
cdclsolver áûë ïðåðâàí. Òîãäà íà øàãå 3 âîçíèêàåò ÷åòâ¼ðòûé ñëó÷àé: â C äîáàâëÿþò-
ñÿ äèçúþíêòû ¬(¬x3 ∧ x7) = (x3 ∨ ¬x7) è ¬(x1 ∧ ¬x3 ∧ x9) = (¬x1 ∨ x3 ∨ ¬x9). Èíûìè
ñëîâàìè, C çàìåíÿåòñÿ íà C∧(x3∨¬x7)∧(¬x1∨x3∨¬x9) è íà ýòîé ìîäèôèöèðîâàííîé
ÊÍÔ âûïîëíÿåòñÿ øàã 1 àëãîðèòìà.

Åñëè áû â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå cdclsolver ñìîã íà øàãå 2 óñïåøíî ðåøèòü åù¼ è
ïîäçàäà÷ó �4, òî íà øàãå 3 âîçíèê áû ïÿòûé ñëó÷àé è ê ÊÍÔ C áûëè áû äîáàâëåíû
ñëåäóþùèå äèçúþíêòû: (x3 ∨ ¬x7); (¬x1 ∨ x3 ∨ ¬x9); (¬x5 ∨ ¬x15 ∨ x21); (¬x4); (x9).
Ïîñëåäíèå äâà îäíîëèòåðàëüíûõ äèçúþíêòà êîäèðóþò òîò ôàêò, ÷òî êóá �2 ÿâëÿåòñÿ
èñòèííûì.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì èäåéíî ñõîæ ñ äîáàâëåíèåì ê ÊÍÔ äèçú-
þíêòîâ, ñãåíåðèðîâàííûõ ñ ïîìîùüþ ëàçååê (àíãë. backdoors) [18]. È â òîì è â äðóãîì
ñëó÷àå äîáàâëÿåìûå äèçúþíêòû ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèì ñëåäñòâèåì èñõîäíîé ÊÍÔ, à
çíà÷èò, íèêàêèå âûïîëíÿþùèå íàáîðû (åñëè îíè åñòü) òàêèì îáðàçîì íå çàïðåùàþò-
ñÿ. Ïðè ýòîì ïÿòûé ñëó÷àé øàãà 3 îñîáåííûé: ôàêòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ
îäíîëèòåðàëüíûõ äèçúþíêòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèñâàèâàíèå çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïåðåìåííûõ. Ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî íà âñåõ îñòàëüíûõ êóáàõ áûëî äîêàçàíî, ÷òî
ÊÍÔ íåâûïîëíèìà.

Ïðåäñòàâëåííûé âûøå àëãîðèòì, âûïîëíÿþùèé ïðåïðîöåññèíã ñ ïîìîùüþ Cube-
and-Conquer, ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ â âèäå ìíîãîïîòî÷íîé ïðî-
ãðàììû. Èñõîäíûé êîä ïðîãðàììû, à òàêæå âñå èñïîëüçóåìûå â ýòîì èññëåäîâàíèè
ÊÍÔ è ïðîãðàììû äëÿ CBMC äîñòóïíû îíëàéí [19]. Â îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ýòà
ìíîãîïîòî÷íàÿ ïðîãðàììà ìîæåò ðåøèòü SAT-çàäà÷ó, íî îñíîâíàÿ å¼ öåëü ñîñòîèò
â ïðåïðîöåññèíãå ÊÍÔ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî íåé Cube-and-Conquer íå ãåíåðèðî-
âàë ñëèøêîì ïðîñòûå çàäà÷è (òàêèå, êàê â ï. 3.2 ïðè i = 9). Êðîìå òîãî, íà ìîäè-
ôèöèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì ÊÍÔ SAT-çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà áûñòðåå, ÷åì äî
ìîäèôèêàöèè.
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Ñíà÷àëà ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà áûëà çàïóùåíà íà êîìïüþòåðå íà êàæäîé
èç îäèííàäöàòè SAT-çàäà÷, íà êîòîðûõ Kissat íå ñìîã íàéòè ðåøåíèå çà 24 ÷ ïðè
i ∈ {4, 5, 6, 7} (ñì. ï. 3.1). Èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå âõîäíûå ïàðàìåòðû: k = 16
(ïî ÷èñëó ÿäåð ïðîöåññîðà); lookahead-ðåøàòåëü march_cu; CDCL-ðåøàòåëü Kissat;
con�= 30 000. Ïðè òàêîì îãðàíè÷åíèè íà ÷èñëî êîíôëèêòîâ Kissat ðàáîòàåò ïðèìåð-
íî 0,5 ñ. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû è ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà çàâèñåëî îò ÊÍÔ:
âñåãî ïîòðåáîâàëîñü îò 4 äî 67 ñ è îò 2 äî 12 èòåðàöèé. Íà ìîäèôèöèðîâàííûõ ÊÍÔ
áûë ñíîâà çàïóùåí Kissat íà 24 ÷. Â ðåçóëüòàòå áûëà ðåøåíà îäíà SAT-çàäà÷à, à èìåí-
íî � íàéäåí ïðîîáðàç âûõîäà �10 äëÿ i = 5 çà 5 ÷. Ïðèâåä¼ì ïîäðîáíóþ ñòàòèñòèêó
ïðåïðîöåññèíãà íà ýòîé ÊÍÔ: âûïîëíåíû 4 èòåðàöèè â òå÷åíèå 54 ñ; ïðè ýòîì áûëî òðè
ïÿòûõ ñëó÷àÿ íà øàãå 3 è çàòåì îäèí ïåðâûé ñëó÷àé. Âñåãî ïî ðåçóëüòàòàì ïðåïðîöåñ-
ñèíãà â ÊÍÔ áûëî äîáàâëåíî 64 äèçúþíêòà, 16 èç íèõ� îäíîëèòåðàëüíûõ. Îòìåòèì,
÷òî ýòîò âûõîä ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ñëîæíûì� äî ýòîãî Kissat ñìîã ðåøèòü SAT-çàäà÷ó
äëÿ íåãî ìàêñèìóì äëÿ i = 2.

Íà ñëåäóþùåé ñòàäèè ïðîãðàììà áûëà ïðèìåíåíà ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè ê äâóì
ÊÍÔ äëÿ i = 9, ðàññìîòðåííûì âûøå. Íà ÊÍÔ äëÿ âûõîäà �5 ïðåïðîöåññèíã íè÷åãî
íå äàë, òàê êàê â ïåðâîé æå èòåðàöèè íà øàãå 3 âîçíèê ïåðâûé ñëó÷àé, ò. å. íà âñåõ
ïîäçàäà÷àõ Kissat áûë ïðåðâàí. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðîãðàììà áûëà çàïóùåíà åù¼ ðàç,
íî ñ ïàðàìåòðîì con�= 100 000. Ñ òàêèì îãðàíè÷åíèåì Kissat ðàáîòàåò ïðèìåðíî 3 ñ.
Íà ýòîò ðàç íà ÊÍÔ äëÿ âûõîäà �5 ïðîãðàììà îòðàáîòàëà çà 207 ñ, â òå÷åíèå êîòîðûõ
áûëî âûïîëíåíî 30 èòåðàöèé àëãîðèòìà. Â ìîäèôèöèðîâàííîé ÊÍÔ â èòîãå îêàçàëîñü
íà 239 äèçúþíêòîâ áîëüøå, ÷åì â èñõîäíîé. Íà ÊÍÔ äëÿ âûõîäà �6 ïðîãðàììà âû-
ïîëíèëà 9 èòåðàöèé çà 99 ñ (ïðè ýòîì òàêæå áûëî èñïîëüçîâàíî con�= 100 000). Â ðå-
çóëüòàòå â ÊÍÔ áûëè äîáàâëåíû 164 äèçúþíêòà. Íà îáåèõ ìîäèôèöèðîâàííûõ ÊÍÔ
áûë çàïóùåí Cube-and-Conquer-ðåøàòåëü EnCnC â ðåæèìå ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñ òåìè
æå âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè, ÷òî è â ï. 3.2. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 5.

Òà á ë è ö à 5
Ðåçóëüòàòû äëÿ ÊÍÔ ïðè i = 9

ïîñëå ïðåïðîöåññèíãà

n Ïîäçàäà÷ Îòñå÷¼ííûõ ëèñòüåâ
Âûõîä �5

1355 2 631 3
1350 4 761 3
1345 8 485 6
1340 15 028 9

Âûõîä �6
1345 3 018 1
1340 5 376 2
1335 9 700 2
1330 17 103 4

Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ n çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì äî ïðåïðîöåññèí-
ãà. Äëÿ âûõîäà �5 îíè ìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíå 1340�1355 ïåðåìåííûõ, à ðàíåå áû-
ëî 2410�2445. Äëÿ âûõîäà �6 ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íàÿ. Ýòî îäèí èç êëþ÷åâûõ ðåçóëü-
òàòîâ ïðåäëîæåííîãî ïðåïðîöåññèíãà � ïî ñóòè, â ìîäèôèöèðîâàííûõ ÊÍÔ ñ òî÷êè
çðåíèÿ Cube-and-Conquer ïðèìåðíî íà 1 000 ïåðåìåííûõ ìåíüøå, ÷åì â èñõîäíîé.
Âî-âòîðûõ, âî âñåõ âûáîðêàõ ïîäçàäà÷è îêàçàëèñü ñëîæíûìè è íå áûëè ðåøåíû
çà 5 000 ñ, ïîýòîìó â òàáë. 5 îòñóòñòâóåò ñòîëáåö ñ ïðîãíîçíûì âðåìåíåì ðåøåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, EnCnC òåïåðü äà¼ò ãîðàçäî áîëåå ðåàëèñòè÷íóþ êàðòèíó, ÷åì ðàíü-
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øå. Ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ íèæíþþ îöåíêó ïðîãíîçíîãî âðåìåíè äëÿ âûõîäà �5:
åñëè êàæäóþ èç 15 028 ïîäçàäà÷ ìîæíî ðåøèòü çà 5 000 ñ, òî íà 16-ÿäåðíîì êîìïüþòå-
ðå íà ýòî ïîòðåáóåòñÿ 55 äíåé. Äëÿ âûõîäà �6 àíàëîãè÷íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñîñòàâëÿåò
62 äíÿ ðàáîòû êîìïüþòåðà.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîàíàëèçèðîâàíà ñòîéêîñòü íåïîëíîðàóíäîâûõ âàðèàíòîâ ôóíêöèè ñæàòèÿ
Skein512-256 ê íàõîæäåíèþ ïðîîáðàçîâ. Ðàíåå â äàííîì êîíòåêñòå ðàññìàòðèâàëñÿ
òîëüêî ïåðâûé ðàóíä äàííîé ôóíêöèè ñæàòèÿ; â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû âàðè-
àíòû ñ ïåðâûì ðàóíäîì è íåñêîëüêèìè ïåðâûìè îïåðàöèÿìè âòîðîãî ðàóíäà. Çàäà÷è
íàõîæäåíèÿ ïðîîáðàçà ñâåäåíû ê SAT ñ ïîìîùüþ òðàíñëÿòîðà CBMC. Ïîêàçàíî, ÷òî
âðåìÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ SAT-çàäà÷ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà CDCL è ìåòîäà
Cube-and-Conquer ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ âûõîäà ôóíêöèè ñæàòèÿ, à òàêæå
îò èñïîëüçóåìîãî ÷èñëà îïåðàöèé âòîðîãî ðàóíäà. Â ðåçóëüòàòå íàéäåíû ïðîîáðàçû
ôóíêöèè ñæàòèÿ, ñîñòîÿùåé èç ïåðâîãî ðàóíäà è 8 (èç 12) îïåðàöèé âòîðîãî ðàóíäà.
Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïðåïðîöåññèíãó ÊÍÔ ñ ïîìîùüþ èòåðàòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
ìåòîäà Cube-and-Conquer. Ïðåäâàðèòåëüíîå ïðèìåíåíèå ýòîãî ïðåïðîöåññèíãà ïîçâî-
ëèëî íàéòè ïðîîáðàç äëÿ îäíîé êîíôèãóðàöèè, êîòîðàÿ ðàíåå îêàçûâàëàñü ñëèøêîì
òðóäíîé äëÿ CDCL-ðåøàòåëÿ. Òàêæå ýòîò ïðåïðîöåññèíã ïîçâîëèë ïîñòðîèòü áîëåå
òî÷íûå îöåíêè âðåìåíè íàõîæäåíèÿ ïðîîáðàçà âåðñèè ôóíêöèè ñæàòèÿ, â êîòîðîé
÷èñëî îïåðàöèé âòîðîãî ðàóíäà óâåëè÷åíî äî 9. Ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî íà äàí-
íûé ìîìåíò äàæå 2 (èç 72) ðàóíäà ôóíêöèè ñæàòèÿ Skein512-256 ÿâëÿþòñÿ ñòîéêèìè
ê íàõîæäåíèþ ïðîîáðàçà ñ ïîìîùüþ SAT-ïîäõîäà.
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Èññëåäóåòñÿ ñîâìåñòíîå êîíñòðóèðîâàíèå òîïîëîãèé ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ïî
äèàìåòðó öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé C(N ;±1,±s2) è ðåàëèçóåìûõ äëÿ íèõ àëãîðèòìîâ
ìàðøðóòèçàöèè ñëîæíîñòè O(1). Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ìàðøðóòèçàöèè îñíî-
âàí íà èñïîëüçîâàíèè ìàñøòàáèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ ïëîò-
íîé óêëàäêè ãðàôîâ íà ïëîñêîñòè äëÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé. Îïðåäåëåíû
àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû çàâèñèìîñòè ýòèõ ïàðàìåòðîâ îò äèàìåòðà ãðàôîâ äëÿ
ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé C(N ;±1,±s2), ñîêðàùàþùèå ñëîæíîñòü èõ ðàñ÷¼òà
äî O(1). Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ñ èçâåñòíûì àëãîðèòìîì
ìàðøðóòèçàöèè, ìîäèôèêàöèåé êîòîðîãî îí ÿâëÿåòñÿ, ïî çàòðàòàì âðåìåíè íà
ìàðøðóòèçàöèþ â ñåìåéñòâàõ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ è ïîêàçàíî óìåíüøåíèå âðå-
ìåíè åãî èñïîëíåíèÿ â ñðåäíåì â 2 ðàçà. Âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå èññëåäóåìîãî
àëãîðèòìà â êà÷åñòâå îñíîâû ìàðøðóòèçàòîðà ñåòè íà êðèñòàëëå íà ÿçûêå îïèñà-
íèÿ àïïàðàòóðû Verilog. Ïîëó÷åíû äàííûå ñðàâíåíèÿ åãî ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè
ìàðøðóòèçàöèè ïî çàíèìàåìûì ëîãè÷åñêèì ðåñóðñàì è ðåñóðñàì ïàìÿòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåîðèåíòèðîâàííàÿ öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü, àëãîðèòì ìàðøðó-

òèçàöèè, ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ, ñåòè íà êðèñòàëëå.

MODELING AND RESOURCE COST ESTIMATION
OF ROUTING ALGORITHMS IN NETWORKS ON A CHIP
WITH A TWO-DIMENSIONAL CIRCULANT TOPOLOGY

E.A. Monakhova∗, O.G. Monakhov∗, E. R. Rzaev∗∗, E.V. Lezhnev∗∗, A.Y. Romanov∗∗

∗Institute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics SB RAS, Novosibirsk,

Russia
∗∗HSE University, Moscow, Russia

In this paper, we investigate the joint construction of topologies of families of optimal
diameter circulant networks C(N ;±1,±s2) and the routing algorithms of complex-
ity O(1) implemented for them. The proposed routing algorithm is based on the use
of scalable parameters of L-shaped dense graph packing patterns on the plane for
families of optimal networks. Analytical formulas for the dependence of these pa-
rameters on the graph diameter of families of optimal networks C(N ;±1,±s2) are

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �25-11-00248.
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determined, reducing the complexity of their calculation to O(1). A comparison of
the proposed algorithm with the routing algorithm on which it is based was carried
out. In families of optimal graphs, the proposed algorithm showed an average two-fold
decrease in execution time. The implementation of the investigated routing algorithm
as the basis for a network-on-a-chip router is carried out in the hardware description
language Verilog. The data of its comparison with other routing algorithms based on
the occupied logical and memory resources have been obtained.

Keywords: undirected circulant network, routing algorithm, families of optimal cir-
culant networks, network-on-a-chip.

Ââåäåíèå

Ñòðóêòóðà öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ñòåïåíè ÷åòûðå èçó÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàä-
íûõ îáëàñòÿõ è â êà÷åñòâå òîïîëîãèè ñåòåé ñâÿçè êëàñòåðîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì
è ñåòåé íà êðèñòàëëå [1�8]. Ðàáîòû èññëåäîâàòåëåé ïîñâÿùåíû â îñíîâíîì èçó÷åíèþ
èõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, îòêðûòèþ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, ìåòîäîâ èõ
ñèíòåçà, ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè è ìåòîäîâ èõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìå-
íåíèÿ.

Öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü ñòåïåíè ÷åòûðå (äâóìåðíàÿ öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô C(N ;±s1,±s2) ñ 1 ⩽ s1 < s2 < N/2 è ìíîæåñòâîì
âåðøèí V = ZN = {0, 1, . . . , N − 1}, ãäå êàæäàÿ âåðøèíà i ñâÿçàíà ñ âåðøèíàìè
i ± s1 mod N è i ± s2 mod N . ×èñëà s1, s2 � îáðàçóþùèå ãðàôà, N �ïîðÿäîê. Ãðàô
C(N ;±s1,±s2) ñâÿçåí, åñëè ÍÎÄ(N, s1, s2) = 1. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíî èçîáðàæåíèå öèð-
êóëÿíòíîé ñåòè C(21;±1,±6). Äèàìåòð ãðàôà� äëèíà ìàêñèìàëüíîãî êðàò÷àéøåãî
ïóòè íà ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ ïàð âåðøèí, ñðåäíåå ðàññòîÿíèå � ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå âñåõ äëèí êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó ïàðàìè âåðøèí. Îïòèìàëüíûì ãðà-
ôîì íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíòíûé ãðàô C(N ;±s1,±s2) ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì äèà-
ìåòðîì äëÿ çàäàííîãî N . Èçâåñòíà òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàìåòðà îïòèìàëüíîãî
ãðàôà ñ N âåðøèíàìè: ulb(N) = ⌈(−1 +

√
2N − 1)/2⌉ [2]. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ìèíè-

ìèçàöèè äèàìåòðà (ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ) ãðàôîâ ñâÿçàíî ñ îïòèìèçàöèåé çàäåðæåê
ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ, ñêîðîñòè êîììóíèêàöèé è, â êîíå÷íîì èòîãå, ïðîèçâîäèòåëüíî-
ñòè ñèñòåìû [1�3, 9,10]. Äðóãàÿ àêòóàëüíàÿ ïðîáëåìà ïðè èñïîëüçîâàíèè öèðêóëÿíòîâ
â êà÷åñòâå ñåòåé ñâÿçè ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè
äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ìåæäó ïàðàìè óçëîâ [11]. Àëãîðèòì ìàðøðóòèçàöèè íàçû-
âàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè ïåðåäà÷à ñîîáùåíèé ïðîèñõîäèò âäîëü êðàò÷àéøèõ ïóòåé
èç èñòî÷íèêà â ïðè¼ìíèê. Èçâåñòíî íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè äëÿ öèð-
êóëÿíòîâ ñòåïåíè ÷åòûðå ñ ðàçíûìè îöåíêàìè ñëîæíîñòè (ñì. îáçîð â [4]).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû, èìåþùèå êîíñòàíò-
íóþ îöåíêó ïî âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ìàðøðóòà èç èñòî÷íèêà â ïðè¼ìíèê è íå òðå-
áóþùèå òàáëèö ìàðøðóòèçàöèè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâîì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
ìàñøòàáíûõ ñåòåé íà êðèñòàëëå. Ê íèì ïðèíàäëåæàò àëãîðèòìû àíàëèòè÷åñêîãî òè-
ïà [4, 5, 12, 13], ðàçðàáîòàííûå äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ,
è àëãîðèòìû ñ ïðåäâàðèòåëüíîé ïîäãîòîâêîé òîïîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñåòè äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ ìàðøðóòèçàöèè [13�15]. Ê ÷èñëó ïîñëåäíèõ, êàê íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé èç
íèõ äëÿ ñåòåé íà êðèñòàëëå, îòíîñèòñÿ àëãîðèòì èç [14], ïðèìåíèìûé äëÿ äâóìåð-
íûõ öèðêóëÿíòîâ îáùåãî âèäà C(N ;±s1,±s2). Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïàðàìåò-
ðîâ L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ [16�18], çàäàþùèõ ïëîòíóþ óêëàäêó ãðàôîâ C(N ;±s1,±s2)
íà ïëîñêîñòè Z2 (ïàðàìåòðû a, b, p, q íà ðèñ. 2,à). Íà ðèñ. 2,á è â ïîêàçàíû L-îáðàç-
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íûå øàáëîíû ïðåäñòàâëåíèé öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ C(10;±1,±4) è C(12;±1,±4), íà
ðèñ. 3 �ôðàãìåíò óêëàäêè ãðàôà C(10;±1,±4) íà ïëîñêîñòè. Àëãîðèòì ìàðøðóòèçà-
öèè èç [14] òðåáóåò ðåøåíèÿ x, y ñðàâíåíèÿ s1x+ s2y ≡ 1 (mod N) è ïðåäâàðèòåëüíîãî
îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b, p, q äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî öèðêóëÿíòà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû ñî ñëîæíîñòüþ O(N) [18] èëè
O(logN) [16], ÷òî ÿâëÿåòñÿ çàòðàòíûì ïðè ðàñ÷¼òàõ â ìàñøòàáíûõ ñåòÿõ ñ áîëüøèì
êîëè÷åñòâîì óçëîâ.

Ðèñ. 1. Öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü C(21;±1,±6)

Ðèñ. 2. Ïàðàìåòðû L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ äëÿ öèðêóëÿíòîâ C(N ;±1,±s2)

Ðèñ. 3. Ïëîòíàÿ óêëàäêà íà ïëîñêîñòè L-îáðàçíîãî øàáëîíà ãðàôà C(10;±1,±4)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíî ñîâìåñòíîå êîíñòðóèðîâàíèå òîïîëîãèé ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ ïî äèàìåòðó öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé C(N ;±1,±s2) è ðåàëèçóåìûõ äëÿ íèõ
îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè ñëîæíîñòè O(1). Ñ òî÷êè çðåíèÿ âûáîðà ýô-
ôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè äëÿ ñåòåé íà êðèñòàëëå ðàññìîòðåíî ìíîæåñòâî
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ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé âèäà C(N ;±1,±s2), çàäàâàåìûõ àíàëèòè÷åñêè è ìàñøòà-
áèðóåìûõ ïî ïàðàìåòðàì L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ. Îïèñàí àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(1)
ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ïàðàìåòðîâ a, b, p, q ìàñøòàáèðóåìûõ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ;±1,±s2). Íà ïðèìåðå ðÿäà òàêèõ ñåìåéñòâ ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ñëîæíîñòè O(1) ñ àëãîðèòìîì ìàðøðóòèçàöèè
èç [14] ïî ñðåäíåìó âðåìåíè ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè â ñåòè íà êðèñòàëëå è ñðàâíåíèÿ
åãî ïî ðåñóðñíûì çàòðàòàì ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè. Ñäåëàíû âûâîäû îá
ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà è åãî ïðèìåíèìîñòè â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå.

1. Ïëîòíàÿ óêëàäêà öèðêóëÿíòîâ íà ïëîñêîñòè
â âèäå L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ

Â [16�18] îïèñàíû àëãîðèòìû óêëàäêè îðèåíòèðîâàííûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðà-
ôîâ C(N ; s1, s2) íà ïëîñêîñòè Z2 â âèäå L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ (äàëåå äëÿ êðàòêîñòè
L-øàáëîíîâ). Â àëãîðèòìå 1 ïðèâåä¼í ïñåâäîêîä ïîñòðîåíèÿ L-øàáëîíîâ è íàõîæäåíèÿ
ïàðàìåòðîâ a, b, p, q äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±s1,±s2). Àëãî-
ðèòì 1 èñïîëüçîâàëñÿ äàëåå ïðè âñåõ ïîñòðîåíèÿõ L-øàáëîíîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðà-
ôîâ. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ L-øàáëîíà ãðàôà ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåííûì â ðàáîòå [18],
íî â îòëè÷èå îò íåãî øàãè 1�3 àëãîðèòìà 1 îïèñûâàþò ÿâíûì îáðàçîì âû÷èñëåíèå ïà-
ðàìåòðîâ a, b, p, q. Â [16] çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿìN, s1, s2
ãðàôà äðóãèì àëãîðèòìîì� ñ ðåêóðñèâíûì èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà äåëåíèÿ Åâ-
êëèäà, íî â ðåçóëüòàòå íå ñòðîèòñÿ ñàì L-øàáëîí.

Àëãîðèòì 1. Âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ a, b, p, q äëÿ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ
C(N ;±s1,±s2)

Âõîä: öèðêóëÿíòíûé ãðàô C(N ;±s1,±s2).
Âûõîä: Çíà÷åíèÿ a, b, p, q L-øàáëîíà ãðàôà.
1: Íà ïëîñêîñòè Z2 îïðåäåëèòü íóëåâóþ òî÷êó ðåø¼òêè (0, 0). Îáõîäèòü òî÷êè ïåðâî-
ãî êâàäðàíòà ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ïî äèàãîíàëÿì â ñëåäóþùåì
ïîðÿäêå: (0, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 0), (0, 3) è ò. ä. Â êàæäóþ ïîñåù¼ííóþ
òî÷êó (x, y) çàïèñàòü íîìåð âåðøèíû k = (xs1 + ys2) mod N , åñëè ýòî çíà÷åíèå
íå âñòðå÷àëîñü ðàíåå. Çàêîí÷èòü ïîñòðîåíèå L-øàáëîíà ãðàôà, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ
0 ⩽ k ⩽ N − 1 çàïèñàíû.

2: Â ïîëó÷åííîì ìàññèâå òî÷åê {(x, y, k)} îïðåäåëèòü äâå òî÷êè: (x1, y1, k1) ñ
max

x
max

y
{(x, y, k)} è (x2, y2, k2) ñ max

y
max

x
{(x, y, k)}; a := x2 + 1, b := y1 + 1.

3: Åñëè ab ̸= N , òî
4: p := x2 − x1, q := y1 − y2, ïåðåéòè â ï. 11,
5: èíà÷å
6: â ìàññèâå {(x, y, k)} îïðåäåëèòü òî÷êó (x3, y3, N − s2).
7: Åñëè x3 ̸= 0, òî
8: p := a− x3, q := 0, ïåðåéòè â ï. 11,
9: èíà÷å
10: â ìàññèâå {(x, y, k)} âûáðàòü òî÷êó (x4, y4, N − s1), p := 0, q := b− y4.
11: Êîíåö àëãîðèòìà.

Íà ðèñ. 2,á ïîêàçàí L-øàáëîí ãðàôà C(10;±1,±4), ãäå a = 4, b = 3, p = 2, q = 1;
íà ðèñ. 2,â �L-øàáëîí ãðàôà C(12;±1,±4), ãäå a = 4, b = 3, p = 0 è q = 1. Â [17]
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äîêàçàíî, ÷òî L-øàáëîí äâóìåðíîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà âñåãäà îáðàçóåò ïëîòíóþ
óêëàäêó íà ïëîñêîñòè, è íàéäåíà ñèñòåìà ñðàâíåíèé äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ íóëåâûõ âåð-
øèí (âåðøèí ñ íîìåðîì 0) íà ïëîñêîñòè, ñïðàâåäëèâàÿ êàê äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ, òàê
è íåîðèåíòèðîâàííûõ öèðêóëÿíòîâ:

as1 − qs2 ≡ 0 (mod N),

−ps1 + bs2 ≡ 0 (mod N).
(1)

Ïðè ýòîì ÷èñëî âåðøèí ãðàôà ðàâíî N = ab− pq. Ñîãëàñíî [17], åñëè åñòü íåñêîëüêî
L-øàáëîíîâ ðàçìåðà N äëÿ çàäàííîé ïîçèöèè íóëåâûõ âåðøèí íà ïëîñêîñòè, òî îíè
âñå ñîîòâåòñòâóþò îäíèì è òåì æå îáðàçóþùèì s1 è s2.

2. Ìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàìåòðîâ L-øàáëîíîâ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ;±1,±s2)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà àíàëèòè÷åñêè
çàäàâàåìûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±1,±s2). Ïî ïîñòðîåíèþ
êàæäîå òàêîå ñåìåéñòâî ñîñòîèò èç îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, ò. å. ãðàôîâ ñ ìèíèìàëüíî
âîçìîæíûì äèàìåòðîì d äëÿ çàäàííîãî ïîðÿäêà ãðàôà. Ãðàôû êàæäîãî ñåìåéñòâà
îïèñàíû ïîëèíîìàìè îò äèàìåòðà d: N �êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, s2 �ëèíåéíàÿ èëè
êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ. ×ëåíû ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò ïðè äèàìåòðàõ

d = dm + kP, k ⩾ 0, (2)

ãäå dm �ìèíèìàëüíûé äèàìåòð, ïðè êîòîðîì ÷ëåí ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
ãðàôîì; P = const ∈ {1, 2, . . .}�ïåðèîä ïîÿâëåíèÿ ãðàôîâ ñåìåéñòâà. Ìíîæåñòâî àíà-
ëèòè÷åñêè çàäàâàåìûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±1,±s2) ïðåä-
ñòàâëåíî â Èíòåðíåòå â îòêðûòîì äîñòóïå (äàëåå DLN-äàòàñåò): https://github.com/
mila0411/Double-loop-networks/tree/main/Dataset. Â DLN-äàòàñåòå ñîäåðæèòñÿ
áîëåå 2000 ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ. Ïî ýòîé ññûëêå â îòêðûòîì äîñòóïå ìîæíî
íàéòè ñïèñîê ïàðàìåòðîâ {N, s2, d} îïèñàíèé âñåõ îïòèìàëüíûõ ïî äèàìåòðó öèðêó-
ëÿíòîâ âèäà C(N ;±1,±s2) äëÿ âñåõ 12 ⩽ N ⩽ 50000 è âñåõ èõ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé
îáðàçóþùèõ s2 < N/2. Ýòó ÷àñòü áàçû äàííûõ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ¾äàòàñåò¿.

Â [19] ââåäåíî ïîíÿòèå L-ìàñøòàáèðóåìîñòè àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìûõ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ ñåòåé C(N(d);±1,±s2(d)), ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðè óêëàäêå íà ïëîñêî-
ñòè Z2 ÷ëåíû ñåìåéñòâ îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè L-øàáëîíîâ ñ ïàðàìåòðàìè a, b,
p, q, àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìûìè â âèäå ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ îò äèàìåòðà d. Ðàññìîò-
ðèì êðàòêî îñíîâíûå ïðèíöèïû êîíöåïöèè L-ìàñøòàáèðóåìîñòè ñåìåéñòâ.

Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî L-ìàñøòàáèðóåìûõ îïòèìàëüíûõ àíàëèòè÷åñêè çàäàâàå-
ìûõ öèðêóëÿíòîâ C(N(d);±1,±s2(d)), ãäå äèàìåòð d ⩾ dm, P ∈ {1, 2, . . .} è âûïîë-
íÿåòñÿ (2). Äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ñåìåéñòâà âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ïîëè-
íîìîâ N(d), s2(d) ïðè d1 = dm è d2 = d1 + P . Ïîëó÷èì ãðàôû C(N(d1);±1,±s2(d1))
è C(N(d2);±1,±s2(d2)). Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì 1 âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b, p, q ê íàé-
äåííûì ãðàôàì, îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ a(d1), b(d1), p(d1), q(d1) è a(d2), b(d2), p(d2), q(d2).
Äëÿ L-ìàñøòàáèðóåìîãî ñåìåéñòâà äèàìåòðà d ôîðìóëû äëÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ èìå-
þò ñëåäóþùèé âèä:

a(d) = (∆a/P )d+ a(d1)− (∆a/P )d1,

b(d) = (∆b/P )d+ b(d1)− (∆b/P )d1,

p(d) = (∆p/P )d+ p(d1)− (∆p/P )d1,

q(d) = (∆q/P )d+ q(d1)− (∆q/P )d1,

(3)
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ïðè óñëîâèè ∆a = a(d2) − a(d1) ⩾ 0, ∆b = b(d2) − b(d1) ⩾ 0, ∆p = p(d2) − p(d1) ⩾ 0,
∆q = q(d2) − q(d1) ⩾ 0. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòîðîí L-øàáëîíîâ óêëàäêè ãðàôîâ ñåìåéñòâà íà ïëîñêîñòè óâåëè÷èâàþòñÿ ëèíåéíî
ïðè ðîñòå äèàìåòðà ãðàôà. Îäíà èç íèõ ïðè ýòîì ìîæåò ñîõðàíÿòü ñâîþ äëèíó êàê,
íàïðèìåð, ïàðàìåòð q = 1 íà ðèñ. 4.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, b, p, q ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1
ïðè äâóõ ìàëûõ çíà÷åíèÿõ äèàìåòðà d1 = dm è d2 = d1 + P äà¼ò ôîðìóëû (3) äëÿ
íèõ, ñïðàâåäëèâûå ïðè ëþáûõ âîçìîæíûõ äèàìåòðàõ (2) ãðàôîâ ñåìåéñòâà. Ïî ôîð-
ìóëàì (3) ìîæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû L-øàáëîíà ïðè áîëüøèõ N , òàêèì îáðàçîì,
ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ L-øàáëîíîâ O(logN) [16] ñî-
êðàùàåòñÿ äî O(1).

Äëÿ âñåõ áîëåå ÷åì 2000 àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêó-
ëÿíòîâ èç DLN-äàòàñåòà ïðîâåäåíà ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1) è ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïîäòâåðæäåíà L-ìàñøòàáèðóåìîñòü îêîëî 90% ñåìåéñòâ. Â òàáë. 1 ïðèâåä¼í
ôðàãìåíò ñïèñêà L-ìàñøòàáèðóåìûõ ñåìåéñòâ ãðàôîâ, ñóùåñòâóþùèõ ïðè êàæäîì
äèàìåòðå d ⩾ dm, ò. å. ïðè P = 1. Ôðàãìåíò ïðåäñòàâëåííûõ ñåìåéñòâ âêëþ÷àåò çíà÷å-
íèÿ ìèíèìàëüíîãî äèàìåòðà dm, ïîëèíîìû äëÿ N è s2, êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ d
äëÿ ïîëèíîìîâ ïàðàìåòðîâ a, b, p, q.

Òà á ë è ö à 1
Ôðàãìåíò DLN-äàòàñåòà L-ìàñøòàáèðóåìûõ ñåìåéñòâ

îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ

dm {N, s2} {a1, a0} {b1, b0} {p1, p0} {q1, q0}
3 {2− 2d+ 2d2, −1 + 2d} {2, −1} {1, 0} {1, −2} {0, 1}
10 {−8− d+ 2d2, 4 + 2d} {1, 0} {3, −7} {1, −4} {1, −2}
5 {−3− d+ 2d2, 2 + 2d} {1, 1} {2, −3} {0, 0} {1, −1}
8 {−13 + 2d2, −5 + 2d} {2, −5} {1, 3} {1, −2} {0, 1}
7 {−11 + 2d2, −5 + 2d} {2,−5} {1, 3} {1, −4} {0, 1}
4 {−4 + 2d2, −3 + 2d} {2, −3} {1, 2} {1, −2} {0, 1}
2 {2d2, −1 + 2d} {2, −1} {1, 1} {1, −1} {0, 1}
10 {−28 + d+ 2d2, 8 + 2d} {1, 4} {2, −7} {0, 0} {1, −3}
3 {−1 + 2d+ 2d2, 3 + 2d} {1, 1} {3, −1} {1,0} {1, 0}
1 {1 + 2d+ 2d2, 1 + 2d} {2, 1} {1, 1} {1, 0} {0, 1}

Ïðîâåä¼ííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà îãðàíè÷åíà ðàçìåðàìè äàòàñåòà (N ⩽
⩽ 50000, d ⩽ 158). Äîêàæåì íà íåêîòîðûõ ïðèìåðàõ, ÷òî ñâîéñòâî L-ìàñøòàáèðó-
åìîñòè ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ïîñòðîåííûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ èç DLN-
äàòàñåòà ïðè ëþáûõ äèàìåòðàõ èç îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ (2). Ðàññìîòðèì èçâåñòíîå
â ëèòåðàòóðå (äëÿ ññûëîê ñì. [2]) ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ � îïòèìàëü-
íûõ äâóìåðíûõ ãðàôîâ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì âåðøèí ïðè ëþáîì äèà-
ìåòðå, ó êîòîðûõ äèàìåòð ðàâåí òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöå ulb(N).

Óòâåðæäåíèå 1 [19]. Ïàðàìåòðû L-øàáëîíîâ äëÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèð-
êóëÿíòîâ C(2d2 + 2d + 1;±1,±(2d + 1)) ðàâíû a(d) = 2d + 1, b(d) = d + 1, p(d) = d,
q(d) = 1 ïðè ëþáîì äèàìåòðå d ⩾ 1.

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû L-øàáëîíû óêëàäêè íà ïëîñêîñòè òð¼õ ãðàôîâ ñåìåéñòâà
èç óòâåðæäåíèÿ 1: C(13;±1,±5), C(25;±1,±7), C(41;±1,±9) ñ äèàìåòðàìè d = 2, 3, 4
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 4. Ìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàìåòðîâ L-øàáëîíîâ äëÿ ãðàôîâ ñåìåéñòâà èç óòâåðæäåíèÿ 1

Óòâåðæäåíèå 2. Ïàðàìåòðû L-øàáëîíîâ äëÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêó-
ëÿíòîâ C(2d2;±1,±(2d − 1)) ðàâíû a(d) = 2d − 1, b(d) = d + 1, p(d) = d − 1, q(d) = 1
ïðè ëþáîì äèàìåòðå d > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d1 = 2, d2 = 3. Ïðèìåíèâ àëãîðèòì 1, ïîëó÷èì ∆a =
= 9− 7 = 2, ∆b = 17− 11 = 6, ∆p = 8− 6 = 2, ∆q = 6− 4 = 2. Â ñèëó (3) a(d) = 2d− 1,
b(d) = d+ 1, p(d) = d− 1, q(d) = 1. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ (1) äà¼ò ïðè ëþáîì d > 1

2d− 1− (2d− 1) = 0,

−(d− 1) + (d+ 1)(2d− 1) = 2d2 = N.

Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïàðàìåòðû L-øàáëîíîâ äëÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêó-
ëÿíòîâ C(2d2 + d − 1;±1,±(2d + 2)) ðàâíû a(d) = d + 1, b(d) = 2d − 1, p(d) = 0,
q(d) = d ïðè ëþáîì äèàìåòðå d > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d1 = 3, d2 = 4. Ïðèìåíèâ àëãîðèòì 1, ïîëó÷èì ∆a =
= 8 − 6 = 2, ∆b = 12 − 8 = 4, ∆p = 0, ∆q = 5 − 3 = 2. Â ñèëó (3) a(d) = d + 1,
b(d) = 2d− 1, p(d) = 0, q(d) = d. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ (1) äà¼ò ïðè ëþáîì d > 2

(d+ 1)− d(2d+ 2) = −2d2 − d+ 1 = −N,
−0 + (2d− 1)(2d+ 2) = 4d2 + 2d− 2 = 2N.

Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïàðàìåòðû L-øàáëîíîâ äëÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêó-
ëÿíòîâ C(2d2 + d − 28;±1,±(2d + 8)) ðàâíû a(d) = d + 4, b(d) = 2d − 7, p(d) = 0,
q(d) = d− 3 ïðè ëþáîì äèàìåòðå d ⩾ 10.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d1 = 10, d2 = 11. Ïðèìåíèâ àëãîðèòì 1, ïîëó÷èì
∆a = 15 − 14 = 1, ∆b = 15 − 13 = 2, ∆p = 0, ∆q = 8 − 7 = 1. Â ñèëó (3) a(d) = d + 4,
b(d) = 2d− 7, p(d) = 0, q(d) = d− 3. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ (1) äà¼ò ïðè ëþáîì d ⩾ 10

(d+ 4)− (d− 3)(2d+ 8) = −2d2 − d+ 28 = −N,
−0 + (2d− 7)(2d+ 8) = 4d2 + 2d− 56 = 2N.

Óòâåðæäåíèå 4 äîêàçàíî.

Ðàâåíñòâî p(d) = 0 â óòâåðæäåíèÿõ 3 è 4 ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâàì ñ ïðÿìîóãîëü-
íûì òèïîì L-øàáëîíà. Êàê ïîêàçàíî â [16], ïðÿìîóãîëüíûé òèï L-øàáëîíîâ èìååò ìå-
ñòî, åñëè bs2 ≡ 0 (mod N). Â íàøèõ ñëó÷àÿõ N = (d+1)(2d−1) è N = (d+4)(2d−7) ñî-
îòâåòñòâåííî. Îïòèìàëüíûå ãðàôû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò L-øàáëîíû ïðÿìîóãîëü-
íîãî âèäà (ðåø¼ò÷àòûå ñòðóêòóðû), õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
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â êà÷åñòâå òîïîëîãèé ñåòåé íà êðèñòàëëå áëàãîäàðÿ ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ëèíèé ñâÿçè è íåçàâèñèìîñòè äëèíû ìàêñèìàëüíîé ëèíèè ñâÿçè îò ÷èñëà óç-
ëîâ [20, 21], ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâîì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ìàñøòàáíûõ ñåòåé íà
êðèñòàëëå. Ïîèñê ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì
òèïîì L-øàáëîíîâ, êîòîðûå ê òîìó æå ñóùåñòâåííî ìåíüøå ïî äèàìåòðó äâóìåðíûõ
òîðîèäàëüíûõ ñòðóêòóð òîãî æå ðàçìåðà, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ïðè ïðîåêòè-
ðîâàíèè òîïîëîãèé ñåòåé íà êðèñòàëëå.

3. Àëãîðèòì ìàðøðóòèçàöèè äëÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ

Â ñèëó ñèììåòðèè öèðêóëÿíòîâ ïðè ïîèñêå êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó äâóìÿ âåð-
øèíàìè äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç 0 âî âñå âåðøèíû
öèðêóëÿíòà. Èçâåñòíûå àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè [9, 12�15] ðåøàþò ïðîáëåìó ïîèñ-
êà êðàò÷àéøèõ ïóòåé äëÿ äâóìåðíîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà, èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòû
äåâÿòè, ñåìè èëè ïÿòè ñîñåäíèõ íóëåé â ïëîòíîé óêëàäêå ãðàôà íà ïëîñêîñòè è îïðå-
äåëÿÿ êðàò÷àéøèé ïóòü ê âåðøèíå êàê ìèíèìóì ðàññòîÿíèé îò íå¼ äî ýòèõ íóëåé.

Â ðàáîòå [19] äëÿ îïòèìàëüíûõ ñåòåé âèäà C(N ;±1,±s2) ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ
àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè èç [14], èñïîëüçóþùåãî êîîðäèíàòû ïÿòè ñîñåäíèõ íóëåé.
Îáîçíà÷èì ýòè íóëè êàê (0, 0), (u, v), (−a0, b0), (−u,−v) è (a0,−b0). Äàëåå ïðèâåä¼í
òåêñò ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè (àëãîðèòì 2). Çàïèñü òèïà a1 + b1[s2]
îçíà÷àåò, ÷òî ïóòü èç 0 â âåðøèíó i ñîäåðæèò a1 øàãîâ ïî îáðàçóþùåé s1 = 1 ïëþñ
b1 øàãîâ ïî îáðàçóþùåé s2. Çíàêè a1 è b1 îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî
îáðàçóþùåé (+) èëè ïðîòèâ (−). Çàïèñü round(x) îçíà÷àåò îïåðàöèþ îêðóãëåíèÿ:
round(x) = ⌊x+ 0,5⌋.

Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï íàñòðîéêè àëãîðèòìà 2 äëÿ ãðàôîâ îïòèìàëüíîãî ñåìåéñòâà
C(N(d);±1,±s2(d)), ãäå d óäîâëåòâîðÿåò (2), ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïî ôîðìóëàì (3)
îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû a(d), b(d), p(d), q(d) äëÿ L-øàáëîíà ãðàôîâ ñåìåéñòâà. Ðåøå-
íèåì (x, y) ñðàâíåíèÿ x + s2(d)y ≡ 1 (mod N) â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ x = 1, y = 0.
Ýòîò ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï äåëàåòñÿ îäèí ðàç ïðè ôîðìèðîâàíèè òîïîëîãèè ñèñòåìû
â âèäå ãðàôà C(N ;±1,±s2).

Àëãîðèòì 2. Âû÷èñëåíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç 0 â ëþáóþ âåðøèíó ãðàôà
C(N ;±1,±s2)

Âõîä: ïàðàìåòðû N, s2, a, b, p, q, u = a − p, v = b − q, íîìåð âåðøèíû ïðè¼ìíèêà
i ∈ {1, . . . , N − 1}.

Âûõîä: êðàò÷àéøèé ïóòü èç 0 â âåðøèíó i ãðàôà.
1: Åñëè u ⩾ v, òî

a0 := p; b0 := b;
2: èíà÷å
3: a0 := a; b0 := q.

4: (a1, b1) := (i, 0)− (round(ib0/N), round(−iv/N))

(
u v

−a0 b0

)
.

5: P1 := a1 + b1[s2], P2 := a1 − u+ (b1 − v)[s2], P3 := a1 + a0 + (b1 − b0)[s2],
P4 := a1 + u+ (b1 + v)[s2], P5 := a1 − a0 + (b1 + b0)[s2].

6: Èç ïóòåé P1�P5 âûáðàòü ìèíèìàëüíûé ïî ñóììå øàãîâ ïî äâóì îáðàçóþùèì êðàò-
÷àéøèé ïóòü P

′
èç 0 â âåðøèíó i.

Â ñèëó ñèììåòðèè öèðêóëÿíòîâ êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû i â âåðøèíó j ðàâåí
êðàò÷àéøåìó ïóòè èç 0 â âåðøèíó (j−i) mod N , ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè îïòèìàëüíî-
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ãî ìàðøðóòà èç ëþáîãî èñòî÷íèêà â ïðè¼ìíèê äåëàåòñÿ óêàçàííàÿ ïîïðàâêà ñ ïîìîùüþ
öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà íîìåðîâ âåðøèí.

Àëãîðèòì 2 ðåàëèçîâàí íà PC ñ AMD Ryzen 5 5500U â ñèñòåìå âûñîêîóðîâíåâî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ Wolfram Mathematica (WM) è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðåí íà ìíî-
æåñòâå îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±1,±s2) èç äàòàñåòà ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ
ñ ðàáîòîé àëãîðèòìà Äåéêñòðû, âçÿòîì èç áèáëèîòåêè ïîäïðîãðàìì WM. Â ñèëó ñèì-
ìåòðèè öèðêóëÿíòîâ â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ ñîîáùåíèé ðàññìàòðèâàëèñü íóëåâûå âåð-
øèíû ãðàôîâ, â êà÷åñòâå ïðè¼ìíèêîâ � êàæäàÿ âåðøèíà i = 1, 2, . . . , N − 1. Äëÿ âñåõ
ïîðÿäêîâ ãðàôîâ 12 ⩽ N ⩽ 2048 è âñåõ èõ îïòèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ s2 èç äàòàñåòà
îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ àëãîðèòì 2 ïîêàçàë 100%-å ñîâïàäåíèå ïî âû÷èñëÿåìîé
äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè. Òàêæå âûáîðî÷íî ïðîâåðÿëèñü îòäåëüíûå ñòðóêòóðû ñ ÷èñ-
ëîì âåðøèí äî N = 25000.

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 2 ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè [14],
ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ðàáîòû ñ îïòèìàëüíûìè ãðàôàìè äàòàñåòà, à íå åãî ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ïðè t = ⌊p/u⌋ = 0 (èëè t = ⌊q/v⌋ = 0), ïîñêîëüêó øàã 1 àëãîðèòìà 2 ïðàâèëüíî
çàäà¼ò êîîðäèíàòû ñîñåäíåãî íóëÿ (−a0, b0) è ïðè t = 1.

4. Ðåçóëüòàòû ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïî âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà 2 ñ àëãîðèòìîì èç [14]. Â êà÷å-
ñòâå òåñòîâûõ çàäàíèé âçÿòû ãðàôû ñåìåéñòâ èç óòâåðæäåíèé 1�3. Íà ðèñ. 5�7 ïðèâå-
äåíû ñðåäíèå îöåíêè âðåìåíè T (â ñåêóíäàõ) ðàáîòû àëãîðèòìà 2 è àëãîðèòìà èç [14],
ïîëó÷åííûå äëÿ òð¼õ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ èç óòâåðæäåíèé 1�3 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Çäåñü d�äèàìåòð ãðàôîâ; èñòî÷íèê ñîîáùåíèé� íóëåâàÿ âåðøèíà; ïðè¼ìíèêè�
âñå âåðøèíû ãðàôà. Òî÷êàìè íà ãðàôèêàõ îáîçíà÷åíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèò-
ìà 2, êâàäðàòàìè� àëãîðèòìà èç [14]. Òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà PC ñ ïàðàìåòðàìè
AMD Ryzen 5 5500U, 16 Ãáàéò, Windows 11.

Ðèñ. 5. Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè íà ãðàôàõ
ñåìåéñòâà èç óòâåðæäåíèÿ 1
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Ðèñ. 6. Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè íà ãðàôàõ
ñåìåéñòâà èç óòâåðæäåíèÿ 2

Ðèñ. 7. Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè íà ãðàôàõ
ñåìåéñòâà èç óòâåðæäåíèÿ 3

Íîâûé àëãîðèòì ïîêàçàë çàòðàòû âðåìåíè äëÿ ðàñ÷¼òà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ñðåä-
íåì â 2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì àëãîðèòì èç [14]. Êðîìå òîãî, îí ìîæåò ðàáîòàòü íà ñå-
ìåéñòâàõ îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±1,±s2), â îòëè÷èå îò àë-
ãîðèòìîâ èç [9, 12, 13], ïðèìåíèìûõ äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ìàðøðóòà ìåæäó äâóìÿ óçëàìè íå çàâèñèò îò ÷èñëà óçëîâ â ñåòè.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ãðàôîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì L-êîíòóðîì óêëàäêè íà ïëîñêîñòè (òà-
êèõ, êàê ãðàôû èç óòâåðæäåíèé 3 è 4) âðåìÿ èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè
ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óìåíüøåíî çà ñ÷¼ò ñîêðàùåíèÿ äî òð¼õ èëè ÷åòûð¼õ êîëè÷å-
ñòâà íåîáõîäèìûõ äëÿ ìàðøðóòèçàöèè ñîñåäíèõ íóëåé.
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5. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè â ñåòè
íà êðèñòàëëå: îöåíêè ðåñóðñíûõ çàòðàò

Äëÿ ñåòåé íà êðèñòàëëå îñíîâíûìè êðèòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè, îãðàíè÷èâàþùè-
ìè âîçìîæíîñòè êðèñòàëëà, ÿâëÿþòñÿ çàòðàòû ïàìÿòè è ëîãè÷åñêèõ áëîêîâ, â òîì
÷èñëå ïðè ñðàâíåíèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè.

Âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå àëãîðèòìà 2 (îáîçíà÷èì åãî LR) â êà÷åñòâå îñíîâû
ìàðøðóòèçàòîðà ñåòè íà êðèñòàëëå è ïðîâåðåíà êîððåêòíîñòü åãî ðàáîòû â ïðîãðàììå
íèçêîóðîâíåâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ HDLNoCGen [22]. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà LR â ñå-
òè íà êðèñòàëëå íà ÿçûêå îïèñàíèÿ àïïàðàòóðû Verilog øàã 2 àëãîðèòìà áûë ÷àñòè÷íî
èçìåí¼í. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ åãî ðàáîòû íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü äåëåíèå è
ðåàëèçîâàòü ìàòåìàòèêó ðàáîòû ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåñóðñîçà-
òðàòíîé çàäà÷åé äëÿ ÏËÈÑ. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå (a1, b1) ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò âû÷èñëåíèå îêðóãë¼ííûõ çíà÷åíèé x1, x2:

� x1 := ib0 div N ; åñëè ib0x1 ⩾ N/2, òî x1 := x1 + 1;
� x2 := −iv div N ; åñëè −ivx2 ⩾ N/2, òî x2 := x2 − 1.

Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèò äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå øàãà 2:

� (a1, b1) := (i− x1u+ x2a0,−x1v − x2b0).
Øàãè 3 è 4 àëãîðèòìà LR ëîãè÷åñêè îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé, îòëè÷èå � â ïîñëå-

äîâàòåëüíîé îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé P1, . . . , P5 ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ðå-
ãèñòðîâ, íåîáõîäèìîãî äëÿ õðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Ôîðìóëà äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷¼òà ðåñóðñîâ ïàìÿòè â áèòàõ äëÿ îáùåãî âèäà
àëãîðèòìà LR: 2⌈log2N⌉ + 10⌈log2 2d⌉, ãäå N �êîëè÷åñòâî óçëîâ â ñåòè; d�äèàìåòð
ãðàôà; ⌈log2N⌉�íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî áèòîâ äëÿ õðàíåíèÿ ïîðÿäêîâîãî íîìåðà
ìàðøðóòèçàòîðà â ñåòè è îáùåãî êîëè÷åñòâà ìàðøðóòèçàòîðîâ; ⌈log2 2d⌉�íåîáõîäè-
ìîå êîëè÷åñòâî áèòîâ äëÿ õðàíåíèÿ îäíîé ïåðåìåííîé äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëå-
íèé. Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ a, b, p, q ïðîèñõîäèò ÷åðåç äèàìåòð öèðêó-
ëÿíòà d, õðàíèòü èõ íå òðåáóåòñÿ.

Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ïðîâîäèëîñü äëÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ èç
óòâåðæäåíèé 1�4. Òàê êàê àïïàðàòíûå çàòðàòû ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò âèäà ñå-
ìåéñòâ, ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ íà ïðèìåðå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèð-
êóëÿíòîâ èç óòâåðæäåíèÿ 1 (òàáë. 2 è 3), èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ðîñò ïîòðåáëåíèÿ
ðåñóðñîâ ÷èïà ïðè ðîñòå ÷èñëà óçëîâ ìîæåò áûòü îïèñàí êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ.
Ïðè ýòîì íå íàáëþäàåòñÿ ðåçêèõ âûáðîñîâ íà äàííûõ, òî åñòü çàâèñèìîñòü ìîæíî
îïèñàòü ãëàäêîé ôóíêöèåé ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé àïïà-
ðàò ìàòåìàòè÷åñêîé áèáëèîòåêè Python, íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ïðàêòè÷åñêèõ äàííûõ
íàéäåíû ñëåäóþùèå àïïðîêñèìàöèîííûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷¼òà ðåñóðñîâ ïàìÿòè è ëî-
ãè÷åñêèõ ðåñóðñîâ:

Ureg = 0,0484N2 + 34,71N + 114,27,

Ualm = 0,4566N2 + 221,28N − 1141,2.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àëãîðèòìà LR è àëãîðèòìà èç [14], ïðèìåíèìîãî äëÿ öèð-
êóëÿíòîâ C(N ;±s1,±s2). Îíè ïîêàçàëè ñîèçìåðèìûå õàðàêòåðèñòèêè ïî çàíèìàåìûì
ëîãè÷åñêèì ðåñóðñàì è ðåñóðñàì ïàìÿòè. Íî àëãîðèòì LR ëó÷øå àëãîðèòìà èç [14],
êàê áûëî ïîêàçàíî â ï. 4, ïî÷òè â 2 ðàçà ïî âðåìåíè ðàñ÷¼òà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå.

Ïðîâåäåíî òàêæå ñðàâíåíèå àëãîðèòìà LR ñ ÷åòûðüìÿ ðàíåå ìîäåëèðîâàííûìè
â ñåòè íà êðèñòàëëå àëãîðèòìàìè ìàðøðóòèçàöèè: AA [23] � àäàïòèâíûì àëãîðèòìîì
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Òà á ë è ö à 2
Ðåñóðñû ïàìÿòè â ðåãèñòðàõ REG

Öèðêóëÿíò N Äèàìåòð
Îäèí ìàðøðó-

Âñÿ ñåòü, REG
òèçàòîð, REG

C(25; 1, 7) 25 3 23 745
C(41; 1, 9) 41 4 27 1410
C(61; 1, 11) 61 5 27 2089
C(85; 1, 13) 85 6 31 3367
C(113; 1, 15) 113 7 31 4468
C(145; 1, 17) 145 8 35 6431
C(181; 1, 19) 181 9 35 8069
C(221; 1, 21) 221 10 35 9816

Òà á ë è ö à 3
Ëîãè÷åñêèå ðåñóðñû â ALM-áëîêàõ

Öèðêóëÿíò N Äèàìåòð
Îäèí ìàðøðó-

Âñÿ ñåòü, ALM
òèçàòîð, ALM

C(25; 1, 7) 25 3 139 3415
C(41; 1, 9) 41 4 184 7682
C(61; 1, 11) 61 5 184 11537
C(85; 1, 13) 85 6 237 20679
C(113; 1, 15) 113 7 237 27496
C(145; 1, 17) 145 8 301 44561
C(181; 1, 19) 181 9 301 55683
C(221; 1, 21) 221 10 301 67956

äëÿ öèðêóëÿíòîâ C(N ;±1,±s2); AC [23], PEA [4], GRBT [9] � àëãîðèòìàìè, ïðèìåíè-
ìûìè äëÿ ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±d,±(d + 1)) ïðè d > 1 è èñïîëüçóþ-
ùèìè ðàçíûå ïðèíöèïû âû÷èñëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôàõ. Íà îñíîâå äàííûõ
î çàíèìàåìûõ ðåñóðñàõ ïàìÿòè (REG) è ëîãè÷åñêèõ ðåñóðñàõ (ALM), ïðèâåä¼ííûõ
â [4, 9, 23], ñîçäàíû àïïðîêñèìàöèîííûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ðåñóðñîâ
äëÿ öèðêóëÿíòîâ ñ êîëè÷åñòâîì óçëîâ, îïðåäåëÿåìûì ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1. Ðå-
çóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 4 è 5, ãäå àëãîðèòìû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ òðåáóåìûõ ðåñóðñîâ.

Òà á ë è ö à 4
Ðåñóðñû ïàìÿòè REG äëÿ ðàçíûõ

àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè

N AA LR PEA AC GRBT
25 305 745 1286 1319 2550
41 554 1410 2293 2536 5007
61 913 2089 3569 4273 8232
85 1415 3367 5125 6674 12326
113 2100 4468 6975 9913 17413
145 3011 6431 9135 14190 23635
181 4202 8069 11624 19736 31155
221 5729 9816 14461 26811 40158

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: ïî çàíèìàåìûì ðåñóðñàì ïàìÿòè àëãîðèòì LR
ëó÷øå âñåõ ðàññìîòðåííûõ â òàáë. 4, êðîìå àëãîðèòìà AA. Àëãîðèòì ÀÀ� ëó÷øå ïî
ðåñóðñàì ïàìÿòè, íî ïðîèãðûâàåò LR â áûñòðîäåéñòâèè èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
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Òà á ë è ö à 5
Ëîãè÷åñêèå ðåñóðñû ALM äëÿ ðàçíûõ

àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè

N PEA LR GRBT AC AA
25 3560 3415 4755 6350 12524
41 7004 7682 9198 13666 25829
61 11352 11537 14435 26066 44121
85 16632 20679 20255 45721 68508
113 22879 27496 26405 75235 100319
145 30132 44561 32589 117648 141106
181 38438 55683 38470 176433 192639
221 47848 67956 43667 255495 256914

îïåðàöèé äåëåíèÿ è ïðèñâàèâàíèÿ [23]. Ïî ëîãè÷åñêèì ðåñóðñàì LR ëó÷øå àëãîðèòìîâ
AA è AC. Ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì GRBT îí ïîêàçàë ñåáÿ ëó÷øå ïî ALM äëÿ ñåòè
ñ ðàçìåðîì äî 61 óçëà, íî àëãîðèòì GRBT â 4 ðàçà õóæå ïî òðåáóåìûì çàòðàòàì
ïàìÿòè.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì àíàëèòè÷åñêîãî òèïà PEA îí îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå ïî-
÷òè â 1,5 ðàçà ïî ðåñóðñàì ïàìÿòè, íî ïðîèãðûâàåò äî 30% ïî ëîãè÷åñêèì ðåñóðñàì.
Òàê êàê ALM îáû÷íî ìåíåå öåííûé ðåñóðñ, ÷åì ïàìÿòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïðåäåëü-
íî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ìàðøðóòèçàòîðîâ â ñåòè íà êðèñòàëëå, òî ïðåäëîæåííûé
àëãîðèòì äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì àëãîðèòìû PEA è GRBT. Â îòëè-
÷èå îò àëãîðèòìîâ PEA è GRBT, ïðèìåíèìûõ äëÿ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà
C(N ;±d,±(d+ 1)), àëãîðèòì LR îðèåíòèðîâàí íà èñïîëüçîâàíèå â ñåòè íà êðèñòàëëå
òîïîëîãèè êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ;±1,±s2). Îòìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ îáðàçóþ-
ùàÿ s1 = 1 ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîñòûõ ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ ìàðø-
ðóòèçàöèè è ñëîæíûõ àäàïòèâíûõ è îòêàçîóñòîé÷èâûõ âû÷èñëåíèé, è äëÿ òàêîé òî-
ïîëîãèè ñåòè íà êðèñòàëëå ìîæíî ïðèìåíÿòü ãîòîâûå 4-ïîðòîâûå ìàðøðóòèçàòîðû,
èñïîëüçóåìûå äëÿ òîðîèäàëüíûõ òîïîëîãèé.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå íà óðîâíÿõ âûñîêîóðîâíåâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñèñòåìå Wolfram
Mathematica è íèçêîóðîâíåãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñåòè íà êðèñòàëëå HDLNoCGen èññëå-
äîâàí êîìïëåêñíûé ïîäõîä ê êîäèçàéíó òîïîëîãèé è àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè äëÿ
ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ïî äèàìåòðó êîëüöåâûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé. Ïðî-
âåäåíî ìîäåëèðîâàíèå â ñåòè íà êðèñòàëëå òîïîëîãèé ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ êîëü-
öåâûõ öèðêóëÿíòîâ. Íà òàêèõ òîïîëîãèÿõ ðåàëèçîâàí è èññëåäîâàí íîâûé àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ïî îöåíêàì âðåìåííûõ è ðåñóðñíûõ çàòðàò. Ðåàëèçàöèÿ
ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè â êà÷åñòâå îñíîâû ìàðøðóòèçàòîðà â ñåòè
íà êðèñòàëëå è ïðîâåä¼ííîå ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè ïîèñêà êðàò÷àéøèõ
ïóòåé ïîêàçàëè ïðèåìëåìûå çíà÷åíèÿ åãî ðåñóðñíûõ çàòðàò ïî ïàìÿòè è ëîãè÷åñêèì
ðåñóðñàì è ýôôåêòèâíîñòü ïî çàòðàòàì âðåìåíè ïðè ðàñ÷¼òå êðàò÷àéøèõ ïóòåé.
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