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Аннотация. Рассматривается задача синтеза системы автоматического регулирования для трехфазного 

AC/DC преобразователя (активного выпрямителя) с учетом наличия нейтрали нагрузки, первичного источника 

переменного тока переменной частоты с LC-фильтром входного переменного тока и расщепленной выходной 

емкости в звене постоянного тока. Для решения задачи синтеза системы регулирования выполняется переход 

к модели для средних значений токов и напряжений в AC/DC преобразователе в виде системы нелинейных 

дифференциальных уравнений. Синтез регуляторов проводится на основе метода разделения движений,  

результаты имитационного моделирования AC/DC преобразователя демонстрируют эффективность синтези-

рованной системы управления. 

Ключевые слова: инвертор напряжения; активный выпрямитель; широтно-импульсная модуляция;  

система автоматического управления; метод разделения движений; ПИ-регулятор. 
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an LC filter in input AC-link and split output capacitance in the DC link. For solving the problem of control system 

design, the mathematical model of the AC/DC converter for average currents and voltages in the form of a nonlinear 

differential equations system is proposed. The controllers are designed based on the time-scale separation method  

for the obtained model. Results of simulation modeling of the AC/DC converter demonstrate the effectiveness of  

the proposed control system. 

Keywords: voltage inverter; active rectifier; pulse width modulation; automatic control system; time-scale separa-

tion method; PI controller. 
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Введение 

 

Одна из актуальных задач авионики – повышение эффективности бортовых авиационных систем 

генерации и преобразования электрической энергии. В современных авиационных системах для элек-

тропитания энергоемкого бортового оборудования широко применяются трехфазные генераторы пе-

ременного напряжения с последующим преобразованием напряжения переменного тока (Alternating 

Current; AC) в напряжение постоянного тока (Direct Current; DC). Например, в работе [1] рассматривается 

применение многоимпульсных схем выпрямления для удовлетворения требований к спектральному 

составу выходного напряжения. Однако более высокие требования к показателям качества формируе-

мого напряжения постоянного тока [2] могут быть достигнуты на основе применения трехфазного ин-

вертора напряжения, работающего в обращенном режиме как активный выпрямитель (AC/DC преоб-

разователь). Стабилизация выходного постоянного напряжения AC/DC преобразователя такого типа  

в условиях изменения параметров первичного источника и нагрузки осуществляется системой автома-

тического управления (САУ) с обратными связями по току и напряжению с различного вида регулято-

рами [3–13]. Большое количество работ посвящено вопросам применения стратегии управления 

AC/DC преобразователем как в синхронной вращающейся системе dq координат [3–7], так и в непо-

движной ортогональной системе αβ координат [8–10]. Необходимо отметить, что одна из особенностей 

систем преобразования электрической энергии авиационных комплексов – наличие нейтрали первич-

ного источника переменного тока с переменной частотой и, соответственно, использование четырех-

проводных систем с AC/DC преобразователем. В четырехпроводных системах с AC/DC преобразова-

телем [11–13] при небалансе напряжений первичного источника и / или нагрузки в нулевом проводе 

возникают токи нулевой последовательности.  

В работе [14] представлена математическая модель трехфазного преобразователя с учетом нали-

чия нейтралей нагрузки и первичного источника переменного тока переменной частоты с LC-фильтром 

входного переменного напряжения AC/DC преобразователя (активного выпрямителя) c расщепленной 

выходной емкостью в звене постоянного тока. Рассматриваемый преобразователь предназначен для 

применения в составе бортовой авиационной системы электроснабжения с первичным четырехпровод-

ным источником переменного тока переменной частоты. Особенностью данного преобразователя  

является нелинейность его математической модели, что не позволяет использовать традиционные  

методы синтеза регулятора без выполнения линеаризации модели. 

В настоящей работе с целью решения задачи синтеза системы автоматического регулирования 

данным активным выпрямителем осуществляется преобразование математической модели работы [14] 

в математическую модель для средних значений токов и напряжений, используя метод усреднения [15–

18]. Далее для решения задачи синтеза регулятора используется метод разделения движений [19–21]. 

Преимуществом выбранного метода в данном случае является отсутствие требования линеаризации 

модели преобразователя, что упрощает процесс синтеза САУ. Кроме того, выбранный метод обеспе-

чивает грубость динамических свойств процессов в системе управления по отношению к существен-

ным изменениям режимов работы преобразователя. Проведено имитационное моделирование синте-

зированной системы автоматического регулирования для статического и динамического режимов 
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работы преобразователя с активной нагрузкой. Результаты имитационного моделирования показали 

высокую эффективность предлагаемой системы автоматического регулирования для рассматривае-

мого активного выпрямителя. 

 

1. Математическая модель активного выпрямителя 

 

В качестве объекта управления в данной работе рассматривается трехфазный двухуровневый ин-

вертор напряжения с расщепленной емкостью, работающий в обращенном режиме (активный выпря-

митель), входящий в состав бортовой авиационной системы электроснабжения с первичным четырех-

проводным источником переменного тока переменной частоты. Процесс получения математической 

модели для данного преобразователя был подробно рассмотрен и описан в работе [14]. В данной статье 

приводится только сокращенное описание преобразователя и используются итоговые результаты из 

работы [14].  

Для структуры преобразователя использованы следующие параметры: L, RL и Сf – сопротивле-

ние, индуктивность и емкость входного Г-образного LC-фильтра; Rf и Lf – сопротивление и индуктив-

ность фидера сети; e(j) – ЭДС сети переменного тока переменной частоты (обозначения фаз введен ин-

декс j = A, B, C); iC(А) –  ток в цепи емкости Сf фазы А; uC(А) – напряжение на емкости Сf фазы А; iL(А) – 

входной переменный ток фазы А; Сd – расщепленная емкость звена постоянного напряжения; id1 и id2 – 

выходные токи звена постоянного напряжения преобразователя; u1 и u2 – напряжения на плечах рас-

щепленной емкости Cd; uН – постоянное напряжение нагрузки; RH – сопротивление нагрузки. Также 

необходимо отметить, что за счет соединения средней точки конденсаторов Cd звена постоянного тока 

и конденсаторов Сf входного LC-фильтра с учетом Сd >> Сf обеспечивается независимая работа трех 

фаз активного выпрямителя. 

Полученная в работе [14] математическая модель для описания процесса работы преобразова-

теля в стационарной трехфазной системе координат a–b–c имеет следующий вид: 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

1 2 ( ) ( )

( )

( ) ( )

,

,

,

f j

f j С j f j f

L j

X Y С j L j L

С j

f j L j

di
L e u i R

dt

di
L u u u i R

dt

du
C i i

dt


= − −




= −  +  + −



= −


 (1) 

 

1 1 2
( ) 1 ( ) 3 ( ) 5

2 1 2
( ) 2 ( ) 4 ( ) 6

,

.

d L A VT L B VT L C VT
n

d L A VT L B VT L C VT
n

dU U U
C i i i

dt R

dU U U
C i i i

dt R

+
=  +  +  −




+ = −  −  −  −


 (2) 

Здесь ΨX и ΨY введены в качестве замены и равны коммутационным функциям ΨVT1 и ΨVT2 для фазы А, 

ΨVT3 и ΨVT4 – для фазы В, ΨVT5 и ΨVT6 – для фазы С соответственно. 

Предполагается симметрия в системе напряжений трехфазной сети: 

 ( ) ( ) ( )

2 2
( ) sin( );  ( ) sin ;  ( ) sin ,

3 3
A B Ce t E t e t E t e t E t

    
=  =  − =  +   

   
  (3) 

где eA(t) + eB(t) + eC(t) = 0, ω – частота первой гармоники входного переменного напряжения активного 

выпрямителя.  

Управление силовым преобразователем осуществляется с помощью скалярной пофазной ШИМ 

для полупроводниковых ключей VT1…6 при следующих общепринятых допущениях [3–14]: времена 

переключения полупроводниковых ключей равно нулю, и, следовательно, мертвое время (временная 

пауза между включенными состояниями ключей одной стойки) также принимается равным нулю;  

потери мощности в ключах принимаются нулевыми. С учетом этого используемые в системе 
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уравнений (1)–(2) переключающие функции ΨVTk для ключей VTk, где k = 1…6, удовлетворяют следу-

ющим условиям: 

 
1, если замкнут и проводит ток,

0, если разомкнут и не проводит ток.k

k
VT

k

VT

VT


 = 


 (4) 

Также выполняются условия 

 
1 2 3 4 5 6

1 ; 1 ;  1 .VT VT VT VT VT VT = −   = −   = −   (5) 

С целью решения задачи синтеза системы регулирования активным выпрямителем перейдем к рас-

смотрению математической модели для средних значений токов и напряжений в обсуждаемом выпря-

мителе, используя метод усреднения [15–18]. Сформируем на основе уравнений (1)–(5) математиче-

скую модель для средних значений токов и напряжений в схеме трехфазного активного выпрямителя 

в условиях следующих допущений: период Ts формирования импульсов на выходе ШИМ является  

достаточно малой величиной по отношению к времени переходных процессов для токов и напряжений 

в выпрямителе; имеет место режим непрерывных токов через индуктивности в схеме выпрямителя; 

отсутствует режим насыщения ШИМ при скалярном пофазном управлении. 

В соответствии с методом усреднения для мгновенных значений токов if(j), iL(j) и напряжений uC(j), 

u1, u2 в системе уравнений (1) необходимо получить их средние значения If(j), IL(j) и напряжений UC(j), 

U1, U2 на интервале периода Ts импульсов ШИМ. Аналогичным образом для коммутационных функций 

ΨVTk поставлены в соответствие коэффициенты заполнения импульса на текущем периоде ШИМ, что 

соответствует амплитуде модулирующего сигнала на входе ШИМ инвертора. Таким образом получены 

следующие выражения: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

1 1 1
( ) (τ) τ, ( ) (τ) τ, ( ) (τ) τ,

1 1 1
( ) (τ) τ, ( ) (τ) τ, ( ) (τ) τ.

s s s

s s s

t t t

f j f j L j L j C j C j
t T t T t Ts s s

t t t

k VTk
t T t T t Ts s s

I t i d I t i d U t u d
T T T

U t u d U t u d D t d
T T T

− − −

− − −

= = =  

= = =   

 (6) 

Заметим, что из условий (4), (5) следует 

 1 2 3 4 5 61 ; 1 ;  1 .D D D D D D= − = − = −  (7) 

Кроме того, при отсутствии режима насыщения ШИМ при скалярном пофазном управлении вы-

полняются условия 0 < Dk < 1 для всех k = 1…6. Выполняя указанные замены переменных в уравнениях 

(1), (2) с учетом (6) и (7), получаем математическую модель для средних значений токов и напряжений 

в рассматриваемой схеме активного выпрямителя: 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )

1 2 2 ( ) ( )

( )

( ) ( )

,

( ) ,

,

f j

f j С j f j f

L j

X С j L j L

С j

f j L j

dI
L e U I R

dt

dI
L U U D U U I R

dt

dU
C I I

dt


= − −




= − + + + −



= −


 (8) 

 

1 1 2
( ) 1 ( ) 3 ( ) 5

2 1 2
( ) 1 ( ) 3 ( ) 5 ( ) ( ) ( )

,

( ) .

d L A L B L C
H

d L A L B L C L A L B L C
H

dU U U
C I D I D I D

dt R

dU U U
C I D I D I D I I I

dt R

+
= + + −




+ = + + − + + −


 (9) 

Здесь DX введено по аналогии с ΨX и ΨY в системе уравнений (1), (2) и равно D1, D3, D5 для фаз А, В и 

С соответственно. 

Полученная математическая модель (8), (9) используется для решения задачи синтеза системы 

регулирования активным выпрямителем. Предлагается двухконтурная структура системы управления, 

где внутренний контур включает регуляторы фазных токов IL(А), IL(B), IL(C), а внешний контур включает 

регулятор напряжения на выходе выпрямителя. 
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2. Синтез регуляторов фазных токов в активном выпрямителе 

 

На основе полученной математической модели для средних значений токов и напряжений в ис-

следуемом активном выпрямителе рассмотрим решение задачи синтеза регуляторов фазных токов IL(А), 

IL(B), IL(C), где модулирующие сигналы D1, D3, D5, являются управляющими сигналами для контуров 

регулирования фазных токов. Отметим, что полученная математическая модель (8), (9) является систе-

мой нелинейных дифференциальных уравнений, поэтому для решения задачи синтеза регуляторов  

используем метод разделения движений [19–21]. Принимая во внимание, что структура уравнений  

системы (8) справедлива для всех трех фаз с подстановкой соответствующего индекса, будем рассмат-

ривать методику расчета регулятора на примере только одной фазы A в предположении, что напряже-

ние на конденсаторах в звене постоянного тока U1 = const и U2 = const.  

Назначением регулятора фазного тока IL(А) является обеспечение нулевой ошибки по току: 

( ) ( ) ( ) ,lim lim(( ) ( ) ( ) 0)d
IL A L A

t t
L Ae t I t I t

→ →
= − =  

где Id
L(А) – задание на величину синусоидального тока в фазе A. 

В контуре регулирования фазного тока IL(А) используем структуру пропорционально-интеграль-

ного (ПИ) регулятора для формирования модулирующего сигнала D1. Уравнение рассматриваемого 

ПИ-регулятора для фазы A можно представить в следующем виде: 

 
( ) ( )1

1 1
1

IL A IL Ae dedD
k

dt T dt

 
 = + 

 
, (10) 

где μ1 – малый положительный параметр регулятора фазного тока.   

Необходимо отметить [14], что при реализации обсуждаемого активного выпрямителя такие его 

параметры, как сопротивление Rf и индуктивность Lf фидера переменного напряжения, а также емкость 

входного LC-фильтра являются малыми величинами, соответственно, можно пренебречь их влиянием 

на процессы в контуре регулирования фазного тока IL(А). Поэтому будем полагать, что Rf = 0, RL = 0 и 

Сf = 0. Тогда IL(А) = If(А), e(A) = UC(A), и уравнения замкнутой системы управления для контура регулирования 

фазного тока IL(А), полученные на основе выражений (8) и (10), можно представить в следующем виде:  

( )
1 2 1 2 ( )( ) ,

L A
A

dI
L U U D U e

dt
= − + + +  

 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

1

( ) ( ) ( )

1 2 ( ) 1 2 1
1

1
( ) .

d d
L A L A L A L A

d d
L A L A L A

A

I I dI dIdD
k

dt T dt dt

I I dI
k U e U U D

T dt L

 −
 = + − = 

  

 −
 = + − + − +  

  

 (11) 

В результате с учетом выражения (11) уравнения замкнутой системы управления для контура 

регулирования фазного тока IL(А) принимают вид сингулярно-возмущенной системы дифференциаль-

ных уравнений 

 

( )

2 ( ) 1 2 1

( ) ( ) ( )1 1 1 2
1 1 1 2 ( )

1

1
( ) ,

( ) 1
.

L A

A

d d
L A L A L A

A

dI
U e U U D

dt L

I I dIdD k U U
D k U e

dt L T dt L


 = + − +  


  −+   = + + − +     

 (12) 

Полагая, что μ1 → 0, и применяя методику разделения движений [19], на основе выражения (12) 

может быть получено уравнение подсистемы быстрых движений (ПБД) контура регулирования фаз-

ного тока 

 1 1 1 2
1 1 1 1

( )
( ),

dD k U U
D k

dt L

+
 = +    (13) 
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где вводится следующая функция: 

( ) ( ) ( )

1 2 ( )
1

1
( ) ,

d d
L A L A L A

A

I I dI
U e

T dt L

−
   = + − +   

которая рассматривается как функция с «замороженными» параметрами на интервале времени быст-

рых переходных процессов в контуре регулирования фазного тока. Характеристический полином для 

ПБД (13) в контуре регулирования фазного тока имеет вид: 

 1 1 2
1( )

( )
( )fms

IL A

k U U
A s s

L

+
=  − . (14) 

С целью обеспечения устойчивости процессов в ПБД (13) коэффициент усиления k1 в (14)  

(т.е. в регуляторе (10)) рекомендуется выбирать в соответствии со следующим условием: 

 1
1 2( )

L
k

U U
 −

+
, (15) 

при этом требуемое время переходных процессов в ПБД (13) задается выбором параметра μ1. 

Далее необходимо рассмотреть квазиравновесный режим ПБД, возникающий при завершении 

быстрых переходных процессов (или полагая, что выполняется μ1 = 0 в выражении (13)). Для этого 

необходимо ввести обозначение D1 = DS
1, после чего уравнения замкнутой системы управления (12) 

для контура регулирования фазного тока IL(А) принимают следующий вид: 

 

( )
2 ( ) 1 2 1

( ) ( ) ( )1 1 2
1 1 2 ( )

1

1
( ) ,

( ) 1
0 ,

L A s
A

d d
L A L A L As

A

dI
U e U U D

dt L

I I dIk U U
D k U e

L T dt L


 = + − +  


  −+  = − + + − +     

 (16) 

откуда следует, что  

 
( ) ( ) ( )

1 2 ( )
1 2 1

1

( )

d d
L A L A L As

A

I I dIL
D U e

U U T dt L

 −
 = + − +  +   

. (17) 

Подставляя полученное уравнение (17) для DS
1 в первое уравнение системы (16), получим сле-

дующее выражение:  

 
( ) ( ) ( ) ( )

1

,

d d
L A L A L A L AdI I I dI

dt T dt

−
= +  (18) 

где (18) соответствует уравнению подсистемы медленных движений (ПМД) для контура регулирова-

ния фазного тока IL(А) 

 
( )

1 ( ) 0
IL A

IL A

de
T e

dt
+ = . (19) 

Характеристический полином для ПМД принимает следующий вид: 

 ( ) 1( ) 1,sms
IL AA s T s= +  (20) 

где требуемое время переходных процессов в ПМД (19) задается выбором параметра Т1. В силу устой-

чивости полинома (20) обеспечивается требование на нулевую ошибку с заданным темпом переходных 

процессов для фазного тока IL(А). Расчет параметров регуляторов для других фазных токов осуществ-

ляется аналогичным образом, при этом для обеспечения симметрии в системе фазных токов задание 

на ток формируется следующим образом: 

( ) ( ) ( )

2 2
( ) sin( );  ( ) sin ;  ( ) sin ,

3 3

d d d
L A L L B L L C LI t I t I t I t I t I t

    
=  −  =  − −  =  + −    

   
 

где Id
L(А) + Id

L(В) + Id
L(С) = 0. Здесь α – фазовый сдвиг тока инвертора относительно ЭДС генератора. 
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3. Синтез регулятора выходного напряжения выпрямителя 

 

Напряжение на выходе выпрямителя складывается из напряжений на конденсаторах Cd и равно 

uH = u1 + u2. Соответственно, при рассмотрении математической модели с учетом выражений (6)–(9) 

следует, что средняя на периоде ШИМ величина напряжение UH на выходе выпрямителя составляет 

UH = U1 + U2. Также из условия равности емкостей конденсаторов в звене постоянного тока следует, 

что UH/2 = U1 = U2. 

Регулятор выходного напряжения выпрямителя предназначен для обеспечения нулевой ошибки 

по напряжению: 

,lim lim(( ) ( ) ( ) 0)d
U H H

t t
e t U t U t

→ →
= − =  

где Ud
H – задание на величину постоянного выходного напряжения выпрямителя. 

При решении задачи синтеза регулятора выходного напряжения предполагаем, что время пере-

ходных процессов в контуре регулирования фазных токов пренебрежимо мало в сравнении с временем 

переходных процессов в контуре регулирования выходного напряжения, что можно обеспечить соот-

ветствующим выбором параметров электрической схемы и регуляторов. Кроме того, учитывая высо-

кий КПД, характерный для схем АВ, вводится допущение, что величинами сопротивлений Rf = 0,  

RL = 0 можно пренебречь. Следовательно, математическая модель для установившегося режима для 

контура регулирования фазных токов активного выпрямителя выглядит следующим образом:  

 

( ) ( )

1 2 2 ( )

( ) ( )

0 ,

0 ( ) ,

0 ,

j С j

Х С j

f j L j

e U

U U D U U

I I

 = −


= − + + +


= −

 (21) 

 

1 1 2
( ) 1 ( ) 3 ( ) 5

2 1 2
( ) 1 ( ) 3 ( ) 5 ( ) ( ) ( )

,

( ) .

d L A L B L C
H

d L A L B L C L A L B L C
H

dU U U
C I D I D I D

dt R

dU U U
C I D I D I D I I I

dt R

+
= + + −




+ = + + − + + −


 (22) 

Из уравнений (21), (22) следует, что при установившемся режиме для контура регулирования 

фазных токов справедливы следующие выражения: 

 ( ) ( )С A AU e= , ( ) ( )С B BU e= , ( ) ( )С C CU e= , (23) 

2 ( )

1
1 2

AU e
D

U U

+
=

+
, 

2 ( )

3
1 2

BU e
D

U U

+
=

+
, 

2 ( )
5

1 2

CU e
D

U U

+
=

+
. 

Заметим, что из условия равенства напряжений U1 и U2 на конденсаторах, а также условия  

0 < Dk < 1 следует, что для амплитуды напряжений трехфазной сети Е справедливо условие Е < UH/2 

и справедливы следующие соотношения: 

 
( )

1

1

2

A

H

e
D

U
= + , 

( )
3

1

2

B

H

e
D

U
= + , 

( )
5

1

2

C

H

e
D

U
= + .  (24) 

Регуляторы фазных токов в установившемся режиме обеспечивают требование  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,d d d
L A L A L B L B L C L CI I I I I I= = = . 

Тогда, выполняя суммирование уравнений в системе (22) с учетом соотношений (7), (23) и (24), 

можно получить уравнение для описания динамики средней величины напряжения на выходе выпрямителя 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22 d d dH H
d A L A B L B C L C

H H

dU U
C e I e I e I

dt U R
= + + − . (25) 

Необходимо отметить, что в силу условий симметрии в системе фазных токов и напряжений, 

справедливо следующее: 

( ) ( ) ( )
d d d

A L A B L B C L Ce I e I e I+ + =  
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2 2 2 2
sin( )sin( ) sin sin sin sin

3 3 3 3

2 2 3
3cos( ) cos(2 ) cos 2 cos 2 cos( ).

2 3 3 2

L

L
L

EI t t t t t t

EI
t t t EI

           
=   −  +  −  − −  +  +  + −  =        

        

     
=  −  −  −  − −  −  + −  =     

    

 (26) 

Тогда с учетом полученных выражений (25), (26) уравнение для описания поведения средней 

величины напряжения на выходе выпрямителя принимает следующий вид: 

 
23

cos( )H H
d L

H H

dU U
C EI

dt U R
=  − . (27) 

Из уравнения (27) следует, что амплитуда фазных токов IL является управляющим фактором для 

контура регулирования напряжения на выходе активного выпрямителя. В силу нелинейности уравне-

ния (27) используем метод разделения движений при расчете регулятора напряжения UH. Структура 

ПИ-регулятора напряжения в таком случае может быть представлена в следующем виде: 

 2 2
2

U UL e dedI
k

dt T dt

 
 = + 

 
, (28) 

где μ2 – малый положительный параметр регулятора напряжения. Таким образом, в условиях предполо-

жения установившегося режима для контура регулирования фазных токов выпрямителя, из (27) и (28) 

получаем уравнения замкнутой системы управления для контура регулирования напряжения UH в сле-

дующем виде: 

 

2 2
2

23 cos( )
,

,

H H
L

d H d H

L H
d

dH
H H

U
U

dU UE
I

dt C U C R

dI U d d
k U

dt T dt dt


= −




 − = + −    

 (29) 

откуда следует, что  

 2 2 2
2

23 cos( )
,

d
dL H H

L
d

H

H
H

H d

dI U UE d
k I k

dt C U T dt C R

U
U

 −
 = − + + + 

  

 (30) 

где μ2 рассматривается как малый параметр. Полагая, что μ2 → 0 и применяя методику разделения 

движений [19], на основе выражений (29), (30) получим уравнение ПБД для контура регулирования 

напряжения 

 2 2 2 2

3 cos( )
( ),L

L
d H

dI E
k I k

dt C U


 = − +    (31) 

где вводится следующая функция: 

2
2

2
( ) H H

d

d
dH
H

H

U Ud

T dt C R

U
U

−
  = + + , 

которая рассматривается как функция с «замороженными» параметрами на интервале времени быст-

рых переходных процессов для IL в (31). Характеристический полином ПБД для контура регулирования 

напряжения имеет вид: 

 2 2

3 cos( )
( )fms

U
d H

E
A s s k

C U


=  + . (32) 

С целью обеспечения устойчивости процессов в ПБД рекомендуется выбирать коэффициент уси-

ления k2 в (32) (т.е. в регуляторе (28)) в соответствии с условием 

 2
3 cos( )

d HC U
k

E



, (33) 

при этом требуемое время переходных процессов в ПБД задается выбором параметра μ2. 

Далее необходимо рассмотреть квазиравновесный режим ПБД (30), возникающий при заверше-

нии быстрых переходных процессов (или полагая, что выполняется μ2 = 0 в выражении (30)). Для этого 
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необходимо ввести обозначение IL = IS
L, после чего уравнения замкнутой системы управления для кон-

тура регулирования выходного напряжения UH принимают следующий вид: 

 

2
2

23 cos( )
,

23 cos( )
0 ,

sH H
L

d H d H

s H H
L U

d H

d
dH

H
H

d

dU UE
I

dt C U C R

U UE d
k I k

C U T dt C R

U
U


= −




 − = − + + +    

 (34) 

откуда следует, что 

 
2

2

3 cos( )

d
s dd H H H H
L H

d H

C U U U Ud
I U

E T dt C R

 −
= + + 

   

. (35) 

Подставляя полученное выражение (35) для IS
L в первое уравнение системы (34), получаем сле-

дующее выражение:  

2

,H H
d

dH
H

dU U d

dt d

U

T t
U

−
= +  

которое соответствует уравнению ПМД контура регулирования напряжения UH следующего вида: 

 0U
U U

de
T e

dt
+ = . (36) 

Характеристический полином для ПМД (36) имеет вид: 

 ( ) 1,sms
U UA s T s= +   (37) 

где требуемое время переходных процессов в ПМД контура регулирования напряжения UH задается 

выбором параметра Т2. В силу устойчивости полинома (37) обеспечивается требование на нулевую 

ошибку с заданным темпом переходных процессов для напряжения UH на выходе выпрямителя.  

 

4. Имитационное моделирование АВ с двухконтурной системой автоматического управления 

 

С целью оценки эффективности синтезированной САУ активного выпрямителя проведено ими-

тационное моделирование статического режима работы преобразователя с активной нагрузкой. Пара-

метры преобразователя, использованные при имитационном моделировании, представлены в таблице. 

Параметры силовой схемы 

Действующее значение фазной эдс 115 В 

Частота фазной эдс 400 Гц 

Частота ШИМ 100 кГц 

Мощность нагрузки  1 кВт 

Емкость конденсатора Cd  100 мкФ 

Сопротивление нагрузки RН  10 Ом 

Сопротивление LC-фильтра RL 1 мкОм 

Индуктивность LC-фильтра L 300 мкГн 

Емкость входного LC-фильтра Cf 10 мкФ 

Сопротивление фидера переменного напряжения Rf 1 мкОм 

Индуктивность фидера переменного напряжения Lf 1 мкГн 

Коэффициент усиления ПИ-регулятора по току k1 –0,88·10–7 

Постоянная времени μ1 1·10–5 

Постоянная времени Т1 1·10–4 

Коэффициент усиления ПИ-регулятора по напряжению k2 69,7·10–6 

Постоянная времени μ2 1·10–4 

Постоянная времени Т2 1·10–3 

 

Внутренний контур САУ предназначен для регулирования фазного тока IL(j), структура регуля-

тора описывается выражением (10), его параметры рассчитываются в соответствии с выражениями 

(15), (19), (20), где μ1 = Т1/10. Сигнал задания для внутреннего контура Id
L(j) формируется с помощью 
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dq-преобразования сигнала с внешнего контура, регулятор в котором соответствует структуре (28),  

с параметрами, рассчитанными согласно выражениям (33), (36) и (37), где μ2 = Т2/10. Параметры регу-

ляторов приведены в таблице. 

Результаты имитационного моделирования приведены на рис. 1, 2. На рис. 1 представлены мгно-

венные значения фазных переменных токов iL(A)(t)…iL(С)(t), текущих через индуктивность Г-образного 

фильтра и поступающих в САУ с помощью обратной связи, задание на ток id
L(A)(t)…id

L(С)(t), формируе-

мое на выходе внешнего контура по напряжению, и ошибка eIL(А)(t)… eIL(C)(t), поступающая на вход 

ПИ-регулятора тока (10), – в статическом режиме работы. На рис. 2 представлены результаты модели-

рования динамического режима работы при колебании ЭДС сети e(А)(t)… e(C)(t), ее уменьшении до 50% 

от номинала и увеличении от 50% обратно до 100% – задание на постоянное напряжение нагрузки 

Ud
H(t), фактическое значение этого напряжения на выходе схемы UH(t) и ошибка слежения eU(t) на 

входе ПИ-регулятора напряжения (28). 
 

  

Рис.1. Токи во внутреннем контуре САУ 

Fig 1. Currents in the internal loop of automatic  

control system 

Рис.2. Напряжения во внешнем контуре САУ  

при переходном процессе 

Fig 2. Voltages in the external loop of automatic  

control system during the transition process 
 

Экспериментально полученное время переходного процесса tПП ≈ 3.5 мс, что соответствует же-

лаемому значению, использованному в расчетах (≈ 3…4·Т2). Таким образом, по результатам проведен-

ного имитационного моделирования можно сделать вывод, что синтезированная двухконтурная САУ 

позволяет получить желаемое значение выходного постоянного напряжения АВ с ошибкой, близкой 

 к нулю, с сохранением устойчивости при возмущениях нагрузки.  

 

Заключение 

 

В данной работе описана методика синтеза двухконтурной системы автоматического управления 

на основе метода разделения движений для трехфазного двухуровневого инвертора напряжения с рас-

щепленной емкостью звена постоянного напряжения, работающего в режиме активного выпрямителя, 

с входным трехфазным LC-фильтром и четырехпроводным первичным источником переменного тока 

переменной частоты. Новизна предлагаемой методики состоит в разработке унифицированного под-

хода к синтезу регуляторов токов для внутреннего контура и регулятора напряжения для внешнего кон-

тура на основе нелинейной динамической модели AC/DC преобразователя без необходимости линеари-

зации его модели. Данная методика позволяет обеспечить формирования заданных показателей качества 

переходных процессов в контурах регулирования при изменении режимов работы преобразователя  

в широких пределах, что является ее преимуществом по сравнению с такими распространенными 
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методами синтеза, как частотный или модальный. Результаты имитационного моделирования показали 

высокую эффективность предлагаемой системы автоматического регулирования для рассматривае-

мого активного выпрямителя. 
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Введение 

 

В теории управления одно из направлений, развиваемых авторами, включает задачи анализа и 

синтеза многомерных линейных динамических систем, основанные на применении метода А.Н. Кры-

лова. В общем случае к таким задачам относятся [1–19]: определение управляемых и наблюдаемых 
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подпространств, включая критерии управляемости и наблюдаемости; вычисление сбалансированной 

реализации передаточной матрицы динамической системы в пространстве состояний; редукция и де-

композиция модели этой системы в пространстве состояний; стабилизация с помощью обратной связи 

по элементам состояния; синтез управления, обеспечивающего инвариантность системы к внешним 

возмущениям и т.д. 

В основе метода Крылова лежит фундаментальное тождество Гамильтона–Кэли, согласно ко-

торому всякая числовая квадратная матрица 
n nA  удовлетворяет своему характеристическому 

уравнению 

 
1

1 1 0α α α 0n n

n n

−

−+ + + + =A A A I . (1) 

Здесь α , 1, 1i i n= −  − коэффициенты характеристического полинома (х.п.) матрицы A  

 ( ) ( ) ( )

0

11

1

α

α
1 det λ 1 λ λ λ

α

n n n

n

n

−

−

 
 
 − − = +
 
 
 
 

I A . (2) 

Хорошо известно, что х.п. (2) имеет не больше n (собственных) комплексных чисел λ , при 

которых 

 ( )det λ 0nI − =A . (3) 

Вектор коэффициентов х.п. 

 ( )
T

0 1 1(α) α α α n

nX −=   (4) 

является искомым в задаче Крылова, которая может быть сформулирована следующим образом [6, 7]. 

Задача Крылова. Требуется найти такое преобразование, переводящее скалярное уравнение 

для х.п. (3) в матричное уравнение относительно вектора коэффициентов х.п. (4) 

 ( ) (α) (α)f X g=A , (5) 

где ( )f A , ( )g A  – явные матричные функции элементов матрицы A , чтобы для искомого вектора 

существовало решение в виде: 

 
1(α) ( ) ( )X f g−= A A . (6) 

Здесь 
1( )f − A  – обратная матричная функция.  

Прагматический смысл задачи Крылова заключается в поиске упрощающих условий нахождения 

коэффициентов х.п. матрицы по значениям ее элементов. 

Известная формула решения задачи Крылова имеет вид [8]: 

 ( )
1

1(α) n nX
−

−= − b b b bA A A . (7)

 С алгебраической точки зрения задача Крылова имеет решение, если векторы 

 
2 1, , ..., ,n n− −

b b b bA A A  

образуют полный базис в 
n
. Такой базис всегда существует (всегда найдется подходящий вектор b), 

если матрица A  имеет характеристическое уравнение (1), совпадающее с минимальным характеристи-

ческим  уравнением [2, 8] 

 
1

1 1 0α α α 0,k k

k n k n−

−+ + + + = A A A I , (8) 

т.е. k = n. 

Матрицы, удовлетворяющие приведенному условию, получили название циклических матриц.  

Известно также, что обратимость матричной функции ( )f A , т.е. существование 
1( )f − A , явля-

ется необходимым и достаточным условием управляемости по Р. Калману пары матриц ( , )bA  [1, 2], 

представляющей в пространстве состояний так называемую SIMO-систему (Single Input Multi Outputs 

System [3]), т.е. систему с одним входом и многими выходами. 
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Случай k < n в (8) означает, что для заданной матрицы A  не существует подходящего вектора b, 

или, что то же самое, неуправляемость всех пар матриц ( , )bA , где b – любой вектор из 
n

. Матрица A  

в данном случае именуется нециклической, и для нее при любом векторе b 

 ( )1det ( ) det 0nf −= =b b bA AA . (9)  

В качестве недостатка формулы (7) вычислительного характера следует указать значительные 

числа обусловленности (плохую масштабированность) матрицы ( )f A  не только для больших, но и 

для малых n [6, 7]. 

В данной статье применительно к многомерным динамическим системам, включая системы  

с многими водами и многими выходами (MIMO-системы), на основе ранее полученных результатов, 

отраженных в публикациях [6, 7, 12, 13, 16–19] приводятся альтернативные решения задач получения 

ленточных аналогов критериев управляемости и наблюдаемости и некоторые аспекты задач синтеза 

управления, которые не были затронуты авторами в указанных выше ранее опубликованных работах  

 

1. Ленточная форма решения задачи Крылова 
 

В [6, 7] приведена следующая фундаментальная теорема. 

Теорема 1 (ленточная форма решения задачи Крылова). Задача Крылова (5) разрешима  

и имеет решение в виде: 
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если существует вектор 
nb , при котором 

 ( )
2T

T T T T

1 2 1 ,
L n n

n n n i
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Здесь   – символ операции кронекерова произведения, 
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1,n

+ += =b b b
b b

  – левый обратный вектор к вектору b ; L

⊥b  – левый делитель нуля вектора b  мак-

симального ранга, т.е. ранга (n – 1); [ ]R

⊥  – правый  делитель нуля матрицы [ ]  максимального ранга [9]. 
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Согласно формулировке теоремы 1 ленточная формула решения задачи Крылова (10) эквива-

лентна формуле (7). При этом условие обратимости ( )f A  из (6) здесь заменено эквивалентным требова-

нием (11). Данное требование означает, что правый делитель нуля ленточной матрицы (матрицы, нахо-

дящейся в (11) под знаком « ⊥ ») должен быть обязательно вектором размерности (n + 1)2. Необратимость 

(вырожденность) ( )f A  эквивалентна нарушению этого условия «векторности». Данное условие всегда 

выполняется для циклических матриц. Для нециклических матриц авторами предложено решение, при-

веденное в теореме 2 [6, 7]. 

Теорема 2 (Ленточная форма решения задачи Крылова для нециклических матриц). Если для 

нециклической матрицы 
n nA  существуют ненулевые векторы 

T, , nb d f , при которых 

 
( ) 2

T

L n

n

L
R

⊥
⊥

⊥

  − −
   

  
  

b

b

dfA
I , (13) 

то решение задачи Крылова имеет вид: 

 

( )
( )

( ) ( )

T

T

0 1 2 1

T T

2 α α α α 1

.

n n n

L L

n n

L L
R R

+

− − +

⊥ ⊥
⊥ ⊥

⊥ ⊥

  − −
  =  

  
  

       − − − +         + 
               

b

b

b b

b b

df

df df

A

A A

I

I I  (14) 

Формулировку теоремы 2 можно распространить на предельный случай, когда циклической яв-

ляется матрица [6, 7] 
1

T T

1

, , ,
n

n

i i i i

i

−

=

− d f d fA  

при этом матрица  
2

T

1

n

i i

i

−

=

− d fA  

не является циклической. 

 

Анализ и синтез многомерных динамических систем на основе ленточных формул 

 

Рассмотрим далее многомерную динамическую SISO-систему (Single Input Single Output System) 

 
T, ,u y= + =x x b c xA  (15) 

где 
nx  – вектор состояния, 1u   – скалярный вход, 

1y   – скалярный выход. 

Введем определение. 

Определение 1. Матрицу 

L

n

L

⊥

⊥

 −
  

 
 

b

b

A
I

 

будем называть ленточной матрицей управляемости SISO-системы (15). 

На основе анализа свойств ленточной матрицы (12) установлено [10]: 

1. Для полной управляемости SISO-системы (15), необходимо и достаточно, чтобы 

 
2L n

n

L
R

⊥
⊥

⊥

  −
   

  
  

b

b

A
I , (16) 

т.е. правый делитель нуля максимального ранга прямоугольной матрицы был в точности вектором. 

Данное утверждение является альтернативой критерию наблюдаемости АДС, приведенному в [13]. 
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2. Матрица (12) инвариантна по отношению к действию обратной связи вида 

 Tu = −k x . (17) 

3. Коэффициенты полинома 

 
1

1 1 0β(λ) β λ β λ βn

n

−

−= + + +  (18) 

числителя передаточной функции 

 ( )
1T β(λ)

(λ) λ
α(λ)

n

−
= −c b =G I A  (19) 

удовлетворяют следующему соотношению: 

 ( ) ( )

0

1 T

2

1

β

1 , 1
β

β

n L

n n n
n L

R

n

⊥
⊥

+ +

⊥
−

−

 
    −   = −   = 
    

   
 
 

b
c b

b


A
I I . (20) 

4. Пусть  

 ( )T 1

1 1 0det λ λ α λ α λ α , λn n

n n

−

−− + = + + + + bkI A  (21) 

есть заданный х.п. замкнутой SISO-системы (15) с обратной связью (17), тогда вектор 
T

k  может быть 

вычислен с помощью формулы  

 ( ) ( )

0

T

2

1

Δα

1
Δα

Δα

n L

n n
n L

R

n

⊥
⊥

⊥
−

−

 
    −   = −    
    

   
 
 

b
k

b

A
I I , (22) 

где 1n

+ =b  , 

0 0 0

2 2 2

1 1 1

Δα α α

Δα α α

Δα α α

n n n

n n n

− − −

− − −

−   
   
   =
   −
   
   −
   

. 

Структура ленточной матрицы (12) позволяет определить ее правый делитель нуля (16) в явной 

форме. 

Справедлива теорема [10]: 

Теорема 3. Для полностью управляемой SISO-системы субвекторы 
n

i   вектора (16) одно-

значно задаются формулами 

 
n = b , (23) 

 ( )1 1αn n n− −= + b A I , (24) 

 ( )2

2 1 2α αn n n n− − −= + + b A A I , …, (25) 

 ( )2 3

2 1 3 2α α αn n

n n

− −

−+ + + + b = A A A I , (26) 

 ( )1 2 3

1 1 2 2 1α α α αn n n

n n n

− − −

− −+ + + + + b = A A A A I , (27) 

где αi – коэффициенты х.п. 

Следствие 1. Субвекторы , 1,i i n=  правого делителя нуля   ленточной матрицы (12) при 

любых матрицах L

⊥
b  максимального ранга представляют последовательность матричных полиномов, 

получаемую путем дифференцирования матричного полинома  

 
1

1 1 0α α αn n

n n

−

−+ + + +A A A I , (28) 

и образуют базис полного ранга в пространстве 
n
. 
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Следствие 2. Коэффициенты полинома числителя передаточной функции (18) однозначно зада-

ются формулами 

 ( )
1 T

1β 1
n

n

+

− = − c b , (29) 

 ( ) ( )
1 T

2 1β 1 α
n

n n n

+

− −= − +c bA I , …, (30) 

 ( ) ( )
1 T 2 3

1 1 3 2β 1 α α α
n n n

n n

+ − −

−= − + + + +c bA A A I , (31) 

 ( ) ( )
1 T 1 2 3

0 1 2 2 1β 1 α α α α
n n n n

n n n

+ − − −

− −= − + + + + +c bA A A A I . (32) 

Введем еще одно определение. 

Определение 2. Матрицу вида 

 ( ) ( )1 2 11
n n n

n n



−= − K     , (33) 

где субвекторы 
i  определены как (23)–(27), будем называть матрицей Крылова. 

На основании определения 2 из теоремы 3 вытекают следствия. 

Следствие 3. Матрица Крылова (33)  является обратимой. 

Следствие 4. Субвекторы 
i  (23)–(27) задают частичную матрицу Крылова вида  

 ( ) ( ) ( )1 1 1, , α , , α 1
k

n

k n n k k− −= −bK    A . (34) 

Следствие 5. Преобразование подобия 

 
1 1 T T, ,C C C

− −= = =b b c cK K K K   A A , (35) 

где K
 имеет вид (33), приводит SISO-систему (15) к канонической управляемой форме 

 

0

2

1

0 1 2 1

0 1 0 0
0 β

0 0 1 0

, , .
0 β

0 0 0 1
1 β

α α α α

C C C
n

n

n

−

−

−

 
    
    
    = = =
    
        
    

 

b cA . (36) 

Определение 3. Матрицу 
T

T T

T

R R

R R

R

Rn

R

R

R R

⊥ ⊥

⊥ ⊥

⊥

⊥

⊥

⊥

⊥ ⊥

 −
 

−  −
 − = 

   
   

 −
 

c c 0 0 0

0 c c 0 0
c

0 0 c
c

c 0

0 0 0 c c

A

A
A

A

A

I ,
 

где R

⊥
c  – правый делитель нуля ранга (n – 1) вектора T

c , будем называть ленточной матрицей наблю-

даемости SISO-системы (15). 

В силу упоминавшегося принципа дуальности управляемости и наблюдаемости справедлива тео-

рема [10].  

Теорема 4. Для полностью наблюдаемой SISO-системы (15) субвекторы 
1 n

i

Z  вектора 

2

T
T

1

T

2

T

3 T T

T 1
4 T

T

1

T

R n

n

R
L

n

n

⊥
⊥



⊥

−

 
 
 
 

    −
 =           

 
 
  
 

Ζ

Ζ

Ζ
c

Ζ
c

Ζ

Ζ

A
I  
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однозначно задаются формулами 
T T

n =Ζ c , 

( )T T

1 1αn n n− −+Ζ = c A I , 

( )T T 2

2 1 2σ αn n n n− − −+ +Ζ = c A A I , …, 

( )T T 2 3

2 1 3 2α α αn n

n n

− −

−+ + + +Ζ = c A A A I , 

( )T T 1 2 3

1 1 2 2 1α α α αn n n

n n n

− − −

− −+ + + + +Ζ = c A A A A I . 

Здесь αi – коэффициенты х.п. 

Следующее следствие вытекает из теоремы 4. 

Следствие 6. Преобразование подобия 
1 T T 1, ,O O O

− −= = =b b c cR R R R   A A , 

где матрица R
 имеет вид: 

( ) ( )
T

T T T T

1 2 11
n n n

n n



−= − Ζ Ζ Ζ ΖR , 

приводит SISO-систему (15) к канонической наблюдаемой форме 

0

0

1

2

2

1

1

0 0 0 α
0 β

1 0 0 α

0 1 0 α , ,
0 β

1 β
0 0 0 1 α

C C C
n

n

n

−

−

−

 
    
    
    = = =
    
        
    

 

c bA . 

Одними из наиболее известных явных расчетных формул, применяемых для модального синтеза 

регуляторов линейных SISO-систем, являются формулы Аккермана и Басса–Гура [3, 7]. Следующая 

теорема определяет формулу синтеза регулятора на основе ленточных матриц [11]. 

Теорема 5. Пусть линейная SISO-система (15) полностью управляемая и имеет х.п. (2). Тогда 

вектор 
T

k  в законе обратной связи (17), обеспечивающий замкнутой системе х.п. (21), определяется 

формулой 

 
T T 1Δα −=k K , (37) 

где ( )T

1 1 2 2 1 1 0 0Δα α α α α α α α αn n n n− − − −= − − − − . (38) 

Аналогичная формула синтеза регулятора существует для MIMO-системы. Пусть задана много-

мерная динамическая MIMO-система (Multi Inputs Multi Outputs System) 

 = +x x uA B , (39)

где nx  – вектор состояния, ru  – вектор входа, а матрица B разбита на столбцы следующим 

образом: 

 ( )1 2 1r r−= b b b bB . (40) 

На основании техники, использованной в [11], не составляет труда доказать теорему: 

Теорема 6. Для любой матрицы 
n nA  всегда найдется последовательность векторов 

1

nb , 2

nb , …, 
n

r b , где r ≤ n, такая что пара матриц  

( )T T T

1 1 2 2 1 1,r r r− −+ + + +b k b k b k bA  

управляемая. Здесь 

( )

( )

( )

T T

1 1 1

T T

2 2 2 2

T T

1 1 1 1

Θ ω ,

Θ ω ,

Θ ω ,

n

L

n

L

r r r r n

⊥

⊥

− − − −

= −

= −

= −

k

k b

k b

I A

I A

I A
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T 1Θ n

i

−  – произвольный ненулевой вектор, ωi – произвольный скаляр, 
L

i

⊥
b  – левый делитель нуля мак-

симального ранга вектора bi, 1, ( 1)i r= − . 

Введем обозначения  

 T T T

1 1 2 2 1 1r r− −+ + + +b k b k b kA = A , (41) 

 ( ) 1

1 1 0det λ λ α λ α λ αn n

n n

−

−− = + + + +I A . (42) 

На основании справедливости теорем 5 и 6 оказывается справедливой теорема: 

Теорема 7. Для линейной полностью управляемой MIMO-системы (39) закон обратной связи 

 = −u xK , (43) 

обеспечивающий замкнутой системе х.п. 

 ( )T 1

1 1 0det λ λ α λ α λ αn n

n r n

−

−− + = + + + +b kI A , (44) 

определяется формулой 

 1Δα −

 
 
 
 

K

K
K = , (45) 

где 

 ( ) ( ) ( )( )T T T T

1 1 2 2 2 1 1 1Θ ω Θ ω Θ ωL L

n n r r r n

⊥ ⊥

− − −= − − −b bK I A I A I A , (46) 

 ( )1 1 2 2 1 1 0 0Δα α α α α α α α αn n n n− − − −= − − − − , (47) 

 ( ) ( )1 2 11 ,
n

n n−= −K      (48) 

 ( )
T

T T T T

1 2 1

L

r

n n L

r
R

⊥
⊥

− ⊥

  −
 =   

  
  

b

b
b  

A
I . (49) 

При этом параметризация всех регуляторов (45), обеспечивающих характеристический полином (44), 

осуществляется путем замены в расчетных соотношениях вектора br на любой другой вектор bi из 

(40), варьирования элементов векторов 
TΘi  и скаляров ωi в (46).  

Теоремы, аналогичные 6, 7, дуальным образом распространяются на задачу синтеза наблюдателя 

состояния MIMO-системы, когда рассматривается инъекция выхода 

= −z yL , 

матрица 
m nC  разбита на строки следующим образом: 

T

1

T

, n

i

m

 
 

=  
 
 

c

c

c

C , 

а х.п. замкнутой системы имеет вид: 

( ) 1

1 1 0det λ λ α λ α λ αn n

n n

−

−− + = + + + +I A LC . 

 

2. Анализ и синтез алгебро-дифференциальных SISO-систем на основе ленточных формул  
 

Рассмотрим далее линейную многомерную динамическую SISO-систему, записанную в виде [12, 13]: 

 
T, ,u y= + =x x b c xE A  (50)

 где 
nx  – вектор состояния, 1u   – скалярный вход, 

1y   – скалярный выход. Матрицы E и A 

считаются произвольными и квадратными. 

Уравнения (50) можно рассматривать как описания линейной динамической системы, не разре-

шенные относительно производных. Такие системы принято называть алгебро-дифференциальными 

системами (АДС) или дескрипторными системами [14, 15]. Частным случаем (50) является линейная 

динамическая система (стандартного) вида 

 
T,u y= + =x x b c xA . (51)
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Функция от переменной λ  вида 

 

( )
1T

1

1 1 0

1

1 1 0

(λ) λ

θ λ θ λ θ λ θ
, ,

γ λ γ λ γ λ γ

l l

l l

k k

k k

l k n

−

−

−

−

−

= − =

+ + + +
 

+ + + +

c b

=

G E A

 (52) 

называется передаточной функцией АДС (50). 

Если выполняется неравенство 

 det 0E , (53)

 то АДС (50) с теоретической точки зрения приводится к виду: 

 
1 1 T,u y− −= + =x x b c xE A E  (54)

 (см. (51)). Если же число обусловленности матрицы E 

 max

min

σ ( )
cond 1

σ ( )


E
E =

E
, 

где 
maxσ ( )E  и 

minσ ( )E  – соответственно максимальное и минимальное сингулярные числа, то практи-

ческое использование уравнения (54) в задачах анализа и синтеза сопровождается большими ошиб-

ками. Еще более ухудшает ситуацию высокая размерность вектора состояния 
nx  (например, это 

характерно при математическом описании больших электроэнергетических систем, когда n > 102…103).  

При вырожденности матрицы E ее определитель равен нулю: 

det 0=E , 

и, следовательно, преобразование АДС к виду (54) даже теоретически невозможно. Таким образом, 

возникает ситуация, когда при решении той или иной задачи анализа или синтеза предпочтительнее 

использовать исходную форму записи АДС (50). 

В [12] предложена явная формула синтеза закона управления с обратной связью (регулятора)  

 Tu = −k x  (55)

 и наблюдателя состояния с законом инъекции входа 

 y= −v l , (56) 

позволяющие по известным параметрам АДС (50), ее характеристическому полиному и заданным распо-

ложениям полюсов, также выраженным в коэффициентах характеристических полиномов, рассчитать ре-

гулятор и наблюдатель состояния, обеспечивающие замкнутой системе требуемое расположение полюсов.  

Введем определение. 

Определение 4. Матрицу 

 

2 2( 1)L n n

n

L

⊥

 +

⊥

 −
  

 
 

b

b

A

E
I

 (57) 

будем называть ленточной матрицей управляемости АДС (50). 

Справедлива теорема [12]: 

Теорема 8. Для полной управляемости АДС (50) необходимо и достаточно, чтобы 

 ( )
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T T T T

1 2 1 ,
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b
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A

E
I . (58)

 

Теорема 8 описывает альтернативный критерий полной управляемости АДС по отношению  

к критерию, приведенному в [13]. 

Пусть далее х.п. АДС (50) 

 ( ) 1

1 1 0det λ γ λ γ λ γ λ γ ,k k

k k k n−

−− = + + + + E A . (59)

 Известно, что корни полинома (59) определяют полюсы передаточной функции АДС (52) и, следова-

тельно, устойчивость этой системы. 
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Справедливо также утверждение [12]: 

Теорема 9. Коэффициенты х.п. (50) полностью управляемой АДС (50) определяются ленточной  

формулой 
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, (60) 

где 
i  – субвекторы из (58). 

Известно, что корни полинома числителя передаточной функции АДС (52)  

 
1

1 1 0θ λ θ λ θ λ θl l

l l

−

−+ + + +  (61)

 определяют нули передачи АДС (50), т.е. комплексные частоты входных воздействий, при которых 

обнуляется ее выход. 

Теорема 10 [12]. Коэффициенты полинома числителя (61) передаточной функции (52) полно-

стью управляемой АДС (50) определяются ленточной формулой 
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где 
i  – субвекторы из (58). 

Как было отмечено ранее, одними из наиболее известных явных расчетных формул, применяе-

мых для модального синтеза регуляторов стандартных линейных SISO-систем, являются формулы Ак-

кермана и Басса–Гура. Аналогичных формул для АДС (50) до недавнего времени известно не было. 

Использование свойств ленточной матрицы управляемости АДС (57) позволяет получить подобные 

формулы. 

Пусть заданы коэффициенты х.п. замкнутой АДС 

 ( )T 1

1 1 0det λ γ λ γ λ γ λ γ ,k k

k k k n−

−− + = + + + + bkE A , (63)

 и вектор разности исходного (59) и заданного (63) х.п.

 ( )0 1 1Δγ Δγ Δγ Δγk k− .
 

Тогда справедливо утверждение: 

Теорема 11. Пусть линейная АДС (50) полностью управляемая и имеет х.п. (59). Тогда матрица 
T

k  

в законе обратной связи (55), обеспечивающем замкнутой системе х.п. (63), определяется формулой 

 ( )( )
1T

0 1 1 1 2 1Δγ Δγ Δγ Δγk k k k

−

− −=k     . (64)
 

Итак, формула (64) играет при синтезе регулятора АДС такую же роль, какую играют формулы 

Аккерманна и Басса–Гура при синтезе регулятора для линейных систем стандартного вида (51). 

В силу дуальности задач анализа полной управляемости и наблюдаемости линейной АДС (50) 

справедлива теорема, дуальная теореме 8. 

Теорема 12. Для полной наблюдаемости АДС (50)  необходимо и достаточно, чтобы 
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Эта теорема является альтернативой критерию полной наблюдаемости АДС, приведенному в

 

[13]. 

Утверждение, аналогичное теореме 11, дуальным образом формулируется для задачи синтеза наблю-

дателя состояния АДС. 

  

Заключение 

 

С использованием ранее полученных результатов, основанных на применении ленточной 

формы решения задачи А.Н. Крылова, получены новые (альтернативные) ленточные аналоги крите-

риев управляемости и наблюдаемости и, соответственно, решения задачи синтеза управления как для 

систем с одним входом и выходом (SISO-системы), так и для систем с многими входами и многими 

выходами (MIMO-системы), включая новый класс систем, который составляют алгебро-дифференци-

альные (дескрипторные) системы.  
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Abstract. The paper presents an adaptive output-feedback control algorithm for linear time-invariant multi-input 

multi-output systems subjected to unmatched unknown disturbances. The control algorithm is based on the Falb–Wolovich 

decoupling method combined with a direct disturbance compensation technique derived from the internal model prin-

ciple. The main advantage of the proposed algorithm is that the adaptive law becomes easier to tune due to the decoupling 

strategy application. By properly selecting the adaptation gains independently the balance between the convergence 

speed and robustness according to the desired performance requirements can be achieved. In addition, it is possible  

to get improved control performance in situations where negative inter-channel coupling of an original system has  

an adverse effect to the overall dynamic of the system. The effectiveness of the proposed method is demonstrated 

through numerical simulations performed in MATLAB/Simulink. 
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Аннотация. Представлен алгоритм адаптивного слежения выходной переменной за задающим сигналом  

в многоканальных системах с наблюдаемым выходом в условиях несогласованных неизвестных возмущений. 

Алгоритм основан на использовании метода развязки Фальба–Воловича в сочетании с прямым методом ком-

пенсации возмущений на основе принципа внутренней модели. Основное преимущество предлагаемого алго-

ритма заключается в том, что он более прост в настройке благодаря «развязанной» структуре каналов управления. 

Независимый выбор коэффициентов адаптации для каждого из каналов системы позволяет обеспечить требу-

емые показатели по скорости сходимости и свойство робастности системы. Кроме того, рассматриваемый в статье 

подход позволяет получить улучшенные показатели качества в системах, изначально характеризующихся нега-

тивным влиянием межканальных связей на общую динамику системы. Эффективность предлагаемого подхода 

проиллюстрирована результатами численного моделирования, выполненного в среде MATLAB/Simulink. 
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Introduction 

 

In industrial practice, systems are typically designed as multi-input multi-output (MIMO) configura-

tions, where complex interactions between control channels frequently occur. To address these interactions, 

decoupling strategies have been introduced as a reliable approach to suppress undesired cross-effects between 

inputs and outputs. The objective of the decoupling process is to ensure that each output is influenced only by 

its corresponding input, thereby enabling independent control among the channels in the system. 

Decoupling methods are often divided into two main categories [1]: static and dynamic approaches. 

Static decoupling typically involves the use of gain matrices and is considered easy to implement, but such 

methods are generally effective only under steady state conditions. On the other hand, dynamic approaches, 

including ideal decoupling, simplified schemes, and those based on matrix inversion, are designed to manage both 

transient and steady state behaviors. Despite their broader capabilities, these dynamic methods tend to be more 

complex, more sensitive to model errors, and less robust when dealing with transmission zeros in the right half 

of the complex plane [2]. To overcome these limitations, many dynamic decoupling strategies using state 

feedback have been developed [3–5]. Among these, the method based on the Falb Wolovich approach [5] has 

been found to combine implementation simplicity with strong performance, even when model uncertainties 

and external disturbances are present [6]. 

The paper focuses on the problem of adaptive disturbance compensation in tracking control for a class 

of linear time-invariant multi-input multi-output systems, when the vector of output variables is measurable 

only, while the state vector is not accessible for measurements. The reference signal and external disturbances 

considered in this study are both unknown and take a harmonic form, and thus can be regarded as unknown 

disturbances acting on the control system. An effective approach to disturbance compensation is based on the 

internal model principle (IMP), in which the disturbance is modeled as the output of a linear autonomous 

system. To achieve zero steady-state error, the state and parameters of this system must be incorporated into 

the control law. 

The problem of adaptive disturbance compensation based on the internal model principle is well known, 

particularly in cases where the disturbance is modeled as the output of an exosystem with unknown parameters 

(see Section 1.4 of [7, 8]). The objective of this approach is to design an adaptive control law in the form  

of either state feedback (see Section 4.2 of [7, 9, 10]) or output feedback [8, 11]. This method has been suc-

cessfully developed for both SISO systems [12–16] and MIMO systems (see Section 4.2 of [7, 9, 10]). All of 

these studies assume that the system has a measurable state vector. In relation to this issue, the most recent 

publication [17] addressed the output-based problem for systemshowever, the disturbances acting on the system 

are required to be matched within the system. 

This study is developed based on the work on adaptive output regulation [7] (see Section 4.2.3 in [7]). 

In this paper, we propose a new method for the direct compensation of unknown external disturbances in the 

tracking control problem for a class of unstable linear MIMO systems, where the external disturbances may 

be unmatched within the system structure. The proposed approach begins with the construction of a Luenberger 

observer to estimate the system states. Then, a linear decoupling controller based on state feedback is applied 

to eliminate undesired cross-coupling effects between inputs and outputs. Finally, the control law and the 

adaptive algorithm are designed using the estimated states from the reference observer and the disturbance 

observer of the decoupled system, ensuring that the system output accurately tracks the reference signal.  

The main advantage of the proposed algorithm is that the adaptive law becomes easier to tune due to the 

application of the decoupling strategy. Moreover, since the decoupled structure enables independent 
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adjustment of the adaptation gains in each channel, the designer can properly select these gains to balance the 

convergence speed and robustness according to the desired performance requirements. In addition, improved 

control performance can be achieved in situations where the coupling between the channels of the original 

system adversely affects the overall system dynamics. Typically, the presence of inter-channel connections in 

MIMO systems leads to an increase in the overshoot; decoupling the system channels helps reduce the negative 

impact of these interconnections. 

The paper is organized as follows. In Section 1, the problem is mathematically formulated, and the key 

assumptions are introduced. Section 2 presents the decoupling control strategy based on the Falb-Wolovich 

approach and the construction of the Luenberger state observer. The design of the disturbance observer and 

the reference observer is described in Section 3. The synthesis of the control law along with the adaptive 

algorithm is presented in Section 4. Section 5 provides numerical simulation results obtained using the Matlab 

software. 

Notation: x‖ ‖  is the Euclidean norm of a vector x; Col( )ix  is a column vector with elements ;ix   

{ }iblkdia xg is the block-diagonal matrix with diagonal elements ;ix  { }idiag x  is the diagonal matrix with 

diagonal elements .ix  

 

1. Problem statement 

 

Consider the system described in the form: 

 
( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

x t Ax t Bu t Dv t

y t Cx t Ev t

= + +


= +
 (1) 

where ( ) , ( ) , ( )n m mx t u t y t    and ( ) kv t   denote the state vector, control input vector, output 

vector, and external disturbance vector, respectively. The matrices ,n nA   ,n m m nB C    and 

n kD   are known, while matrix A may be unstable, the matrix 
m kE   may be unknown, and the dimen-

sions satisfy m ≤ n.  

The control objective is to design a state feedback control law such that the following requirement is 

satisfied: 

 lim ( ) ( ) 0.
t

y t g t
→

− =‖ ‖  (2) 

Here, ( ) mg t   is the reference signal.  

For this paper, the following assumptions are considered: 

Assumption 1. The system is minimum phase, and the triplet ( , , )A B C  is controllable and observable. 

Assumption 2. The vector of output variables y is measurable only, while the state vector x is not  

accessible for measurements. 

Assumption 3. The reference signal 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]mg t g t g t g t=   is measurable. Each component 

( ), 1,2, , .ig t i m=   is generated by a linear autonomous system: 

 ( ) ( ), ( ) ( ).gi gi gi i gi git t g t h t =   =   (3) 

Here, the state vector ( ) giq

gi t   is not directly measurable. The matrix gi  is constant and unknown, with 

simple eigenvalues located on the imaginary axis. The vector 
gih  is also unknown but constant. Each pair 

( , )gi gih  is observable, and the upper bound giq  is known. 

Assumption 4. The external disturbance 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]kv t v t v t v t=   is not measurable. Each compo-

nent ( ), 1,2, , .v t k  =   is generated by a linear autonomous system: 

 ( ) ( ), ( ) ( ).v v v v vt t v t h t      =   =    (4) 
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Here, the state vector ( ) vq

v t 

   is not directly measurable. The matrix 
v  is constant and unknown, with 

simple eigenvalues located on the imaginary axis. The vector vh   is also unknown but constant. Each pair 

( , )v vh   is observable, and the upper bound 
vq 

 is known. 

Remark 1. From Assumptions 3 and 4, the reference signal and the external disturbance can be repre-

sented in a simplified multi-output system form. 

The reference signal can be modeled as 

( ) ( ), ( ) ( ),g g g g gt t g t H t =   =   

where  

{ },g giblkdiag =   { },g giH blkdiag h=  1( ) [ ( ) ( )] ,gq

g g gmt t t =     { },g giblkdiag =   

{ },g giH blkdiag h=  1 ,( ) [ ( ), , ( )] gq

g g gmt t t =      and 
1

.
m

g gi

i

q q
=

=   

Similarly, the external disturbance can be modeled as 

( ) ( ), ( ) ( ),v v v v vt t v t H t =   =   

where { },v vblkdiag  =   { },v vH blkdiag h =  1( ) [ ( ), , ( )] ,vq

v v vt t t =      and 
1

.
k

v vq q 

=

=    

 

2. Design of the decoupler and the state observer 

 

Consider the state-space representation of the system (1) by neglecting the effect of external disturbances 

 
( ) ( ) ( ),

( ) ( ).

dx t Ax t Bu t

y t Cx t

= +


=
 (5) 

Here, ( )du t  is the control law that decouples the system. 

Since direct access to the full state vector x(t) is not feasible, a Luenberger observer [18] is designed  

to estimate the state of system (5). The corresponding observer structure is given by 

 ( )ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,dx t Ax t Bu t L y t Cx t= + + −  (6) 

where ˆ( )x t  represents the estimated state vector, and 
n mL   denotes the observer gain matrix. 

A control input ( )du t  is constructed as in [5] in order to achieve input-output decoupling for the system (5), 

and is defined by the relation: 

 ˆ( ) ( ) ( ),du t Kx t Fu t= − +  (7) 

where K and F are constant real-valued matrices with compatible dimensions.  

Let the output matrix C can be written as 1 2[ , , , ]mC c c c=  , where 
ic  represents the i-th row of the 

matrix C. For every 1,2, , ,i m=   we define a positive integer ,i  known as the output order difference, as 

follows: 

 
( )1

1

min 0 , 1,2, , 1,

1, if 0 , 1,2, , .

l

i

i
l

i

l c A B l n

n c A B l n

−

−

  =  −
 = 

− = = 

∣
 (8) 

Here, 0 m  denotes a row vector whose entries are all zero.  

The target transfer functions for the SISO components, obtained from the decoupled structure of system (5), 

can be described as 

0 0

2

0 1 2

1

( ) ,

( )
i i

i i
ii

i i i
ij

j

q q
W s

q q s q s s
s

 

=

= =
+ + + +

− 
 

where s denotes the Laplace variable and ij  are the assigned eigenvalues corresponding to index pairs 

1,2, ,i m=   and 1,2, , .ij =     
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Let us define the matrices B
 and C  as follows: 

1

2

1

1

1

2

1

,

m

m

c A B

c A B
B

c A B

 −

 −



 −

 
 
 =
 
 
  

   

1

1

1

1 1 1

0

1

0

.

m

m

z

z

z

z

m mz m

z

c A q c A

C

c A q c A

 −


=



 −


=

 
+ 

 
 =
 
 +
  





 

Based on these definitions, we can formulate the following result. 

Theorem 1.  

The system described in (5) can be decoupled if and only if the matrix B
 is invertible. Under this 

condition, the gain matrices in the control expression (7) are determined as 
1( ) ,K B C − =  

1( ) .F B −=  Con-

sequently, the overall transfer function matrix of the system becomes diagonal and can be written as 

( ) { ( )}.u iiW s diag W s=   

For the proof see Chapter 4 of [1].  

Remark 2. Following the decoupling of system (1) via the control strategy defined in (7) using the 

matrices K and F from Theorem 1, the resulting structure corresponds to m separate SISO subsystems. The 

overall system can then be expressed in the state-space form: 

 
( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

x t A x t B u t Dv t

y t Cx t Ev t

 = + +


= +
 (9) 

where the matrices A A BK = −  and B BF =  describe the decoupled dynamics. The transfer matrix 

1( ) ( )uW s C sI A B−

 = −  has a diagonal form, and A
 is Hurwitz. 

 

3. Design of the reference observer and the disturbance observer 

 

The reference input and external disturbance can both be expressed using their canonical representations, 

as discussed in [7, 19, 20]. These canonical representations serve as the basis for constructing the reference 

observer and the external disturbance observer. 

The exosystem described in (3) can be transformed into the following canonical form: 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ),gi gi gi gi i i gi git G t l g t g t t =  + =    (10) 

where ( ) (for 1,2, , )giq

gi t i m  =   denotes the state vector with initial value (0),gi  giq

gi   represents  

a parameter vector that is unknown; gi giq q

giG


  is a Hurwitz matrix; and gil  is a constant vector ensuring the 

controllability of the pair ( , ).gi giG l   

The exosystem given in (10) can alternatively be written in a block-diagonal structure as: 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ),g g g g g gt G t L g t g t t =  + =    (11) 

or equivalently: 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ),g g g g g g gt G L t g t t = +   =    (12) 

where  

1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )] ;gq

g g g gmt t t t =         { } ;gm q

g giblkdiag


 =     

{ } ;g gq q

g giG blkdiag G


=     { } .gq m

g giL blkdiag l


=   

Since the signal ( )g t  is directly measurable, equation (11) allows the construction of a reference  

observer as follows: 

 ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ,g g g g g g rt G t L g t g t t =  + =   +  (13) 
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where ˆ (0)g  is initialized arbitrarily. Then, the true state ( )g t  can be expressed as: 

ˆ( ) ( ) ,g g gt t =  +  

with the estimation errors 
r

 and g  decaying exponentially over time. 

Similar to the reference signal, the exosystem described in (4) can be transformed into the following 

canonical form: 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ),v v v v v vt G t l v t v t t        =  + =    (14) 

where ( ) (for 1,2, , )vq

v t k

   =   denotes the state vector with initial value ( )v t ; vq

v


   represents 

a parameter vector that is unknown; v vq q

vG  

   is a Hurwitz matrix, and 
vl 

 is a constant vector ensuring 

the controllability of the pair ( , )v vG l 
. 

The exosystem given in (14) can alternatively be written in a block-diagonal structure as: 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ),v v v v v vt G t L v t v t t =  + =    (15) 

or equivalently: 

 ( )( ) ( ), ( ) ( ),v v v v v v vt G L t v t t = +   =    (16) 

where  

1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )] ;vq

v v v vkt t t t =         { } ;vk q

v vblkdiag


 =     

{ } ;v vq q

v vG blkdiag G


=     { } .vq k

v vL blkdiag l


=   

Following equation (15), the disturbance observer proposed in [7, 22] is constructed to estimate the state 

( )v t . In this approach, the actual system state x(t) is replaced by its estimate ˆ( )x t  which is generated via the 

Luenberger observer (6). The disturbance observer is constructed in the following structure: 

 ( ) ˆˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),v v vt G t G N NA x t NB u t t t Nx t  =  + − −  =  +  (17) 

where the initial value (0)  is arbitrary. The matrix vq n
N


  is selected such that it satisfies the condition 

 .vND L=  (18) 

Then ˆ( ) ( ) ,v v vt t =  +  where ˆ ( )v t  denotes the estimate of ( ),v t  while 
v

 exponentially decays. 

Remark 3. Based on equations (17) and (18), it follows that each element of the disturbance vector v 

can be represented by a separate exosystem. The matrices 
vG  and ,vL  due to their block-diagonal form, allow 

equations (16) and (17) to be rewritten as a collection of k independent subsystems: 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),v v vt t N x t t G t G N N A x t N B u t            =  +  =  + − −  

for each 1,2, , .k =   The matrices vq n
N  

   are chosen such that the condition below is satisfied: 

[0 , ,0 , ,0 , ,0 ],
v v v vq q v q qN D l
    =    

where the vector 
vl 

 is the α-th column. 

 

4. Synthesis of the control law and adaptation algorithm 

 

The decoupling process transforms system (1) into the form described in (9). In practice, disturbances 

may not be properly matched within the system. Therefore, to convert system (9) into a form in which the 

reference signal and external disturbances are compatible with the control input u(t), we use the matrix regu-

lator equation [7, 23, 24]. According to Assumptions 3 and 4, the eigenvalues of the matrices g  and v  or, 

equivalently, those of ( )g g gG L+   and ( )v v vG L+   are ensured not to coincide with the transmission zeros 

of the transfer matrix ( )uW s . Therefore, for system (9), the following results are obtained. There exist matrices

gn q

gM


  and gq m

g


   such that the matrix equalities 
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 ( ), .g g g g g g g gB A M M G L CM  = − +  =   (19) 

are satisfied. Similarly, there exist matrices ,v vn q q k

v vM
 

    such that the following equalities hold: 

 ( ) , .v v v v v v v v vB A M M G L D CM E  = − +  +  = −   (20) 

Remark 4. We observe that both matrix 
g  and matrix v  are unknown. Consequently, the matrix 

pairs ( , )g gM   and ( , )v vM   are also unknown. However, in this case, it is sufficient to know that such matrix 

pairs exist. 

We define the state error as ( ) ( ) ( ),e t x t M t= −   and the output tracking error as ( ) ( ) ( ),t y t g t = −  

where ,[ ]g vM M M=  and ( ) [ ( ), ( )]g vt t t =   . Then, taking into account equations (9), (12), and (16), we 

compute the time derivative of e(t) and obtain: 

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ) ) ( )g g g g g g v v v v v v ve t A e t B u t A M M G L t A M M G L D t   = + + − +   + − +  +   + . 

Based on the matrix equations (19) and (20), the system can be represented in the form: 

( ) ( ) ( ( ) ( )) , ( ) ( ).e t A e t B t u t t Ce t = +   + +  =  

Here, the matrix [ , ]g v =    is unknown. 

Based on (13) and (17), and neglecting the exponentially decaying term due to the stability of ( ),uW s  

the state ( )t  can be replaced by its estimate ˆ( ).t  Consequently, the system can be rewritten in the form 

 ˆ( ) ( ) [ ( ) ( )], ( ) ( ).e t A e t B t u t t Ce t = +   +  =  (21) 

Since the matrix A
 is Hurwitz, the control law for system (21) can be formulated as follows: 

 ˆˆ ( ).u t= −   (22) 

Here, the matrix 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ[ ( ), ( ), , ( )] m q

mt t t  =       is determined using an adaptive algorithm. 

As a result, the system described in equation (21) can be reformulated as 

 ˆ( ) ( )[ ( )],ut W s t =    (23) 

where ˆ =  −   is the matrix of the adjustable parameters. 

Based on model (23), a gradient-based adaptive algorithm can be applied to estimate the tuning param-

eter. However, this algorithm exhibits poor convergence performance and may not allow acceleration of con-

vergence even when the regressor satisfies the persistent excitation condition [25]. In this study, we employ 

an adaptive algorithm with memory regressor extension (MRE) [7] to improve the convergence rate of signals 

in the closed-loop system. 

Proposition 1. Under Assumptions 1 to 4, if system (1) satisfies the decoupling condition in Theorem 

1, then by applying the adaptive algorithm with MRE to the decoupled system (9), the adaptation gain can be 

adjusted independently for each control channel. 

Proof: 

From equation (23), we define the extended error variable 

 ˆ ˆ( ) ,t =  +    (24) 

Where 

 

11
ˆ( )[ ( )] 0

ˆ( )[ ( )] .

ˆ0 ( )[ ( )]

u

mm

W s t

W s t

W s t

 
 

 =  =  
 

 

 (25) 

From (25), we see that each diagonal element is a regressor filtered through the dynamics of channel i: 

ˆ( )[ ( )], 1,2, , .i iiW s t i m =  =   

By taking into account (23), equation (24) is rewritten: 

 ˆ . =    (26) 
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We multiply both sides of equation (26) by ˆ( )[ ( )]uW s t =   and applying the transfer function 
1

( )
1

H s
s

=
 +

 

with 0,   we obtain the following expression: 

 ˆ( )[ ] ( )[ ] ,H s H s =    (27) 

Based on equation (27), the adaptive algorithm is constructed as follows: 

 ˆ ˆ( ),Y =  −   (28) 

where ˆ( )[ ], ( )[ ], 0.Y H s H s=   =     is the adaptation gain. 

Since the vector Y and the matrix Ω are constructed from a the matrix Δ matrix with a diagonal structure, 

Y and Ω can therefore be represented in the following form: 

 ˆCol( ( )[ ]), for 1,2, , ;i iY H s i m=   =   (29) 

 ( ( )[ ]), for 1,2, , .i iblkdiag H s i m =   =   (30) 

From expressions (28), (29), and (30), we can present the adaptive algorithm for each control channel in the 

form: 

 ˆ ˆ( ),i i i ii iY =  −    (31) 

where ˆ( )[ ], ( )[ ], 1,2, , .i i i i i iY H s H s i m=    =   =   

Based on expression (31), Proposition 1 has been proved. 

Remark 5. The adaptive algorithm in the form of (31) ensures that the parameters between channels are 

no longer interdependent, and each parameter only needs to be adjusted based on the error of its own channel. 

As a result, the convergence process for each channel becomes independent, and the adaptive algorithm  

becomes easier to tune. 

By employing the adaptation algorithm (31), it can be concluded that the control objective (2) is achiev-

able [7, 26] with the proposed method, and the following theorem can be stated. 

Theorem 2. Suppose that Assumptions 1 to 4 are satisfied. Then, the state observer (6) applied to system 

(5), and the control law (22) together with the reference observer (13), the disturbance observer (17) and (18), 

and the adaptation algorithm (31), when applied to system (9), which is obtained from system (1) by applying 

the control law (7) with the matrices introduced in Theorem 1, ensure that all signals in the closed loop system 

are bounded and the control objective (2) is achieved. 

 

5. Numerical example 

 

We consider a third-order unstable linear system (1) with 

0 1 0 0 0 1 0
1 0 0 1 2

0,1 0,9 0 , 1 0 , , 1 0 , .
1 0 1 0 3

0 0 1 0 1 1 1

A B C D E

−     
        

= − = = = =        
        −     

 

Suppose the reference signal 
1( ) 3sin(2 )g t t=  is a harmonic signal characterized by unknown parameters 

such as frequency, amplitude, phase, and bias. Additionally, let 
2 ( ) 2g t =  be an unknown constant. Under this 

assumption, 
1( )g t  can be represented using a second-order exosystem as described in (10), whereas 

2 ( )g t  can 

be represented by a first-order exosystem. Therefore, the reference observer (13) is constructed using the ma-

trices 

1 1 2 2

0 1 0 0 0
0 1 0

, , 9, 1, 6 7 0 , 1 0 .
6 7 1

0 0 9 0 1

g g g g g gG l G l G L

   
       

= = = − = = − − =       − −       −   

 

Similarly, the external disturbance is assumed to have the form 
1 23sin(2 ), 3sin(3 ) 2.v t v t= = +  There-

fore, the disturbance observer (17)–(18) is constructed using the matrices 
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1 1 2

2 1 2

0 1 0
0 1 0

, , 0 0 1 ,
3 4 2

6 11 6

0 0 0 0
0 0 0

0 , , 0 0 0 .
1 1 0

6 3 3 6

v v v

v

G l G

l N N

 
     

= = =     − −     − − − 

   
    

= = =    −    −   

 

In designing the Luenberger observer, the eigenvalues –2, –3 and –4 are selected. Using the pole placement 

technique, the observer gain matrix L is calculated as: 

16,1 0

57,61 0 .

8 8

L

 
 

=
 
 − 

 

Based on equation (8), we determine 
1 2 =  and 

2 1 =  for the respective outputs. Choosing the poles for the 

first channel as 
11 122, 3 = − = −  and for the second channel as 

21 4 = − , the decoupling control law (7) is 

designed using the following matrices: 

6 0 6,1 4,1 0
, .

0 4 4 1 5
F K

   
= =   

   
 

For the adaptation algorithm with MRE (31), we choose 
1

( ) .
1

H s
s

=
+

 

The simulation results are presented in Figures 1 and 2 to verify the effectiveness of the proposed ap-

proach. In Figure 1, we simulate the algorithm with the adaptation gain for channel 1 set to 
1 1 =  and for 

channel 2 set to 
2 0,5 = , whereas in Figure 2 we simulate with the adaptation gain for channel 1 set to 

1 3 =  

and for channel 2 set to 
2 1 = . 

 

 

 

Fig. 1. Transients in the closed-loop control system with 1 1 =  and 2 0,5 =  
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Fig. 2. Transients in the closed-loop control system with 1 3 =  and 2 1 =  

 

By observing the simulation results, we can see that the control objective (2) is achieved and the pro-

posed algorithm allows independent adjustment of the adaptation gains between the channels. Comparing  

Figures 1 and 2, we observe that the convergence speed increases when the adaptation gains are increased. 

Moreover, we also see that in this case the convergence is fast even with small adaptation gains. 

 

Conclusion 

 

This paper presents the development of the method for adaptive disturbance compensation in linear 

multivariable systems subjected to unknown multi-harmonic disturbances presented in [7]. The application of 

a system decoupling strategy based on the Falb–Wolovich approach makes the adaptive law easier to tune due 

to the independent adjustment of the adaptation gains. By properly selecting these gains, the designer can balance 

the convergence speed and robustness according to the required performance specifications. In addition, it is 

possible to get improved control performance in situations where negative inter-channel coupling of an original 

system has an adverse effect to the overall dynamic of the system. In the future, the authors plan to extend this 

method to address the problem of output-based disturbance compensation for systems with multiple input delays. 
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Аннотация. Предложен и исследован подход к синтезу нейросетевого регулятора с использованием моди-

фикации функции потерь. В качестве объекта управления рассмотрен двигатель постоянного тока, его модель 

дополнена зависимостью сопротивления обмотки якоря от температурного коэффициента. Предложена также 

модификация архитектуры путем использования слоев Batch-Normalization в скрытых слоях, метода оптими-

зации Nadam и пакетного градиентного спуска. Сформированы и обоснованы основные правила задания кри-

териев в выходных нейронах искусственной нейронной сети. Предложен новый способ задания управляющего 

воздействия для исключения появления ложного влияния не использующихся выходов на процесс обучения 

искусственной нейронной сети. Моделирование на модифицированной модели двигателя постоянного тока 

продемонстрировало высокое качество управления: точное поддержание заданной скорости, соблюдение огра-

ничений по току и отсутствие колебаний тока якоря при исследованных режимах. 

Ключевые слова: искусственная нейронная сеть; нейрорегулятор; обучение нейронной сети; функция  

потерь; двигатель постоянного тока; критерий управления. 
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Abstract. This paper proposes and investigates a modified approach to synthesizing a neural-network controller 

based on the loss-function substitution method. A DC motor is considered as the control object. The model is extended 

to include a temperature-dependent armature winding resistance. The architecture is improved by using Batch Normaliza-

tion layers in the hidden layers and the Nadam optimizer together with batch gradient descent. Principles for assigning 

performance criteria to the network’s output neurons are formulated and justified. A novel method for determining 

control actions is proposed to eliminate the spurious influence of inactive outputs on the training process. Simulation 

of the upgraded DC-motor model demonstrates high control performance: accurate maintenance of the target speed, 

adherence to current limits, and absence of armature current oscillations under the examined operating modes. 
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Введение 

 

Искусственные нейронные сети (ИНС) и методы их обучения активно развиваются и применя-

ются в современных технологических системах для повышения эффективности управления. Их ис-

пользование особенно актуально в случаях, когда классические методы регулирования не обеспечи-

вают необходимого уровня качества. В зависимости от специфики объекта управления (ОУ) и задач 

управления существует множество различных методов синтеза регуляторов на основе ИНС, базирую-

щихся на различных методах и правилах глубокого машинного обучения. 

На данный момент существует ряд обзоров, рассматривающих существующие методы глубокого 

обучения в управлении сложными объектами, представляющими собой физические, механические и 

химические системы [1, 2]. Использование ИНС применительно к производственным процессам рас-

сматривается в работах [3, 4] и для непосредственного управления процессами, и для создания моделей 

объектов управления. Кроме того, существует множество исследований, посвященных синтезу регулято-

ров для различных типов приводов, охватывающих как системы автоматического управления (САУ) [5, 

6], включая тестирование алгоритмов на реальных объектах [7–9], так и анализ существующих подхо-

дов в рамках обзорных работ [10]. 

Методология обучения и применения ИНС в САУ варьирует от «подражания» ПИД-регулятору 

или подбора его коэффициентов с помощью ИНС [6, 11] до инверсного управления с обучением «без 

учителя» на модели ОУ [12]. Во всех рассмотренных работах применяется стандартный подход к вы-

числению функции потерь ИНС, основанный на сравнении выходных значений нейронов последнего 

слоя с заданным целевым значением.  

Ранее в работе [12] был предложен оригинальный подход к синтезу регулятора на основе ИНС, 

т.е. нейрорегулятора, предполагающий обучение ИНС на модели объекта управления с подменой ме-

тода вычисления функции потерь. Этот подход заключается в замене традиционного расчета ошибки 

на расчет специализированных критериев, отражающих целевые показатели качества управления 

(время нарастания функции, перерегулирование, статическая ошибка, соблюдение ограничений, нели-

нейностей и особенностей ОУ), которые будут вносить величины ошибки в функцию потерь по выход-

ным нейронам ИНС и, таким образом, влиять на процесс ее обучения.  

Однако необходимо учитывать, что внесение множества одновременно учитывающихся крите-

риев эффективности в случае, когда достижение одного критерия приводит к ухудшению другого,  

может свести задачу обучения нейронной сети к сложной многокритериальной задаче, обладающей 

труднодостижимыми Парето-оптимумами. В разделе 2.4. работы [13] такой случай описан на примере 

применения эволюционных алгоритмов в многокритериальных задачах, а именно задачи одновремен-

ной минимизации времени нарастания и перерегулирования переходной характеристики САУ. 

В настоящей работе предлагается развитие подхода из работы [12], поскольку последующие  

исследования показали, что предложенный в ней нейрорегулятор имеет ряд недостатков и требует до-

работки для его практического применения. 

 

1. Постановка задачи 

 

Для устранения описанных выше недостатков в настоящей работе были поставлены следующие 

задачи: определение конфигурации и подходов к обучению ИНС, обеспечивающих устойчивый синтез 

нейрорегулятора для модели двигателя постоянного тока (ДПТ); интеграция дополнительного возму-

щающего воздействия на ОУ; отслеживание колебательных процессов тока якоря для оценки различных 

конфигураций ИНС при синтезе нейрорегулятора; выбор оптимальной реализации с соблюдением сле-

дующих требований к управлению: 

1) минимизация отклонения угловой скорости вращения вала от заданного значения; 

2) снижение колебательности тока якоря; 

3) ограничение длительного превышения тока якоря выше трех номинальных значений. 

Процесс обучения и тестирования нейрорегулятора осуществлялся на модифицированной мо-

дели ДПТ, использующейся в работе [12]. Математическая модель ДПТ независимого возбуждения, 
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работающего при постоянном магнитном потоке, представлена системой дифференциальных уравне-

ний электрической цепи и вращающейся части двигателя 

 

( ) я
я я я я

c

1 ,

ω
,

t

di
u R k i L e

dt

d
M M J

dt


= + + +


 − =


 (1) 

где uя – напряжение на якорной обмотке двигателя, Rя – активное сопротивление якорной цепи, kt – 

температурный коэффициент, iя – ток якоря, Lя – индуктивность якорной цепи, e – электродвижущая 

сила (ЭДС) якоря, M – электромагнитный момент двигателя, Mс – момент сопротивления движению, J – 

суммарный момент инерции якоря и нагрузки, ω – скорость вращения вала двигателя. Момент сопро-

тивления движению Mс является возмущающим воздействием, которое подается на вход ОУ. 

Для проверки возможности нейрорегулятора учитывать множество возмущающих воздействий 

в уравнение якорной цепи в системе ДУ (1) был добавлен коэффициент kt, учитывающий изменение 

сопротивления якоря в зависимости от температуры: 

 ( )2 1αt tk T T k= − +  , (2) 

где α – температурный коэффициент сопротивления, T1 – начальная температура якорной цепи, T2 – 

температура якорной цепи после нагрева. Коэффициент kt также подается на вход ОУ. В (2) коэффи-

циент kt зависит от неконтролируемого возмущения tk .  

В демонстрационных целях для увеличения значимости возмущающего воздействия kt задается 

таким образом, что диапазон изменения сопротивления значительно превышает диапазон, характер-

ный для реальных двигателей. 

Дифференциальные уравнения (1) дополняются алгебраическими уравнениями (3), описываю-

щими зависимости для электродвижущей силы и вращающего момента двигателя: 

 
я я

Фω ω,

Ф ,

e e

m m

e k C

M k i C i

= =


= =
 (3) 

где Φ – поток, создаваемый обмоткой возбуждения, ke – коэффициент связи между скоростью и ЭДС, 

km – коэффициент связи между током якоря и электромагнитным моментом, Ce, Cm – переменные, опи-

сывающие связь между скоростью вращения и ЭДС и между током якоря и электромагнитным моментом. 

 

2. Оптимизация процесса обучения и архитектуры ИНС 

 

В подходе из работы [12] при обучении ИНС используется обучающая выборка V = {Pi, P′i}, 

содержащая векторы текущего состояния ОУ Pi, подаваемые на вход ИНС, и векторы критериев управ-

ления P′i, необходимые для расчета функции потерь при помощи критериев управления, которые будут 

рассмотрены в разд. 3. Каждая эпоха обучения состоит из n тактов управления, на каждом из которых 

вырабатывается управляющее воздействие на модель ОУ, после чего формируются векторы Pi и P′i. 

Для решения задачи поддержания заданной скорости в векторе Pi необходимо учитывать следу-

ющие параметры ДПТ на i-м такте процесса управления: задание угловой скорости ωзад,i; угловую ско-

рость ωi; ток якоря iя,i; нагрузку, выраженную статическим моментом сопротивления на валу Mс,i; тем-

пературный коэффициент kt,i, отражающий изменение характеристик двигателя при нагреве. Кроме 

того, чтобы нейронный регулятор корректно воспринимал динамику системы, в его входной вектор 

включаются значения угловой скорости и тока якоря предыдущих двух тактов работы ДПТ. Таким 

образом, входной вектор состоит из 9 значений: Pi = [ωзад,i; ωi; iя,i; Mс,i; kt,i; ωi–1;ωi–2;iя,i–1;iя,i–2]. Выход ИНС 

отражает напряжение, подаваемое на якорную обмотку двигателя, т.е. ИНС вырабатывает управляю-

щее воздействие ui для ОУ. 

Часть обучающей выборки формировалась вручную и содержит 3 изменяющихся во времени па-

раметра: ωзад; Mс; kt, нормализованных относительно номинальных значений. Прочие данные о состо-

янии ОУ определяются в процессе управления моделью при обучении ИНС. Обучающая выборка была 
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сформирована таким образом, чтобы равнозначно отразить все желаемые режимы работы ДПТ и все 

возможные при этом переходы из одного режима в другой минимально повторяющееся количество 

раз. Для проверки результатов обучения по аналогичным правилам была сформирована тестовая вы-

борка, отражающая другие вариации этих режимов и переходов между ними. 

Поскольку входные параметры нормализуются и могут принимать отрицательные значения,  

в качестве функции активации для скрытых слоев используется гиперболический тангенс (tanh). Для 

выходного слоя применяется линейная функция активации, что является стандартным подходом для 

задач регрессии. 

Подбор гиперпараметров осуществлялся экспериментальным путем, так как такой подход является 

довольно распространенным при отсутствии возможности использования уже известной архитектуры 

или готовой модели для достижения конкретной цели [14]. Итоговая конфигурация приведена в разд. 4. 

 

2.1. Внедрение слоев Batch-Normalization 

 

Помимо номинальных режимов работы, ДПТ может работать в условиях повышенной нагрузки, 

при которых нормированные относительно номинальных значений параметры, включая ток якоря и 

механический момент, принимают значения больше единицы. При использовании в скрытых слоях 

активационной функции tanh (гиперболический тангенс), выходные значения которой лежат в диапа-

зоне от –1 до +1, часть активаций попадает в область насыщения. Это приводит к затуханию градиентов 

и, следовательно, к замедлению или полному прекращению процесса обучения. 

Данная проблема была решена при помощи добавления слоев Batch-Normalization (BN) [15]. 

Суть метода заключается в преобразовании входных данных слоя для приведения их к нулевому сред-

нему значению и единичному стандартному отклонению. Такой подход снижает зависимость сети от 

масштаба исходных данных и повышает устойчивость обучения нейронной модели. 

В работе [16] описывается, что BN-слои сглаживают ландшафт оптимизации, это, в свою очередь, 

делает градиенты более предсказуемыми, что ускоряет сходимость и помогает избегать локальных ми-

нимумов при поиске глобального. 

Для функций активации типа tanh, в которых присутствует ограничение, наиболее эффективным 

способом является применение BN после функции активации, поскольку оно дает более устойчивое  

и симметричное распределение, уменьшает насыщение и облегчает обучение [17]. 

 

2.2. Повышение стабильности обучения ИНС 

 

Обучение нейрорегулятора базируется на классическом алгоритме обратного распространения 

ошибки с использованием градиентного спуска. Тем не менее уже на первоначальных экспериментах 

стало ясно, что выбор алгоритма оптимизации напрямую влияет на устойчивость и скорость сходимости 

модели, в том числе на появление явления «взрывных» градиентов, которое описанное в работе [18]. 

Данное явление проявляется в виде экстремального роста значений градиентов при обратном распро-

странении ошибки, что приводит к нестабильности процесса обучения: значение ошибки не уменьша-

ется с прохождением эпох, а изменяется от крайне больших до крайне малых значений. При этом 

наилучшая полученная в процессе обучения конфигурация, как правило, находилась в зоне появления 

«взрывных градиентов», т.е. она обнаруживалась случайным образом в результате «взрывного» сме-

щения весов. При подобном процессе обучения невозможно гарантировать нахождение оптимальной 

конфигурации регулятора. График обучения представлен на рис. 1, a. 

Одной из причин возникновения «взрывных» градиентов является специфика обновления весов 

при использовании стохастического градиентного спуска (СГС) и мини-пакетного градиентного 

спуска (МПГС). Поскольку обучающая выборка содержит режимы, существенно различающиеся 

между собой, их применение приводит к тому, что обновление весов осуществляется на основе огра-

ниченной подвыборки, не отражающей всей совокупности режимов, из-за чего величины смещений 

весов изменяются нестабильно.  
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a                                                                                        b 

Рис. 1. Графики процессов обучения ИНС: a – метод Нестерова с МПГС; b – метод Nadam с ПГС и слоями BN 

Fig. 1 The ANN training processes plots: a) Nesterov with Mini-batch SGD; b) Nadam with SGD and BN layers 
 

Для обеспечения стабильности процесса обучения в данной работе применялся пакетный гради-

ентный спуск (ПГС), при котором обновление весов выполнялось после обработки всей обучающей 

выборки. Вместо классического алгоритма Нестерова, используемого в работе [12], в качестве алго-

ритма оптимизации в данной работе предлагается использовать ускоренный по Нестерову метод адап-

тивной оценки моментов Nadam, впервые описанный в [19] и доказавший свою эффективность при 

обучении моделей на временных рядах [20]. Такой подход позволил повысить устойчивость обучения 

и сгладить колебания градиентов. График обучения с устраненной проблемой взрывных градиентов 

представлен на рис. 1, b и обозначен как e1. Подробное описание графика e2 на рис. 1, b представлено 

в разд. 3.1. 
 

3. Принцип учета критериев управления в функции потерь ИНС 
 

В данной работе используется два основных критерия управления для синтеза нейрорегулятора 

угловой скорости двигателя, разработанных в работе [12]: минимизация отклонения угловой скорости 

вращения от заданной; ограничение превышения тока якоря над заданным значением. Каждый крите-

рий выражен значением ошибки, рассчитываемой на каждом такте управления. 

Рассмотрим расчет критериев на i-м такте управления (среднеквадратичной ошибки): минимума 

отклонения угловой скорости вращения 

 ( )
2

ω, з,ω ωi i ie = − , (4) 

где ωi – реальная угловая скорость на i-м шаге, ωз,i – задание по угловой скорости на i-м шаге, и мини-

мизации превышения тока над заданным значением 

 ( )( )( ) ( )
2 я, огр

c, я, я, огр я,

я, огр

0 ,
,

1 ,

i

i i i i

i

при i i
e f i i i f i

при i i
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= − = 



 (5) 

где iя,i – реальное значение тока якоря на i-м шаге, iогр – заданное значение ограничения тока якоря. 

Общая ошибка (функция потерь) по выходным нейронам ИНС за эпоху обучения рассчитывается 

следующим образом: 

 , , ω, ω, c, c,
1 1 1 1

1 1 1 1 1m n n n

j i j i i i i i
j i i i

C k e k e k e
p n p n n= = = =

   
= = +      

   
, (6) 

где p – количество выходных нейронов, m – количество введенных критериев, n – количество тактов 

управления, ej,i – значение ошибки по j-му критерию управления на i-м такте управления, kj,i – коэффи-

циент значимости j-го критерия на i-м такте управления, kω,i – коэффициент значимости критерия ми-

нимума отклонения угловой скорости вращения на i-м такте управления, kc,i – коэффициент значимости 

критерия минимизации превышения тока над заданным значением на i-м такте управления. 
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Немаловажным аспектом является подбор коэффициентов kj,i, поскольку они влияют на значи-

мость j-го критерия на i-ом такте управления при обучении нейрорегулятора. Коэффициент значимо-

сти kj,i позволяет варьировать добавляемую величину ej,i на каждом такте в общую ошибку С, тем са-

мым задавая относительный вклад данного критерия и его значимость в процессе обучения. 

 

3.1. Исключение влияния неиспользующихся нейронов при внедрении критериев управления 
 

Ранее в работе [12] был предложен подход, когда под каждый критерий управления в выходном 

слое ИНС выделялся свой нейрон, при этом в качестве управляющего воздействия ui использовалось 

выходное значение только первого нейрона, в котором происходит расчет критерия eω,i. 

Каждый критерий управления фактически является слагаемым в расчете суммарной общей 

ошибки по выходным нейронам (6), в каком бы выходном нейроне он ни рассчитывался. Однако было 

обнаружено, что, несмотря на это, имеет существенное значение, рассчитываются ли критерии в нейро-

нах, выходные значения которых используются при управлении. Связано это с тем, что все значения a 

с выходных нейронов, используются в формуле расчета смещения по каждому весу при обратном рас-

пространении ошибки [21]: 

 ( )1σ 'l l
k jl l

jk j

C C
a z

w a

− 
=

 
, (7) 

где C – значение функции потерь (общая ошибка за всю эпоху обучения), w – значение веса, a – вы-

ходное значение нейрона (значение активации), σ – функция активации, z – взвешенная сумма всех 

входов, l – индекс слоя, j – индекс нейрона в слое l, k – индекс нейрона в слое l – 1. 

То есть выделение выходного нейрона под каждый дополнительный критерий, сигнал с которого 

не используется в процессе управления, а лишь служит для расчета слагаемого общей ошибки, приво-

дит к лишнему влиянию этих нейронов на веса ИНС при обратном распространении ошибки. Следо-

вательно, в процессе обучения при управлении не задействуются соответствующие значения выход-

ных нейронов, из-за чего изменение весов не приводит к уменьшению ошибки по данным критериям: 

ошибки по связанным с манипулируемой величиной критериям уменьшаются, тогда как по несвязан-

ным – увеличиваются. При наличии нейронов, выходные значения которых не используются, регуля-

тору не удается определить влияние соответствующих весов на функцию потерь из-за отсутствия об-

ратной связи между ошибкой по критериям и сигналом с выходного нейрона. 

В данной работе предлагается использовать отдельный нейрон под каждый критерий, при этом 

в качестве значения манипулируемой величины использовать сумму значений выходных нейронов, как 

показано на рис. 3 в разд. 4. 

На рис. 1, b показаны процессы изменения функции потерь при обучении нейрорегулятора с ис-

пользованием в качестве ui выходного значения только первого нейрона (e2) и суммы значений выход-

ных нейронов (e1). Из рисунка видно, что в момент, когда управляющее воздействие, вырабатываемое 

нейрорегулятором, приводит к превышению током якоря допустимого значения, происходит рост 

ошибки по ограничивающему критерию. Ошибка регулятора при старом подходе продолжает расти, в 

то время как регулятор при новом подходе учитывает критерий (5) и продолжает корректное обучение.  

Отсюда следует, что для корректного учета критериев управления, во-первых, нельзя допускать 

использования выходных нейронов, значения которых не связаны с некоторой манипулируемой вели-

чиной, во-вторых, в нейронах, влияющих на эту величину, необходимо учитывать все критерии, напря-

мую или косвенно зависящие от этой величины. 

Таким образом, использование модифицированного подхода позволяет получить нейрорегуля-

тор, корректно учитывающий все критерии управления. 

 

3.2. Необходимость учета качества тока якоря при обучении ИНС  
 

Помимо основных введенных критериев управления (5) и (6), существенное значение имел бы 

критерий, учитывающий поведение тока во времени, а именно минимизирующий колебательность 
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тока, так как это является важным условием качественного управления, однако формализация данного 

критерия представляет значительные трудности. В отличие критерия (6), который можно явно задать 

через пороговое условие, отсутствие колебаний тока не имеет однозначной количественной метрики. 

На практике оценка «качества» формы тока часто носит экспертный или визуальный характер: по гра-

фику можно легко определить удачную конфигурацию регулятора, при которой ток не содержит су-

щественных колебаний. Однако по функции потерь этого сделать не получится: в процессе обучения 

ИНС может продолжать снижать ошибку по целевому критерию (5), однако ток якоря становится все 

более нестабильным – возрастают амплитуда и частота колебаний, т.е. текущая функция потерь не от-

ражает реальных требований к качеству управления. 

На текущий момент оценка «качества» формы тока производится визуальным путем по итогам 

регулирования. В результате экспертной оценки было обнаружено, что оптимизация процесса обуче-

ния позволила получить конфигурации, в которых отсутствуют колебания тока. 

Таким образом, отсутствие формализованного критерия для подавления колебаний тока остается 

одним из узких мест разработки нейросетевого регулятора. Несмотря на то, что визуальная оценка поз-

воляет выделить удачные конфигурации на отдельных эпохах обучения, автоматизация этого процесса 

необходима и требует дальнейших исследований и разработки гибких математических показателей, 

описывающих стабильность тока. 

 

4. Итоговая архитектура ИНС 

 

Конфигурация нейронной сети представляет собой полносвязный перцептрон, включающий 

входной слой из 9 параметров, три скрытых слоя и выходной слой с функцией активации Identity 

(linear) и одним нейроном. Первый и второй скрытые слои содержат по три нейрона с функцией акти-

вации tanh, за каждым из них следует слой BN. Третий скрытый слой состоит из одного нейрона  

с функцией активации tanh. Полученный экспериментальным путем вариант архитектуры (рис. 2, b) 

показывает наилучшую эффективность. 

Инициализация весов осуществляется методом Xavier. Механизм оптимизации основан на алго-

ритме ПГС с обратным распространением ошибки. В качестве метода обновления весов применяется 

Nadam при скорости обучения 0,002. Для введенных критериев (5) и (6) оптимальными оказались  

коэффициенты kj,i, равные единице, т.е. они должны равнозначно учитываться в процессе обучения.  

На рис. 2 представлены итоговая архитектура из работы [12] и полученная в данной работе после мо-

дификации. 
 

 
a                                                                                     b 

Рис. 2. Сравнение архитектур ИНС: a – предыдущая, b – текущая 

Fig. 2 Comparison of ANN architectures: a – previous, b – current 

 

Применение описанных модификаций архитектуры повысило устойчивость и предсказуемость 

процесса обучения: устранились резкие колебания функции потерь и обеспечилась более плавная схо-

димость (см. рис. 1, b). При этом требуемое число эпох для достижения устойчивого решения увеличилось 
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примерно в 3,5 раза. Такое увеличение времени обучения можно считать приемлемым с учетом выше-

описанных преимуществ. 

Предложенный подход к синтезу нейросетевого регулятора применим не только для двигателя 

постоянного тока. В качестве ОУ может быть рассмотрена, в принципе, любая динамическая система, 

единственным ограничением является наличие ее адекватной математической модели. 

Синтезированный нейрорегулятор тестировался на выборке, отличной от обучающей, в ходе 

чего были построены графики изменения параметров системы регулирования во времени, представлен-

ные на рис. 3. Первая часть графика демонстрирует регулирование угловой скорости ДПТ ω (1) в зави-

симости от задания угловой скорости ωзад. На второй части представлены входные воздействия на ДПТ: 

момент сопротивления Mс (1) и температурный коэффициент kt (2). На третьей части представлен ток 

якоря iя (1), величина которого ограничена тремя номинальными значениями критерием для регуля-

тора. 
 

 

Рис. 3. Графики изменения во времени: угловой скорости (оранжевый) и ее задания (синий); момента сопротивления  

(зеленый) и температурного коэффициента (красный); тока якоря (фиолетовый) при моделировании системы  

регулирования с обученным нейрорегулятором 

Fig. 3 Simulation of a control system with a trained neural controller: angular velocity (orange) and its setpoint (blue);  

resistance torque (green) and temperature coefficient (red); armature current (violet) 

 

Результаты моделирования, представленные на рис. 3, подтверждают устойчивость работы раз-

работанного регулятора: изменение нагрузки компенсируется заранее практически без снижения ско-

рости, а при смене уставки наблюдается лишь минимальное перерегулирование, не превышающее 1%. 

На всех исследованных режимах токовые колебания отсутствуют (оценка колебаний производилась 

экспертно): возникающие переходные процессы быстро затухают, обеспечивая стабильность и надеж-

ность функционирования системы. 

 

Заключение 

 

Предложен усовершенствованный метод синтеза нейросетевого регулятора для ДПТ на основе 

модификации функции потерь, который заключается в замене традиционного расчета ошибки на рас-

чет специализированных критериев, отражающих целевые показатели качества управления. В работе 

показано, что применение BN, ПГС и Nadam существенно повышает стабильность процесса обучения. 

Моделирование подтвердило высокое качество управления даже при значительных входных воз-

действиях на ОУ: точность поддержания заданной скорости, быстрое затухание переходных процессов 

и минимальное перерегулирование. 

ωзад ω 

kt M

с 

iя 
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Сформированы основные правила учета критериев на выходных нейронах ИНС. 

Предложенный способ задания управляющего воздействия устраняет ложное влияние «неуправ-

ляемых» выходных нейронов на градиенты и позволяет корректно находить локальные минимумы 

функции потерь. 
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Аннотация. Предложена оценка надежности восстанавливаемых многоуровневых систем с обеднением на 

каждом уровне в кластеры идентичных по надежности узлов, рассматриваемых в работоспособном или отка-

завшем состоянии, при ограниченном числом операторов, что обусловливает возможное образование очереди 

на восстановление узлов. Новизна предлагаемого подхода к оценке коэффициента готовности многоуровневой 

системы заключается в том, что на основе известной из теории массового обслуживания модели с конечным 

числом источников нагрузки и одним обслуживающим прибором находятся вероятности различного числа отка-

завших узлов без привязки их расположения по уровням, а затем на основе комбинаторики находится условная 

вероятность того, что при этом число исправных элементов на каждом уровне соответствует условию работо-

способности системы. Предлагаемый подход позволяет избежать завышенной оценки надежности системы, 

получаемой в предположении восстановления с назначением для каждого уровня отдельного оператора. 

Ключевые слова: многоуровневый кластер; коэффициент готовности; восстанавливаемая система; огра-
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with a finite number of load sources and one servicing device, the probabilities of a different number of failed nodes 

are found without linking their location by levels, and then, based on combinatorics, a conditional probability is found 

that the number of serviceable elements at each level, it corresponds to the condition of the system's operability.  

The proposed approach avoids overestimating the reliability of the system, which is obtained under the assumption  

of recovery with the assignment of a separate operator for each level. 
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Введение 

 

В современных распределенных инфокоммуникационных системах остро стоит задача обеспе-

чения высокой надежности и отказоустойчивости. Обоснование мер по достижению необходимой 

надежности требует ее оценку с учетом вариантности дисциплин восстановления, которая может быть 

сопряжена с определенными трудностями из-за сложности объекта. Для восстанавливаемых инфокомму-

никационных систем оценка надежности прежде всего важна по коэффициенту готовности и, возмож-

но, по коэффициенту оперативной готовности при выполнении задач ответственного назначения [1–3]. 

Распределенные компьютерные системы, реализующие передачу, хранение и обработку данных, как 

правило, являются многоуровневыми с резервированием всех ресурсов для исключения единой точки 

отказа и достижения высокой надежности и отказоустойчивости [4–7]. В распределенных системах 

консолидация ресурсов на каждом уровне обработки и хранения данных осуществляется при объеди-

нении резервированных узлов в кластеры [8–12], доступ к которым осуществляется через многопуте-

вую сеть [13–15]. В многопутевых сетях возможно адаптивное распределение трафика к адресуемым 

узлам, в том числе при репликации и сегментации пакетов с их передачей по разным пересекающимся 

или непересекающимся маршрутам, возможно, характеризующимся разной надежностью и временем 

доставки [16, 17].  

Для систем с неограниченным восстановлением, в которых очереди на восстановление отказав-

ших элементов не образуются, коэффициент готовности может быть оценен через коэффициенты го-

товности элементов. Однако следует отметить, что точность такого расчета обеспечивается, только 

если на обслуживание (восстановление после отказа) каждого элемента выделяется отдельный опера-

тор, что в реальных системах труднореализуемо, в том числе из экономических соображений. При 

ограничении числа операторов использование моделей неограниченного восстановления приводит  

к завышенной оценке надежности, что в принципе недопустимо. Для структурно сложных систем (не 

сводящихся к параллельно-последовательной схеме соединения элементов) при неограниченном вос-

становлении расчет может быть основан на граничных оценках по методам Эзари–Прошана или Лит-

вака–Ушакова [18, 19]. При расчете по минимальным путям метод Эзари–Прошана дает верхнюю 

оценку надежности, а метод Литвака–Ушакова нижнюю, но при этом модель неограниченного восста-

новления, по сути, всегда дает верхнее приближение, – в результате этого противоречия нижнюю 

оценку (которая с точки зрения надежности более интересна) в принципе получить не удается. Тот же 

эффект невозможности нижнего приближения имеет место при расчете на основе минимальных сече-

ний, так как в этом случае метод Эзари–Прошана дает нижнее приближение, что противоречит верхней 

оценке при использовании модели неограниченного восстановления. При этом метод Литвака–Уша-

кова по минимальным сечениям дает верхнюю оценку, которая дополнительно усиливает погрешность 

за счет предположения неограниченного восстановления элементов.      

Для восстанавливаемых резервированных структурно-сложных компьютерных систем из узлов 

с множеством работоспособных состояний метод минимальных путей и сечений при допущении неза-

висимого восстановления узлов приводит к дополнительному увеличению погрешности расчета коэф-

фициента готовности. 
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Для снижения погрешности расчета надежности восстанавливаемых систем, если число опера-

торов меньше числа узлов, требуется учет зависимости восстановления узлов из-за возможного фор-

мирования очереди на их восстановление, который возможен при построении марковских моделей 

[18–21]. Для параллельного объединения в одноуровневый кластер узлов, рассматриваемых в двух со-

стояниях – работоспособном либо отказавшем, при наличии одного оператора, обслуживающего кла-

стер, расчет вероятностей всех состоянии системы возможен на основе процесса размножения и гибели 

при использовании известной из теории массового обслуживания модели с конечным числом источников 

нагрузки и одним обслуживающим прибором [19, 22]. При таком подходе после суммирования веро-

ятностей всех работоспособных состояний кластера удается вычислить его коэффициент готовности. 

Для одноуровневых кластеров из параллельно соединенных узлов сложной структуры, способ-

ных находиться в множестве состояний, в том числе в нескольких работоспособных с различной эф-

фективностью вычислений [20] и различной сложностью восстановления при ограниченным числе 

операторов, сложность оценки коэффициента готовности одноуровневого кластера на основе марков-

ской модели возрастает [20], в том числе из-за размерности и сложности построения диаграммы состо-

яний и переходов. В связи с этим в статье [22] предложен подход к оценке коэффициента готовности 

систем из структурно сложных узлов, основанный на декомпозиции марковской модели, при форми-

ровании диаграммы состояний и переходов для одного выделенного узла кластера с учетом замедления 

его восстановления из-за очереди на восстановления других узлов кластера. При этом предлагается 

многоэтапная процедура уточнения влияния восстановления ранее отказавших в системе узлов на за-

медление восстановления выделенного узла при формировании верхней и нижней оценок надежности. 

Определив по диаграмме состояний выделенного узла вероятности его состояний при идентичности 

всех узлов кластера, на основе перебора гипотез определяются среднее число требующих восстанов-

ление элементов и, соответственно, среднее время восстановления ранее отказавших узлов. Ограниче-

ние метода, предложенное в [23], обусловлено предположением идентичности всех узлов кластера и 

ориентацией только на одноуровневый кластер при наличии одного оператора, осуществляющего по-

очередное восстановление структурно сложных узлов. Использование этого подхода для многоуров-

невых систем требует дополнительных исследований. 

Рассмотрим подходы к оценке надежности на основе марковских процессов одноуровневых и 

многоуровневых систем из элементов, рассматриваемых в двух состояниях: оказавшем и работоспо-

собном. В этом случае для одноуровневых систем возможен расчет надежности на основе модели  

с конечным числом источников нагрузки и одним обслуживающим прибором [19, 22], позволяющей 

по известным формулам вычислить вероятности всех состояний и при суммировании вероятностей 

работоспособных состояний вычислить коэффициент готовности системы.  

При объединении одноуровневых кластеров в многоуровневую систему оценка коэффициента ее 

готовности как произведения коэффициентов готовности всех уровней дает точный результат, только 

если каждый уровень независимо восстанавливается закрепленным за ним оператором. Если же число 

операторов в системе меньше числа уровней, такой расчет без учета замедления из-за зависимого вос-

становления разных уровней дает верхнее приближение, что для расчета надежности неприемлемо. 

Для двухуровневых систем из узлов, рассматриваемых в двух состояниях: работоспособном либо 

отказавшем, при одном операторе, восстанавливающем систему, возможно построение марковской мо-

дели оценки коэффициента готовности при различных приоритетах восстановления узлов (например, 

приоритет выше у первого или второго уровня или он выше у уровня, число отказавших узлов которого 

больше). Однако такой подход для кластеров с числом уровней больше двух становится нереализуе-

мым из-за громоздкости диаграммы состояний и переходов.  

Цель данной работы – точная оценка надежности по коэффициенту готовности многоуровневых 

систем с обеднением на каждом уровне идентичных по надежности узлов, рассматриваемых в работо-

способном или отказавшем состоянии, при восстановлении системы ограниченным числом операто-

ров, что обусловливает возможность образования очереди на восстановление узлов.   

Новизна предлагаемого подхода к оценке коэффициента готовности многоуровневой системы из 

идентичных узлов, рассматриваемых в состоянии работоспособности или отказа, заключается в том, 
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что на основе известной из теории массового обслуживания модели с конечным числом источников 

нагрузки и одним обслуживающим прибором находятся вероятности различного числа работоспособ-

ных узлов без привязки их расположения по уровням, а затем на основе комбинаторного перебора 

находится условная вероятность того, что при этом число исправных узлов на каждом уровне соответ-

ствует условию работоспособности системы. 

Ограничение представленной модели надежности заключается в предположении идентичности 

всех узлов системы по надежности (одинаковые для всех узлов интенсивности отказов и восстановле-

ний; заметим, что возможно усреднение интенсивностей для всех узлов) и их рассмотрении в двух 

состояниях: работоспособном либо отказавшем. 

Достоинство подхода заключается в возможности при указанных условиях (ограничениях) по-

лучения точной оценки коэффициента готовности многоуровневой системы при преодолении комби-

наторной сложности построения марковской модели, когда число уровней больше двух, а восстанов-

ление многоуровневой системы осуществляется одним оператором. Предлагаемый подход позволяет 

избежать завышенной оценки надежности системы, получаемой в предположении выделения для вос-

становления узлов каждого уровня отдельного оператора.   

 

1. Модель надежности многоуровневого кластера при независимом восстановлении 

узлов на разных уровнях 

 

Объектом исследования является многоуровневый восстанавливаемый кластер, укомплектован-

ный на i-м уровне ni одинаковыми по надежности узлами, рассматриваемыми в двух состояниях: рабо-

тоспособном либо отказавшем (рис. 1).  
 

 

Рис. 1. Многоуровневый кластер 

Fig. 1. Multi-level cluster 

 

Вначале рассмотрим случай, когда восстановление узлов внутри каждого уровня зависимо, а вос-

становление узлов разных уровней независимо. На разных уровнях могут использоваться узлы разной 

надежности. Этому случаю соответствует выделение одного оператора на каждый уровень для восста-

новления узлов внутри уровня после их отказов. При таком подходе на каждом уровне может форми-

роваться очередь на восстановление узлов, но облуживание очередей разных уровней является незави-

симым.  

Процесс отказов и восстановлений на j-м уровне представим в виде хорошо изученного процесса 

размножения и гибели [22], для которого при отказе i из nj узлов интенсивность отказов будет

( ), , 0j i j j jn i i n =  −   , а интенсивность восстановления узлов j-го уровня равна µj.  

На основе известной формулы теории массового обслуживания для системы с конечным числом 

источников нагрузки и одним обслуживающим прибором [22] вероятность отказа i из nj узлов для j-го 

уровня вычисляется как   
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Если для функционирования уровня достаточно работоспособности хотя бы одного из узлов, то коэф-

фициент готовности j-го уровня ,1
jj j nk p= − , а если не менее dj узлов, то ,

0

jd

j j i
i

k p
=

=  . 

Для L уровневой системы коэффициент готовности при независимом восстановлении узлов раз-

ных уровней вычисляется как 
1

L

L j
j

k k
=

=  . 

Для рассмотренного случая независимого восстановления на разных уровнях предполагается 

наличие одного ремонтника на каждом уровне. Такое решение не всегда экономически оправдано, по-

этому остановимся на случае обслуживания всех уровней кластера одним оператором.     

 

2. Модель надежности многоуровневого кластера  

при зависимом восстановлении узлов разных уровнях 

 

При ограниченном восстановлении из-за наличия одного оператора (ремонтника) на весь много-

уровневый кластер ранее рассмотренная модель приводит к завышенной оценке надежности кластера, 

так как предполагает возможность одновременного (независимого) восстановления узлов разных уров-

ней. При ограниченных возможностях восстановления, когда в каждый момент времени предполага-

ется восстановление только одного узла многоуровневой системы, марковская модель отказов и вос-

становлений многоуровневого кластера резко усложняется, в том числе по размерности. Так, на рис. 2 

представлен пример диаграммы состояний и переходов марковской модели двухуровневого кластера, 

содержащего по четыре узла на каждом уровне. Все узлы внутри каждого уровня одинаковы по интен-

сивности отказов и восстановлений, но могут различаться для разных уровней. 
 

 

Рис. 2. Марковская модель двухуровневого кластера 

Fig. 2. Markov model of a two-level cluster 

 

При кодировании состояний кластера на диаграмме по рис. 2 первый символ обозначает число 

исправных узлов на его первом уровне, а второй – на втором. Приоритет восстановления выше для 

уровня, в котором число работоспособных узлов меньше. Для неработоспособных состояний кластера 
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происходит его отключение, при котором дальнейшие отказы узлов исключаются. Изменения дисци-

плин (приоритетов) обслуживания сопровождается изменением диаграммы состояний и переходов. 

Представленная диаграмма может быть легко адаптирована к изменению числа узлов уровней и раз-

личным дисциплинам восстановления узлов двухуровневой системы.  

По представленной диаграмме состояний и переходов на основе известного подхода составля-

ется система алгебраических (или дифференциальных) уравнений, которая позволяет найти вероятно-

сти состояний кластера и, соответственно, стационарный (нестационарный) коэффициент готовности 

кластера, суммируя вероятности его работоспособных состояний. Так, если условие работоспособно-

сти кластера заключается в работоспособности хотя бы одного узла на каждом уровне, то коэффициент 

готовности вычисляется как 
8

0
i

i

k p
=

=  , где p0, p1, p2, …, p8 – вероятности работоспособных состояний 

кластера. 

Заметим, что при трех и большем числе уровней кластера граф становится многомерным, а по-

строение марковской модели – практически нереализуемым из-за размерности. Сведение модели 

надежности кластера к случаю независимого обслуживания на каждом уровне при назначении для него 

отдельного оператора, если число операторов меньше числа уровней, приводит к завышенной оценке 

надежности, что недопустимо.  

В связи с этим требуется построение модели надежности многоуровневого кластера, обслужива-

емого ограниченным числом операторов (одним оператором). Для начала рассмотрим оценку коэффи-

циента готовности многоуровневого кластера, компонуемого на всех уровнях одинаковыми по надеж-

ности узлами, рассматриваемыми в одном из двух состояний: отказа либо работоспособности. Постро-

ение модели многоуровневой системы ограниченного восстановления предлагается на основе сочета-

ния марковской модели и комбинаторики. 

 

3. Оценка надежности многоуровневого кластера ограниченного восстановления  

на основе сочетания марковской модели и комбинаторики 
 

Рассмотрим многоуровневый кластер из одинаковых по надежности элементов с интенсивно-

стью отказов λ, а восстановлений μ. Обслуживание всех уровней кластера осуществляется одним опера-

тором. Выбор узла на восстановление производится случайно без привязки к уровню его расположения. 

Если для функционирования системы достаточно работоспособности хотя бы одного узла на каждом 

уровне, то для трехуровневой системы минимально необходимое число работоспособных элементов 

три при условии их расположения на разных уровнях.  

Вероятность того, что в системе из n узлов исправно i узлов (отказало n – i узлов) без учета рас-

положения отказавших элементов по уровням, можно найти по известной формуле процесса размно-

жения и гибели как  

( )

1
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. 

Заметим, что вычисление коэффициента готовности трехуровневого кластера как 3
n
i ik p==   дает за-

вышенный результат, так как не исключает комбинаций, для которых общее число работоспособных 

узлов больше трех, но при этом на одном или нескольких уровнях отказали все узлы. Для исключения 

учета подобных комбинаций расчет коэффициента готовности поведем как  

 ( )
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где условие работоспособности кластера 
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Расчет основан на переборе всевозможных состоянии n узлов кластера с суммированием вероят-

ностей состояний с работоспособностью хотя бы одного узла на каждом уровне. 

Сократить перебор удается при использовании следующей формулы:  
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1 2 3
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1 1 2
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Заметим, что расчет по (1) и (2) дает совпадение результатов.   

Представленный расчет коэффициента готовности многоуровневого кластера при его обслужи-

вании одним оператором в предположении идентичности узлов по интенсивности отказов и восстанов-

лений дает точный результат.  

Сравним коэффициент готовности для трехуровневого кластера, на каждом из трех уровней ко-

торого имеется по четыре одинаковых по надежности узла, для случаев когда на обслуживание каж-

дого уровня выделяется отдельный оператор и когда все три уровня обслуживаются одним оператором. 

Результаты сравнения в зависимости от интенсивности восстановления µ при интенсивности отказов 

λ = 5 10–4 1/ч представлены на рис. 3 кривыми k1 и k2. Приведенные расчеты показывают влияние оче-

реди на восстановление узлов разных уровней при назначении одного оператора на обслуживание всех 

уровней. Расчеты позволяют установить погрешность завышенной оценки в предположении наличия 

оператора на каждом уровне и обосновать выбор числа операторов для обслуживания многоуровневого 

кластера.  
 

 

Рис. 3. Коэффициенты готовности кластера, когда на обслуживание каждого уровня выделяется отдельный оператор (k1)  

и когда все три уровня обслуживаются одним оператором (k2) 

Fig. 3. Cluster availability coefficients when a separate operator is assigned to service each level (k1)  

and when all three levels are serviced by a single operator (k2) 

 

Расчеты выполнены с условием работоспособности кластера при работоспособности хотя бы од-

ного узла на каждом уровне. Если при заданном входном потоке требуется выполнения условий ста-

ционарности обслуживания запросов, то надежность системы оценим по коэффициенту готовности 

кластера к обслуживанию запросов в стационарном режиме. Искомый коэффициент оценим по фор-

муле (1) или (2) при изменении условий работоспособности. Так, для (1) условие работоспособности 

преобразуется к виду: 
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где Λ – суммарная интенсивность потока запросов, поступающих на каждый уровень кластера, а v1, v2, 

v3 – их среднее время выполнение на соответствующих уровнях. 

Зависимость коэффициента готовности к выполнению запросов в стационарном режиме от интен-

сивности входного потока Λ для кластера, на каждом уровне которого имеется по четыре одинаковых 

по надежности узла, если все три уровня обслуживаются одним оператором, представлена на рис. 4. 

Расчет выполнен при λ = 5 10–4 1/ч, v1 = v2 = v3 = 0,1 с и интенсивности восстановления узлов µ = 0,02, 

0,03, 0,04 1/ч. Из графиков видна ступенчатость влияния интенсивности входного потока Λ на готов-

ность работы кластера в стационарном режиме. 
 

 

Рис. 4. Зависимость коэффициента готовности к выполнению запросов в стационарном режиме  

от интенсивности входного потока Λ 

Fig. 4. The dependence of the coefficient of readiness to fulfill requests in stationary mode on the intensity of the input stream Λ 

 

Предложенные модели могут быть применены для оценок среднего времени ожидания в стаци-

онарном режиме и среднего запаса времени ожидания относительно некоторой заданной величины t, 

характеризующей предельно допустимое время ожидания. 

Так, запас среднего времени пребывания запросов относительно некоторого заданного значения 

можно оценить при модернизации формулы (1) как 
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 – средние времена пребывания за-

просов [21] на первом, втором и третьем уровнях. 

Результаты расчета запаса среднего времени пребывания запросов kt в трехуровневой системе, 

которая в исходном состоянии на каждом уровне имеет по четыре узла, при интенсивности их отказов 

λ = 5 10–4 1/ч, а восстановлений µ = 1,0 1/ч при допустимом времени ожидания t = 2, 1,5, 1,0 c представ-

лены на рис. 5.  
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Рис. 5. Запас среднего времени пребывания запросов 

Fig. 5. The margin of the average time spent by requests 

  

Заключение 

 

Для многоуровневых систем с обеднением на каждом уровне в кластеры идентичных по надеж-

ности узлов, рассматриваемых в работоспособном или отказавшем состоянии, предложена оценка 

надежности по коэффициенту готовности при восстановлении системы ограниченным числом опера-

торов, что может привести к формированию очереди на восстановление узлов.  

Отличие предлагаемой оценки надежности многоуровневого кластера заключается в том, что на 

основе известной модели обслуживания с конечным числом источников нагрузки и одним обслужива-

ющим прибором находятся вероятности различного числа работоспособных узлов без привязки их рас-

положения по уровням, а затем на основе комбинаторного перебора находится условная вероятность 

того, что при этом число исправных узлов на каждом уровне соответствует условию работоспособно-

сти системы. 

Предложенный подход позволяет преодолеть возрастание сложности построения марковской 

модели, когда число уровней больше двух, а восстановление многоуровневой системы осуществляется 

ограниченным числом операторов, меньшим, чем число уровней системы, при этом удается избежать 

завышенной оценки надежности системы, получаемой в предположении выделения для восстановле-

ния узлов каждого уровня отдельного оператора.   

На основе предложенной модели оценены коэффициент готовности кластера к обслуживанию 

запросов в стационарном режиме и средний запас времени ожидания относительно предельно допу-

стимого времени ожидания. 
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Аннотация. Методом вспомогательных источников выполнено моделирование рассеяния электромагнит-

ной волны на тонком идеально проводящем цилиндре, расположенном внутри шара или эллипсоида из дважды 

негативного метаматериала. Представлены результаты вычисления сечений обратного рассеяния цилиндров 

различной длины, расположенных внутри сферы или эллипсоида, имеющих различные значения относитель-

ных диэлектрической и магнитной проницаемостей. Установлено, что при расположении цилиндра внутри 

тела из дважды негативного метаматериала можно существенно уменьшить сечение обратного рассеяния 

структуры. 
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Введение 

 

К настоящему времени в литературе уже опубликовано большое число теоретических и экспери-

ментальных работ, посвященных исследованию физических явлений в новых материалах, получивших 

название «метаматериалы» (см., например, обзор [1]). К метаматериалам обычно относят искусствен-

ные материалы, которые характеризуются отрицательными значениями диэлектрической и магнитной 

проницаемостей (или одной из них). Метаматериалы открывают новые возможности для разработки 

различных СВЧ и оптических устройств. Одно из интересных приложений метаматериалов связано  

с идеями разработки невидимых объектов и оболочек для электромагнитной маскировки объектов [2–

4]. В данной статье изложены результаты моделирования методом вспомогательных источников рас-

сеяния плоской электромагнитной волны на тонком идеально проводящем цилиндре, расположенном 

внутри шара или эллипсоида из дважды негативного метаматериала. Эти результаты в основном каса-

ются зависимости сечений обратного рассеяния структуры от угла падения волны при различных зна-

чениях радиуса шара и его относительных диэлектрической и магнитной проницаемостей. Приведены 

также результаты исследований зависимости сечений обратного рассеяния структуры от значений по-

луосей эллипсоида при различных углах падения волны. 

 

1. Электрофизические свойства метаматериалов 

 

Метаматериалы обычно создаются путем внедрения в исходный природный материал различных 

периодических элементов с самыми различными формами, которые модифицируют диэлектрическую 

и магнитную проницаемости исходного материала [1]. Если размер этих элементов мал по сравнению 

с длиной волны, то метаматериал можно рассматривать как изотропную однородную среду, характе-

ризуемую эффективными значениями относительных диэлектрической и магнитной проницаемостей. 

При используемой в наших работах временной зависимости в виде exp( ),i t−   где ω – циклическая 

частота стационарного электромагнитного поля, они в общем случае имеют вид: 

 exp( ), exp( ),i i i i    =  +  =    =  +  =    (1) 

где   и   определяют соответственно электрические и магнитные потери. 

В зависимости от знаков реальных частей ε и µ выделяют следующие типы метаматериалов [6]: 

если 0   и 0  , то материал называют «дважды негативным» (DNGM); если 0  , а 0  , то 

материал называют «мю-негативным» (MNGM); если 0  , а 0  , то материал называют «эпсилон-

негативным» (ENGM). 

Волновые характеристики среды (волновое число k и характеристическое сопротивление Z) свя-

заны с (1) соотношениями 

 0 0exp , exp ,
2 2

k k i Z Z i
 +   −    

=   =   
   

 (2) 

0
0 0 0 0

0

, ,k Z


=    =


 

где 0 0,   – абсолютные электрическая и магнитная проницаемости вакуума, а exp
2

n i
 +  

=    
 

 – 

показатель преломления среды. Для идеального DNGM  =  =   и, в соответствии с (2), 

 0 0, .k k Z Z


= −   =


 (3) 
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2. Численные результаты 

 

С учетом свойств (3) дважды негативного метаматериала методом вспомогательных источников 

было выполнено моделирование рассеяния плоской электромагнитной волны на тонком идеально про-

водящем цилиндре, расположенном внутри шара или эллипсоида (шар – частный случай эллипсоида, 

когда его полуоси равны). Алгоритм моделирования во многом напоминает подробно представленный 

в работе [5] алгоритм моделирования рассеяния плоской волны на подобной структуре, когда эллип-

соид выполнен из обычного диэлектрика, поэтому здесь он не приводится. 

Исследуемая структура показана на рис. 1. В этой структуре цилиндр расположен внутри трех-

осного эллипсоида, изготовленного из DNGM. Центр эллипсоида совпадает с началом декартовой си-

стемы координат Oxyz. Полуоси эллипсоида (, , 2 / ,e e e ek a k b k c k =    λ – длина волны возбуждающего 

структуру поля) ориентированы вдоль осей x, y, z соответственно. Идеально проводящий цилиндр без-

размерной длины 
ek l  и безразмерного радиуса 

ek r  расположен внутри эллипсоида таким образом, что 

его осевая линия ориентирована вдоль оси z, а ее центр совпадает с центром эллипсоида. Структура 

возбуждается линейно поляризованной плоской волной, падающей таким образом, что векторы ek  и 

0E  расположены в плоскости xOz, при этом вектор ek
 
образует с осью z угол ψ, называемый углом 

падения плоской волны. 
 

 

Рис. 1. Исследуемая структура 

Fig. 1. The structure under consideration 
 

На рис. 2 и 3 представлены зависимости сечения обратного рассеяния от угла ψ падения плоской 

волны для цилиндра длиной 
ek l  = 3,1416, радиуса 

ek r  = 0,1, расположенного внутри шара из обычного 

диэлектрика и DNGM. Рисунок 2 относится к случаю, когда радиус шара 2,e e e ek R k a k b k c= = = =   

а рис. 3 – к случаю, когда радиус шара 3.e e e ek R k a k b k c= = = =  Кривая 1 на рис. 2 соответствует обыч-

ному диэлектрику с ε = 2, μ = 1; кривая 2 – DNGM с ε = –2, μ = –1. На рис. 3 кривая 1 соответствует 
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обычному диэлектрику с ε = 4, μ = 1; кривая 2 – DNGM с ε = –4, μ = –1. По оси абсцисс на рис. 2 и 3 

отложен угол падения плоской волны ψ (см. рис. 1) в градусах, по оси ординат – сечение обратного 

рассеяния, нормированное на квадрат длины волны и выраженное в децибелах. 
 

 

Рис. 2. Зависимость сечения обратного рассеяния от угла ψ падения плоской волны для цилиндра длиной 3,1416,ek l =  

расположенного внутри шара радиуса 2.ek R =  Кривая 1 соответствует обычному диэлектрику с ε = 2, μ = 1;  

кривая 2 – DNGM c ε = –2, μ = –1 

Fig. 2. Backscattering cross section as a function of the incidence angle ψ of the plane wave for a cylinder of length 3,1416,ek l =  

located inside the sphere with radius 2.ek R =  Curve 1 corresponds to the sphere from ordinary dielectric with ε = 2, μ = 1;  

curve 2 – to the sphere from DNGM with ε = –2, μ = –1 

 

 

Рис. 3. Зависимость сечения обратного рассеяния от угла ψ падения плоской волны для цилиндра длиной 3,1416,ek l =  

расположенного внутри шара радиуса 3.ek R =  Кривая 1 соответствует обычному диэлектрику с ε = 4, μ = 1;  

кривая 2 – DNGM c ε = –4, μ = –1 

Fig. 3. Backscattering cross section as a function of the incidence angle ψ of the plane wave for a cylinder of length 3,1416,ek l =  

located inside the sphere with radius 3.ek R =  Curve 1 corresponds to the sphere from ordinary dielectric with ε = 4, μ = 1;   

curve 2 – to the sphere from DNGM with ε = –4, μ = –1 
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Необходимо отметить, что при использовании для решения данной задачи метода, представлен-

ного в [5], точность решения задачи (невязка граничных условий) существенно зависит от положения 

внутренней и внешней вспомогательных поверхностей, на которых располагаются вспомогательные 

диполи. Эти положения определяются значениями параметров подобия Ke (для внутренней вспомога-

тельной поверхности) и Ki (для внешней вспомогательной поверхности). Для диэлектрического тела 

оптимальные (в смысле минимума нормы невязки граничных условий) значения Ke и Ki определены  

в работе [7]. Они лежат в интервалах 0,3 < Ke <0,6; 3 < Ki < 6. Для тел из метаматериала этот вопрос 

оставался неясным. Чтобы его прояснить, были выполнены подобные исследования для тел из метама-

териалов различного типа в рассматриваемой задаче. Оказалось, что для тел из DNGM оптимальные 

значения параметров Ke и Ki лежат в тех же интервалах, что и для тел из обычного диэлектрика. 

На основании этих исследований как для эллипсоида из обычного диэлектрика, так и для эллип-

соида из DNGM параметр Ke выбран равным 0,5, а Ki – равным 4. Что касается выбора других парамет-

ров метода [5], а именно чисел Ne и Ni точек размещения вспомогательных диполей на внутренней и 

внешней вспомогательных поверхностях, чисел L и Lp точек коллокации на поверхностях тела и ци-

линдра, а также числа участков разбиения осевой линии цилиндра Np, то значения этих параметров, 

выбранные ранее в случае диэлектрического тела и представленные в работе [5], оказались вполне 

пригодными и в тех случаях, когда тело, внутри которого располагается цилиндр, выполнено из 

DNGM. Конкретно при получении всех результатов, представленных в данной статье, использовались 

следующие параметры метода: Ne = Ni = 400, L = 800, Lp = 100 при kel = 3,1416 и Lp = 120 при kel = 4,712, 

Np = 25 при kel = 3,1416 и Np = 30 при kel = 4,712. Подробности, касающиеся размещения точек распо-

ложения диполей и точек коллокации, представлены в работе [5. С. 19]. При данных значениях пара-

метров метода и указанных выше значениях Ke и Ki для всех результатов, представленных в данной 

статье, значения нормы невязки граничных условий на поверхностях структуры не превышают 0,03. 

Анализ результатов, представленных на рис. 2, 3, позволяет сделать следующие выводы. При 

расположении цилиндра внутри тела из DNGM можно существенно уменьшить сечение обратного рас-

сеяния структуры по сравнению со случаем расположения цилиндра внутри обычного диэлектрика, 

характеризуемого относительными диэлектрической и магнитной проницаемостями с такими же мо-

дулями. Это особенно заметно при сравнении кривых 1 и 2 на рис. 3, относящихся соответственно  

к обычному диэлектрику с параметрами ε = 4, μ = 1 и DNGM с параметрами ε = –4, μ = –1. В данном 

случае при использовании DNGM удается уменьшить сечение обратного рассеяния не менее чем на 16 дБ 

во всем диапазоне углов падения плоской волны. Как показывает сравнение кривых 1 и 2 на рис. 2, и при 

расположении цилиндра внутри сферы радиуса kel = 2 из DNGM с параметрами ε = –2, μ = –1 сечение 

обратного рассеяния структуры существенно уменьшается для большинства углов падения плоской 

волны по сравнению со случаем расположения цилиндра внутри такой же сферы из обычного диэлек-

трика с параметрами ε = 2, μ = 1. 

Рисунок 4 иллюстрирует влияние величины потерь в DNGM на значение сечения обратного рас-

сеяния цилиндра длиной kel = 3,1416, радиуса ker = 0,1, расположенного внутри шара радиуса 

3e e e ek R k a k b k c= = = =  из DNGM. Предполагается, что для каждого случая величины электрических и 

магнитных потерь, характеризуемые значениями мнимых частей ε и µ, одинаковы. Кривая 1 относится 

к DNGM без потерь с параметрами ε = –4, μ = –1; кривая 2 – к DNGM с параметрами 

4 0,05 , 1 0,05i i = − +  = − + ; кривая 3 – к DNGM с параметрами 4 0,1 , 1 0,1i i = − +  = − + ; кривая 4 – 

к DNGM с параметрами 4 0,15 , 1 0,15i i = − +  = − + ; кривая 5 – к DNGM с параметрами 4 0,2 ,i = − +

1 0,2 .i = − +  Сравнение кривых 2–5 с кривой 1, характеризующей сечение обратного рассеяния струк-

туры с шаром из DNGM без потерь, позволяет сделать заключение, что наличие потерь не всегда при-

водит к уменьшению сечения обратного рассеяния. При малых потерях в DNGM (см. кривую 2) дей-

ствительно наблюдается уменьшение сечения обратного рассеяния во всем диапазоне углов падения 

плоской волны, но с увеличением величины потерь сечения обратного рассеяния возрастают и могут 

даже превышать сечения обратного рассеяния для DNGM без потерь (см. кривую 5). 
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Рис. 4. Зависимость сечения обратного рассеяния от угла ψ падения плоской волны для цилиндра длиной kel = 3,1416, 

расположенного внутри шара радиуса keR = 3 из DNGM с различными потерями. Кривая 1 соответствует DNGM без потерь 

с ε = –4, μ = –1; кривая 2 – DNGM с 4 0,05 , 1 0,05i i = − +  = − + ; кривая 3 – DNGM с 4 0,1 , 1 0,1i i = − +  = − + ; кривая 4 – 

DNGM с 4 0,15 , 1 0,15i i = − +  = − + ; кривая 5 – DNGM с 4 0,2 , 1 0,2i i = − +  = − +  

Fig. 4. Backscattering cross section as a function of the incidence angle ψ of the plane wave for a cylinder of length kel = 3,1416, 

located inside the sphere with radius keR = 3 from DNGM with different losses. Curve 1 corresponds to lossless DNGM  

with ε = –4, μ = –1; curve 2 – to DNGM with 4 0,05 , 1 0,05i i = − +  = − + ; curve 3 – to DNGM with 4 0,1 , 1 0,1i i = − +  = − + ; 

curve 4 – to DNGM with 4 0,15 , 1 0,15i i = − +  = − + ; curve 5 – to DNGM with 4 0,2 , 1 0,2i i = − +  = − +  

 

На рис. 5 представлены некоторые результаты, иллюстрирующие зависимость сечения обрат-

ного рассеяния структуры от размеров полуосей эллипсоида при различных углах падения плоской 

волны ψ при размещении цилиндра длиной kel = 4,712 внутри эллипсоида из DNGM с параметрами  

ε = –4, μ = –1. Изменение полуосей эллипсоида осуществлялось следующим образом. В качестве ис-

ходной формы выбран шар, для которого 3.e e ek a k b k c= = =  Далее величина полуоси kec предполага-

лась неизменной, а полуоси kea и keb менялись по правилу 
e e ek a k b k c= = −  , т.е. шар был превращен 

в сфероид, размеры полуосей kea и keb которого постепенно уменьшались. На рис. 5 по оси абсцисс 

отложен параметр Δ, по оси ординат – сечение обратного рассеяния, нормированное на квадрат длины 

волны и выраженное в децибелах.  
 

 

Рис. 5. Зависимость сечения обратного рассеяния от формы тела из DNGM с параметрами ε = –4, μ = –1 при различных 

углах ψ падения плоской волны. Кривая 1 соответствует углу ψ = 45°, кривая 2 – ψ = 60°, кривая 3 – ψ = 90° 

Fig. 5. Backscattering cross section as a function of the shape of a body from DNGM with ε = –4, μ = –1 at a difference  

incidence angles ψ of the plane wave. Curves 1, 2 and 3 corresponds to ψ = 45°, 60° and 90° respectively 

 

Кривая 1 на рис. 5 соответствует углу падения ψ, равному 45°, кривая 2 – ψ = 60°, кривая 3 –  

ψ = 90°. На рис. 3 в статье [5] приведены аналогичные результаты для случая, когда такой же идеально 
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проводящий цилиндр расположен внутри тела из обычного диэлектрика с параметрами ε = 4, μ = 1. Как 

показывает рис. 5, в случае тела из DNGM при уменьшении полуосей kea и keb от 3 до 1,75 (уменьшение 

объема эллипсоида) наблюдается существенное увеличение сечения обратного рассеяния для всех рас-

смотренных углов падения плоской волны. Такое поведение сечения обратного рассеяния при измене-

нии формы тела из DNGM принципиально отличается от его поведения в случае тела из обычного 

диэлектрика. Как видно из рис. 3 в [5], для тела из обычного диэлектрика имеет место тенденция умень-

шения сечения обратного рассеяния при уменьшении полуосей kea и keb эллипсоида. 

 

Заключение 

 

Таким образом, в данной работе представлены результаты моделирования методом вспомога-

тельных источников сечений обратного рассеяния для цилиндров, расположенных внутри шара или 

сфероида из «дважды негативного метаматериала». Установлено, что при расположении цилиндра 

внутри тела из DNGM можно существенно уменьшить сечение обратного рассеяния структуры. Уста-

новлено также, что наличие потерь в «дважды негативном метаматериале» не всегда приводит к умень-

шению сечения обратного рассеяния структуры. Наконец, установлено, что при уменьшении размеров 

сфероида из «дважды негативного материала» в направлении, перпендикулярном по отношению к ци-

линдру, может наблюдаться существенное увеличение сечения обратного рассеяния структуры, тогда 

как для тела из обычного диэлектрика в этом случае имеет место тенденция уменьшения сечения об-

ратного рассеяния структуры. 
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Introduction 

 

Queuing-inventory systems (QISs) constitute a significant class of stochastic models that integrate cus-

tomer arrivals, service mechanisms, and inventory replenishment strategies. These systems are widely used to 

analyze and optimize the performance of operations in manufacturing, logistics, telecommunications, and service 

industries. The defining feature of QISs lies in the dynamic interaction between inventory control and queueing 

behavior, where item availability affects service, and customer arrival patterns influence inventory policies. 

The theoretical foundation for QISs was laid by the pioneering works of Melikov and Molchanov [1] 

and Sigman and Simchi-Levi [2]. In [2], models were introduced that allow customers to enter the system even 

when inventory is unavailable, reflecting more realistic conditions in service environments. They also studied 

the implications of non-exponential lead time distributions, emphasizing the importance of relaxing memoryless 

assumptions in complex supply chains. Meanwhile, Melikov and Molchanov analyzed the steady-state behavior 

of QISs and proposed probabilistic tools for performance analysis. 

Further developments extended QISs by incorporating various service-time distributions and inventory 

policies. Berman and co-authors [3] introduced models in which service requires a positive processing time, 

departing from the traditional assumption of instantaneous service. Their works employed dynamic program-

ming and renewal theory to derive optimal policies and emphasized the practical relevance of such models for 

real-world systems. 

A substantial body of literature has emerged from the contributions of Krishnamoorthy and others [4–7], 

who employed matrix-analytic methods (MAMs) to investigate QISs with complex structures, including level-

dependent behavior, phase-type distributions, retrials, and production inventory systems. These models often 

addressed scenarios where items are manufactured or ordered on demand, and included features like random 

shelf life, intermediate buffers, and bulk service mechanisms. 

The integration of retrial behavior into QISs began with Artalejo et al. [8], who considered positive 

inventory lead times. Analytical solutions were later investigated by Ushakumari [9] and a series of studies by 

Krishnamoorthy et al. [10–12], focusing on retrial QISs with perishable items, limited buffers, and various 

replenishment strategies. 

Despite these advancements, many classical QISs are based on the assumption of a single supply source 

and use static replenishment policies, such as continuous review (s, S), periodic review, or reorder point  

mechanisms. These systems are vulnerable to disruptions and delays, making them unsuitable for high-risk 

applications in healthcare, military logistics, and disaster recovery. To mitigate such risks, multiple-source 

inventory models have gained attention. Soujanya and Laxmi [13], and Vinitha et al. [14] studied QISs with 

multiple suppliers – typically categorized as fast (high-cost, low lead time) and slow (low-cost, high lead time) – 

and aimed to optimize the trade-off between cost and responsiveness. 

However, most models in this area still rely on fixed replenishment rules, which do not adapt to real-

time system dynamics. In contrast, hybrid replenishment policies (HRPs) offer greater flexibility by dynami-

cally switching between suppliers based on the current inventory level. For example, the system may cancel 

orders from the slow source and order from the fast source when inventory is critically low. This adaptivity is 

essential in minimizing stockouts and customer loss under fluctuating demand. 

Melikov, Mirzayev, and Nair [15] proposed a double-source QIS with a hybrid replenishment policy and 

an infinite waiting room, showing that adaptive policies improve service levels and cost-efficiency. However, 

many real-life systems operate with finite buffer capacity, where customers arriving during full capacity are 

either lost or balk. Addressing this realistic constraint, a recent study by Melikov, Mirzayev, and Sztrik [16] 

investigated a finite-buffer QIS with two supply sources and destructible inventory, emphasizing the role of 

system limits and inventory decay. 

In [17], a Markovian queuing-inventory system with two supply sources operating under an (S – 1, S) 

base-stock policy was analyzed, where emergency orders are placed from a fast but costly source when the 

inventory level reaches a critical threshold. The model accounts for different lead times and destructive inven-

tory events, and provides ergodicity conditions and stationary performance measures. In [18], a finite-buffer 

double-source QIS under a hybrid replenishment policy was studied with the objective of minimizing the total 
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expected cost, showing that properly chosen thresholds significantly improve both cost efficiency and service 

performance. 

In this paper, we extend this line of research by developing a double-source queuing-inventory model 

with a finite buffer, governed by a hybrid replenishment policy. The model incorporates two independent sup-

pliers with different lead times and cost characteristics. Customers arrive according to a Poisson process and 

are classified as c-customers, who demand an item from inventory. If inventory is unavailable, they may enter 

a finite-capacity waiting buffer. 

We model the system as a continuous-time Markov process and develop exact analytical solutions along 

with approximation algorithms to compute steady-state probabilities. From these, we derive key performance 

measures such as average queue length, probability of stockout, customer loss probability, and long-run total 

cost. Numerical experiments illustrate the impact of system parameters and policy design on performance 

outcomes. 

The contributions of this study are threefold: (1) it extends the theory of QISs by incorporating both 

finite buffers and dual-source replenishment; (2) it introduces a hybrid control mechanism adaptable to real-

time inventory levels; and (3) it provides computational tools suitable for practical decision-making in supply 

chain and service system design. 

 

1. The description of the queuing-inventory system and problem statement 

 

We consider a double-source, single-server, finite queuing-inventory system (QIS) with a restricted 

buffer capacity denoted by N, where N < ∞. This system is designed to simultaneously manage inventory levels 

and customer service operations, where inventory is essential for fulfilling service requirements. The system serves 

two types of external arrivals: consumer customers (c-customers) and destructive customers (d-customers). The 

arrival process of c-customers follows a Poisson distribution with a constant rate λ, indicating that their arrivals 

are memoryless and occur independently over time. Each c-customer is assumed to request a single item of standard 

size upon arrival. These customers require immediate access to inventory to initiate the service process. 

In addition to c-customers, the system is subject to a stochastic flow of d-customers, which also arrive 

according to a Poisson process but with a distinct rate  . The role of d-customers is purely detrimental to the 

inventory: each arrival results in the destruction or removal of one inventory item. Notably, d-customers are 

capable of reducing inventory even if an item is currently in the process of being released to a c-customer. 

However, if the inventory level is already zero at the time of a d-customer’s arrival, the system state remains 

unchanged, and no further action is taken in response to the d-customer. 

When a c-customer arrives and finds both the server idle and the inventory level strictly positive, the 

service process commences immediately. Conversely, if the server is currently occupied but inventory is avail-

able, the arriving c-customer is placed into a finite waiting buffer. However, in situations where inventory is 

depleted at the time of a c-customer's arrival, the system adopts a probabilistic admission control. Specifically, 

the customer may choose to join the queue with probability φ1 or may exit the system without receiving service 

with probability φ2 = 1 – φ1. 

To model customer impatience, the system incorporates a mechanism for abandonment: when the in-

ventory level hits zero, a c-customer already waiting in the buffer becomes impatient. Such a customer will 

remain in the system for a random time period, modeled by an exponentially distributed random variable with 

mean τ–1. If the inventory is not replenished within this time, the customer will leave the system unsatisfied. 

Following the completion of service, c-customers face a decision point. They may either reject the item 

they were served with a probability 
1

σ , or proceed with the purchase with probability σ2 = 1 – σ1. The service 

time in both cases is governed by exponential distributions, although the mean differs depending on the out-

come. If the item is rejected, the mean service duration is 
1

1

− , while acceptance corresponds to a longer mean 

service time 
1

2

− , reflecting the additional processing involved in completing a transaction. 

Inventory replenishment in this model is sourced from two distinct suppliers, each characterized by 

different delivery dynamics and costs. The system has the flexibility to adapt both the lead time and the order 
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quantity based on the prevailing inventory level. The slow supplier (Source-1) and fast supplier (Source-2) 

both have exponentially distributed lead times, with mean delivery delays of 
1

1

−  and 
1

2
ν−

, respectively, satis-

fying 
12
ν>ν , which implies that Source-2 is significantly faster. However, Source-2 is also more expensive, 

introducing a trade-off between responsiveness and cost. 

The hybrid replenishment policy employed in the system operates under a dual-threshold mechanism. 

When the inventory level decreases to a lower threshold s, where 2/0 S<s< , an order of size sS=Q −  is 

placed with Source-1, following a conventional ( )s,Q  policy. However, if the inventory continues to drop and 

reaches a more critical threshold r, with s<r0 , the system triggers an urgent replenishment protocol: the 

existing order from Source-1 is canceled (incurring a penalty), and a new “Up-to-S” policy order is immediately 

submitted to Source-2 to quickly restore inventory. This switching behavior introduces a hybrid replenishment 

mechanism that balances cost-efficiency under normal conditions with rapid response capabilities in critical 

situations. 

The primary problem of this study is to derive the joint steady-state probability distribution of the num-

ber of c-customers in the system and the current inventory level, which together define the state of the queuing-

inventory process. Furthermore, the study seeks to evaluate a variety of key performance measures, such  

as the expected number of customers in the system, the probability of customer loss due to buffer overflow  

or inventory depletion, average waiting time, service utilization, and inventory turnover rates. These insights 

can support both theoretical analysis and practical decision-making in inventory-dependent service environ-

ments subject to stochastic disruptions. 

 

2. Exact and approximate algorithms 

 

Mathematical model of this QIS is two-dimensional Markov chain (2D MC) with states ( )mn, , where n 

is the total number of c-customers in the system (in buffer or being serviced), N,,…,,=n 10  and m is on-hand 

inventory level, S…=m ,0,1, . State space of this 2D MC is given as    S,…,×N,…,=E 0,10,1 .  

Transition rates from state ( ) Em,n 11  to state ( ) Em,n 22  are denoted by ( ) ( )( )
2211

; m,nm,nq . These 

parameters are calculated as follows:  

 ( ) ( )( )



















==

−+==

==−=

−==

−=−=

=−=

=+=

==+=

=

.,0, if,

,,, if,

,0,1,0 if,

,1,0, if,

,1,1 if,

,0,1 if,

,0,1 if,

,0,1 if,

21122

121121

12121

12112

121222

121211

1212

12121

2211

Smrmnn

sSmmsmrnn

mmnnn

mmmnn

mmnn

mmnn

mmnn

mmnn

m,n;m,nq   () 

From relations (1), it follows that the constructed finite 2D MC is reducible, i.e. a stationary mode exists for 

any positive values of initial parameters. Let ( )mn,p  denote the probability of being in the state ( ) Emn,  . 

These probabilities can be determined from the system of global balance equations (SGBE) that represents the 

system of linear algebraic equations with a dimension of ( )( )1 1N + S + : 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )


−+ 

=

1
,

1
22

11
22 ,

221122

,

221111

mnm,n EmnEmn

m,npm,n;m,nqm,n;m,nqm,np  

Here, the following notations are used: ( )
+

11 ,mn
E  is the subset of states of E, that can be reached from state 

( )11 m,n  in one step; ( )
−

11 ,mn
E  is the subset of states of E, from which it is possible to go to the state ( )11 m,n   

in one step. 
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For moderate values of parameters N and S, the SGBE can be solved using available software tools. 

However, when the dimension of the SGBE becomes large, computational difficulties arise. To address these 

challenges, below is an approximate method for calculating steady-state probabilities that is proposed. 

The method described below is applicable to QIS models under the assumption that ( )2max ,    . 

This assumption aligns with the typical working mode of real QISs. Furthermore, in practical QIS applications, 

the average service time for c-customers receiving inventory is significantly longer than the service time for 

c-customers receiving only service, meaning 
21

 > . 

Based on these assumptions, the state space E of the studied 2D MC can be split as follows: 

  ,mm,=EEE=E
mm

S

m

m 21
21

0

/O, 
=

  () 

where ( )  S…=m,N…=nEmn,=E
m

,,0,1,,.0,1:∈ . 

States from the subset 
m

E  are glued together into a single merged state   m , and the following mapping 

space of merged states is constructed:    S…=mm=E ,,0,1:ˆ . In accordance with the Space Merging 

Method, the approximate values of steady-state probabilities are expressed as follows, see [16]:  

  ( ) ( )  ( )mnmn,p
m

  () 

where ( )n
m

  denote the probability of state ( )mn,  in the splitting model with state space 
m

E  and   ( )m  

denote the probability of merged state   Em ˆ .   

This heuristic technique decomposes the complex state space into manageable subspaces, allowing the 

steady-state probabilities to be approximated in a specific product form known as the Approximate Product 

Solution (APS). As shown in equation (3), the APS decouples the interaction between the queue length and 

inventory level, representing the joint distribution as the product of the conditional distribution of the queue 

(obtained from the split models) and the marginal distribution of the inventory (obtained from the merged 

model). 

From relations (1) and the splitting (2), we conclude that the stationary distributions for all subsets 

1,...,mE ,m= S , align with the stationary distribution of a single-server queuing system M/M/1/N, with a load 

1 1/ . =     In other words, for any 0>m  state probabilities ( )n
m

  does not depend on m and these proba-

bilities are calculated as follows (for simplicity, below in case 0>m  subscript m is omitted): 

 ( ) .,...,1,0
1

1
1

N=n,=n
+N

n

−

−
  () 

The stationary distribution for the splitting model with state space 
0

E  coincides with distribution  

of single-server M/M/1/N with load = /
1

, i.e., we have  

 ( )0 1

1
, 0,1,..., .

1

n

N
n n N

+

− 
 =  =

− 
 () 

By combining equations (4) and (5), we conclude that steady-state probabilities of splitting models are 

calculated as follows: 

 ( )
1

1

1
, 0, 0,1,..., ,

1
1

, 0, 0,1,..., .
1

n

N

m
n

N

m n N

n

m n N

+

+

− 
  = − 

 = − 
 = =

− 

 () 

The merged model represents a one-dimensional Markov chain with the state space Ê  in which transition rates 

between states are calculated as  

 ( ( ( (( ) ( ) ( )( ) ( )
( )2 2

2

1 2 1 1 2 2 1
1

,

m

n m E
m

q m , m = q n ,m , n ,m n


  () 
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Using relations (1) and (6) from (7) we obtain 

     ( )








−=

−+=+
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=

,1,0,

,,1,

,,0,

121

1211

212

21

mmma

sSmmsmr

Smrm

m,mq  (8) 

where ( )( ) .+=a − 01
22

 

Balance equations based on relations (8) have following form: 

For cases :0 rm   

   ( ) ( )( )( )  ( )a,+m=+mam 1,01
2

−  () 

where ( )ji,  are Kronecker’s symbols.  

For cases :1 sm+r   

   ( )( )  ( )a.+m=+am 1
1

  () 

For cases ( ) :1 sS+rm+s −   

   ( )  ( )a.+m=am 1  () 

For cases ( ) ( ) :11 −− SmsS++r  

   ( )  ( ) ( )  ( ).1
1

sSm+a+m=am −−  () 

For case :S=m  

 ( )   ( )   ( ).
0

21 
r

=i

i+s=aS  () 

For solving system of equations (9)–(13) we used recursive method. So, from equation (9) for cases 

,+r=m 1,...,1  we obtain 

   ( )  ( ),α=m
m

0  () 

where .
a

+
a

=

m

m

1

22 1

−








 
  

Similarly, from equation (10) for cases ,+s+r=m 1,...,2  we have 

   ( )  ( ),=mπ
m

0  () 
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+
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From equation (11) for cases ( ),sS+r+s=m −,...,2  we have 

   ( )   ( )0
1


+s
=m  () 

Finally, from equations (12) and (13) we have following relations:  

For case ( ) ( )sS++r=m −1 : 

  ( )  ( ),=sS++r 01 −  
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Unknown parameter   ( )0  in equations (14)–(18) is found from normalizing condition, i.e. 

  ( )
S

=m

=m
0

1  

In other words, we have 
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1

2
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Finally, the stationary probabilities of the original 2D MC are calculated approximately using (3) and 

relations (6) and (14)–(19). 

 

3. Performance measures 

 

Performance measures of the investigated system are calculated via steady-state probabilities, which 

provide insights into the long-term behavior of the system. Below, both exact and approximate formulas are 

given for the main performance measures, allowing for flexibility in analytical and computational approaches. 

• Average inventory level ( )
av

S   

( )  ( )  
S

=m

S

=m

N

=n

av
mmmn,pm=S

11 0

 

• Average supply from Source-i, ( )( )iV,,=i
av

21  
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• Average number of c-customers in system ( )
av

L  

( ) ( )  ( )   
N

=n

S

=m

m
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mnnmn,pn=L

1 01 0

 

• Average damaging rate of stocks ( )DRS : 

( )  ( )( )01,01
0

−







− 

N

=n
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• Average reorder rate from Source-1 ( )
1

RR : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 2 2 2 2

1

0 1 1 1 1 0
N
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• Average reorder rate from Source-2 ( )
2

RR : 
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• Loss rate of c-customers ( )RL : 
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4. Numerical results 

 

To delve deeper into the practical implications of the proposed HRP, this section presents a comprehen-

sive numerical analysis. By systematically varying key system parameters, we aim to elucidate their impact on 
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crucial performance metrics. Tables 1–10 will showcase these dependencies under a consistent set of baseline 

conditions. Specifically, unless otherwise stated, our numerical experiments assume the following parameter 

values:  

,=,=,=,=,=,=s,=N,=S 0.60.4153520105024
2121

  

1.210.50.30.7510
2121

=,=,=,=,=,=,=r,=s   

The analysis of the results presented in these tables will provide valuable insights into the operational 

characteristics and sensitivity of the HRP under various conditions. 

T a b l e  1  

Dependence of the performance measures on parameter N 

N Sav Vav(1) Vav(2) Lav DRS RR1 RR2 RL 

50 14,48 2,79 1,13 47,67 2,99 0,7 0,46 6,05 

70 14,48 2,79 1,13 67,67 2,99 0,7 0,46 6,05 

90 14,48 2,79 1,13 87,67 2,99 0,7 0,46 6,05 

110 14,48 2,79 1,13 107,67 2,99 0,7 0,46 6,05 

130 14,48 2,79 1,13 127,67 2,99 0,7 0,46 6,05 

 

Table 1 shows that as the buffer capacity N increases, the average number of c-customers in the system 

(Lav) increases linearly, indicating effective utilization of the additional buffer space. However, all other per-

formance measures remain constant. This suggests that inventory dynamics and loss behavior are insensitive 

to buffer size in this configuration, likely because inventory depletion and d-customer activity dominate cus-

tomer losses, not buffer overflow. 

T a b l e  2  

Dependence of the performance measures on parameter s 

s Sav Vav(1) Vav(2) Lav DRS RR1 RR2 RL 

6 14,133 1,030 1,686 47,675 2,988 0,561 0,687 6,077 

7 14,343 1,560 1,488 47,674 2,989 0,577 0,606 6,068 

8 14,451 2,010 1,336 47,674 2,991 0,605 0,544 6,061 

9 14,490 2,413 1,221 47,673 2,991 0,645 0,498 6,056 

10 14,480 2,793 1,135 47,673 2,992 0,700 0,462 6,052 

 

As the replenishment threshold s increases (see Table 2), the average inventory level (Sav) rises slightly, 

indicating earlier and more stable stock replenishment. The system increasingly relies on Source-1, as reflected 

by rising Vav(1) and RR1, while dependence on the faster, costlier Source-2 decreases (Vav(2) and RR2 decline). 

Other performance measures such as Lav, DRS, and RL remain nearly unchanged, suggesting that raising s 

enhances cost-efficiency without compromising service quality or system stability. 

T a b l e  3  

Dependence of the performance measures on parameter r 

r Sav Vav(1) Vav(2) Lav DRS RR1 RR2 RL 

2 12,687 4,229 0,840 47,687 2,972 0,828 0,345 6,178 

3 13,338 3,694 0,941 47,680 2,982 0,771 0,375 6,116 

4 13,932 3,226 1,036 47,675 2,988 0,729 0,413 6,077 

5 14,480 2,793 1,135 47,673 2,992 0,700 0,462 6,052 

6 14,982 2,373 1,244 47,671 2,995 0,680 0,524 6,035 

 

With an increase in the critical replenishment threshold r, the average inventory level (Sav) gradually 

rises, reflecting more frequent replenishment activity (see Table 3). Simultaneously, the usage of the slower 

Source-1 (Vav(1), RR1) decreases, while reliance on the faster Source-2 (Vav(2), RR2) increases. This shift  

indicates that higher threshold values promote a more balanced and efficient inventory supply from both 

sources. Other performance measures such as Lav, DRS, and RL remain relatively stable, confirming system 

robustness. 
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T a b l e  4  

Dependence of the performance measures on parameter λ 

λ Sav Vav(1) Vav(2) Lav DRS RR1 RR2 RL 

15 14,481 2,792 1,133 37,591 2,992 0,699 0,461 1,078 

17 14,480 2,793 1,135 45,348 2,992 0,700 0,462 3,049 

19 14,480 2,793 1,135 47,207 2,992 0,700 0,462 5,051 

21 14,480 2,793 1,135 48,005 2,992 0,700 0,462 7,052 

23 14,480 2,793 1,135 48,448 2,992 0,700 0,462 9,054 

 

From Table 4 we see that as the arrival rate of c-customers (λ) increases, the average number of custom-

ers in the system (Lav) and the customer loss rate (RL) rise significantly, reflecting higher congestion and more 

frequent service denials due to buffer or inventory limitations. In contrast, the average inventory level (Sav) 

and replenishment-related measures (Vav(i) and RRi, 1,2=i ) remain largely unchanged, indicating that the 

replenishment mechanism is already operating at full capacity. The average damaging rate of stocks (DRS) 

also stabilizes, suggesting inventory vulnerability is unaffected by demand intensity under the current policy. 

T a b l e  5  

Dependence of the performance measures on parameter κ 

κ Sav Vav(1) Vav(2) Lav DRS RR1 RR2 RL 

1 14,634 2,707 0,896 47,670 0,999 0,606 0,365 6,026 

2 14,557 2,754 1,016 47,671 1,996 0,653 0,414 6,037 

3 14,480 2,793 1,135 47,673 2,992 0,700 0,462 6,052 

4 14,402 2,824 1,253 47,674 3,986 0,746 0,510 6,069 

5 14,325 2,850 1,371 47,677 4,977 0,791 0,558 6,089 

 

Increasing the destructive arrival rate κ leads to a gradual decrease in the average inventory level (Sav), 

indicating more frequent stock depletion (see Table 5). At the same time, the average usage and replenishment 

rate of the faster Source-2 (Vav(2) and RR2) increase, while those of the slower Source-1 (Vav(1) and RR1) also 

rise but at a slower pace. The average damaging rate of stocks (DRS) grows proportionally with κ, reflecting 

higher overall system load. Lav and RL remain nearly constant, suggesting stable system performance despite 

increased demand. 

T a b l e  6  

Dependence of the performance measures on parameter τ 

τ Sav Vav(1) Vav(2) Lav DRS RR1 RR2 RL 

1 14,480 2,793 1,135 47,673 2,992 0,7 0,462 6,053 

3 14,480 2,793 1,135 47,672 2,992 0,7 0,462 6,051 

5 14,480 2,793 1,135 47,672 2,992 0,7 0,462 6,048 

7 14,480 2,793 1,135 47,670 2,992 0,7 0,462 6,046 

9 14,480 2,793 1,135 47,668 2,992 0,7 0,462 6,044 

 

Table 6 shows that as the mean patience time (τ) of c-customers increases, system performance measures 

remain almost constant. Only a very slight decline is observed in the average number of customers in the 

system (Lav) and the loss rate (RL), suggesting minimal sensitivity of the system to customer patience under 

the current configuration. 

T a b l e  7  

Dependence of the performance measures on parameter μ1 

μ1 Sav Vav(1) Vav(2) Lav DRS RR1 RR2 RL 

30 14,480 2,793 1,135 48,504 2,992 0,700 0,462 8,046 

40 14,480 2,793 1,135 46,011 2,992 0,700 0,462 4,057 

50 14,493 2,787 1,114 25,063 2,992 0,691 0,454 0,455 

60 14,596 2,732 0,956 5,068 2,995 0,629 0,390 0,041 

70 14,678 2,674 0,827 2,550 2,997 0,579 0,337 0,027 
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As the service rate μ1 increases, the average number of customers in the system (Lav) and the loss rate 

(RL) decrease sharply, indicating reduced congestion and fewer lost customers (see Table 7). At the same time, 

service times Vav(1) and Vav(2) decrease, while inventory-related measures remain almost stable, showing that 

faster service mainly improves queue performance rather than inventory dynamics. 

T a b l e  8  

Dependence of the performance measures on parameter μ2 

μ2 Sav Vav(1) Vav(2) Lav DRS RR1 RR2 RL 

10 14,836 2,508 0,568 2,516 2,999 0,474 0,232 0,009 

20 14,513 2,777 1,084 2,612 2,993 0,680 0,442 0,059 

30 14,183 2,885 1,587 2,829 2,979 0,874 0,645 0,175 

40 13,863 2,924 2,074 3,168 2,958 1,061 0,840 0,355 

50 13,556 2,928 2,547 3,608 2,930 1,238 1,025 0,589 

 

From Table 8 we see that as the service rate μ2 increases, the average service time Vav(2), the average 

number of customers Lav, and the loss rate RL all increase, indicating slower system turnover and higher con-

gestion. Meanwhile, the average inventory level (Sav) decreases and both replenishment rates RR1 and RR2 rise, 

showing stronger pressure on the inventory system due to longer service durations. 

T a b l e  9  

Dependence of the performance measures on parameter ν1 

ν1 Sav Vav(1) Vav(2) Lav DRS RR1 RR2 RL 

2 14,480 2,793 1,135 47,673 2,992 0,700 0,462 6,052 

3 14,510 2,569 0,844 47,671 2,994 0,787 0,344 6,038 

4 14,560 2,348 0,624 47,670 2,996 0,857 0,254 6,028 

5 14,618 2,141 0,462 47,669 2,997 0,913 0,188 6,021 

6 14,679 1,954 0,344 47,668 2,998 0,956 0,140 6,016 

 

T a b l e  1 0  

Dependence of the performance measures on parameter ν2 

ν2 Sav Vav(1) Vav(2) Lav DRS RR1 RR2 RL 

8 14,480 2,793 1,135 47,673 2,992 0,700 0,462 6,052 

9 14,585 2,794 1,049 47,671 2,994 0,693 0,481 6,036 

10 14,680 2,794 0,979 47,670 2,996 0,687 0,499 6,025 

11 14,765 2,793 0,921 47,669 2,997 0,680 0,517 6,018 

12 14,844 2,791 0,872 47,668 2,998 0,673 0,534 6,013 

 

As the slow supplier rate (ν1) increases, the average inventory (Sav) rises, service times Vav(1) and Vav(2) 

decrease, and the slow replenishment rate (RR1) grows while the fast rate (RR2) declines, with queue length Lav 

and loss level RL nearly unchanged (see: Table 9). 

Similarly, increasing the fast supplier rate (ν2) also raises Sav and reduces Vav(2), but in this case RR2 

increases while RR1 slightly decreases, again without significant impact on Lav or RL (see: Table 10). 

 

Conclusions 

 

In this paper, we developed a comprehensive model of a double-source QIS with a finite buffer, operating 

under a hybrid replenishment policy. This model addresses the need for robust supply chain management in 

environments with potential supply disruptions. By incorporating a slow, cost-effective source and a fast, ex-

pensive emergency source, the system adaptively manages inventory. The hybrid policy switches from regular 

to emergency orders when inventory reaches a critical threshold, balancing cost efficiency and responsiveness. 

The principal contribution is a 2D MC model capturing customer population and inventory dynamics. 

We developed an approximate algorithm to compute steady-state probabilities, as well as explicit formulas for 

key performance measures. 
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This study extends QIS theory applications by integrating finite buffers and a dual-source HRP.  

The model and algorithm under more realistic assumption provide tools for analyzing complex supply chains. 

Numerical results highlight the hybrid policy's effectiveness in balancing cost and responsiveness, its adapta-

bility, and its potential to enhance system efficiency and customer satisfaction. Future research may explore 

models of QIS with MAP flows and PH-distributed service and lead times. 
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Введение 

 

Важнейшей характеристикой кэш-памяти вычислительных систем является вероятность попада-

ния, в значительной мере определяющая скорость доступа к адресуемым объектам. Основа примене-

ния кэша для балансировки скоростей обработки потока команд процессором и доступа к адресуемым 

объектам в оперативной памяти – принцип пространственно-временной локальности [1]. Основным 

фактором, определяющим вероятность попадания в ассоциативный кэш, является механизм вытесне-

ния уже загруженных в кэш блоков памяти при возникновении конфликта адресов [2, 3]. Обычно вы-

теснению подлежат самые неиспользуемые процессором блоки памяти. Такое вытеснение реализует 

идеальная стратегия [2]. Для реализации идеальной стратегии вытеснения требуется знание вероятностей 

востребованности блоков оперативной памяти с загруженными в нем приложениями. Данные вероят-

ности оцениваются на основе статистики обращения процессора к загруженным в кэш блокам памяти. 

При этом возможны ошибки оценивания, которые приводят к вытеснению «нужных» процессору блоков 

памяти. Как правило, ошибки обусловлены несовершенством реализуемых стратегий вытеснения, сте-

пенью рассеяния распределения востребованности адресуемых объектов процессором и недостаточ-

ной ассоциативностью кэша, приводящей к преждевременному вытеснению «нужных» объектов [4, 5]. 

Сравнительное исследование эффективности различных стратегий вытеснения и трудоемкости их ре-

ализации проводилось в работах [4–10]. Повышение эффективности работы кэша программными ме-

тодами локализации размещения массивов и структур обрабатываемых данных рассмотрено в [4]. Ав-

торы [5, 6] выполнили логический анализ различных стратегий вытеснения и ресурсоемкости алгорит-

мизации стратегий (затраты на память и время выполнения), а также экспериментальные измерения их 

эффективности. В работе [7] исследованы методы нейтрализации конфликта адресов ассоциативным 

кэшированием и стратегиями замещения в кэше загруженных объектов. В [8] проведено имитационное 

моделирование интенсивности попадания в кэш для различных приложений с широким спектром пока-

зателей локальности. Авторы [9] предложили способ натурных измерений быстродействия элементов 

иерархической памяти и политик вытеснения адресуемых объектов. В [10] проанализирована зависимость 

быстродействия иерархической памяти от ассоциативности и коэффициента неблокируемости транзакций 

доступа к адресуемым объектам при промахах в кэше. Однако анализ зависимости эффективности 

стратегий и ресурсоемкости их алгоритмизации от ассоциативности кэша, глубины его неблокируемости 

и объема отображаемой на кэш оперативной памяти выполнялся только численно. Исследование иде-

альной стратегии вытеснения наименее востребованного блока с ошибками проводилось в [2], но только 

для кэша с коэффициентом ассоциативности, равным двум, и существенно ограниченным числом бло-

ков памяти, отображаемых на группу кэша. В данной работе выполнен анализ влияния таких ошибок 

на вероятность попадания в кэш произвольной ассоциативности и емкости отображаемой памяти. 

 

1. Модель кэша для вытесняющей стратегии с ошибками 

 

Известные исследования эффективности ассоциативного кэширования [2] опираются на матема-

тическую модель кэша с идеальной стратегией вытеснения самого неиспользуемого процессором блока 

памяти (с наименьшей вероятностью востребованности). При этом предполагается, что номера блоков 

памяти m, отображаемых на заданную группу кэша ассоциативности А > 1, упорядочены по убыванию 

вероятности востребованности процессором mf , 0, 1m M= − . Модель основана на многомерной (раз-

мерности A) марковской цепи, описывающей процесс замещения блоков памяти, загруженных в кэш, 

при конфликте адресов. Состояниям цепи соответствует набор номеров блоков памяти, содержащихся 

в группе кэша [2]. Переходы между состояниями задаются вероятностями востребованных процессором 
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отсутствующих в заполненной группе кэша блоков памяти. В стационарных условиях марковская цепь 

распадается на А! неприводимых подцепей [2]. При идеальном вытеснении множество стационарных 

состояний цепи Маркова имеет вид, приведенный на рис. 1. Если допустить, что ошибки вытеснения 

возможны в любом состоянии марковской цепи, то получаем неразрешимую в аналитическом виде 

систему уравнений равновесия.  
 

 

Рис. 1. Цепь Маркова, описывающая динамику идеального вытеснения блоков памяти при A = 3, M = 6 

Fig. 1. Markov chain describing the dynamics of ideal memory block eviction under A = 3, M = 6 

 

Для получения аналитического решения допустим, что ошибки, обусловленные недостаточной 

статистикой обращения к адресуемым объектам, имеют место только в состоянии, в котором группа 

кэша содержит А самых востребованных блоков памяти (с номерами 0, 1m A= − ). Полагаем, что с ве-

роятностью ошибки ae , 0, 2a A= − , 
2

0

1
A

a
a

e
−

=

 , в данном состоянии из кэша вытесняются блоки памяти 

с номером а. Очевидно, что неидеальное вытеснение блоков в этом состоянии приведет к самому зна-

чимому снижению вероятности попадания в кэш в силу вытеснения объективно наиболее востребо-

ванных блоков памяти. Полагаем, что в остальных состояниях цепи Маркова механизм вытеснения 

работает идеально.  
 

 

Рис. 2. Две из шести подцепи цепи Маркова, описывающей динамику неидеального вытеснения блоков памяти  

при A = 3, M = 5 

Fig. 2. Two of the six subchains of the Markov chain describing the dynamics of non-ideal eviction of memory blocks  

under A = 3, M = 5 
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Считаем, что известны объективные вероятности востребованности процессором блоков памяти 

вычислителя и в зависимости от механизма, реализующего вытеснение блоков при конфликте адресов, 

заданы вероятности ошибки, возможные при оценке вероятности востребованности адресуемых объ-

ектов mf . Полагаем, что данные ошибки приводят к некорректному вытеснению адресуемых объектов. 

Цепь Маркова при этом распадается на факториальное число (А!) структурно одинаковых неприводи-

мых подцепей (рис. 2), в пределах которых переходные вероятности примут вид:  

2

0 1 1 0 1 1
0

0 1 1 0 1 1

max
1 , { , ,..., }, 0, 1, 0, 1, { , ,..., }, , arg ,

0, 1

, 0, 1, ;

, { , ,..., }, 0, 1, 0, 1, { , ,..., }, , arg

A
a

m l A a A k
l

a a

m l A a A k

IJ

m
f e I i i i i M a A J j j j j m k

a A

j i a A a k

f e I i i i i A a A J j j j j m k

−

− −
=

− −

    
− = = − = − = = =   

= −    

= = − 

= = − = − = = =
 =



0 1 1 0 1 1

,
0, 1

, 0, 1, ;

max
, { , ,..., }, 0, 1, 0, 1, { , ,..., }, , arg ,

0, 1

, 0, 1, .

a

a a

a

m A a A k

a a

m l

a A

j i a A a k

m
f I i i i i M a A J j j j j m k

a A

j i a A a k

− −






 =    

= −   


= = − 
    = = − = − = = =  
 = −  

 = = − 

 

Предположим, что ( )0 1 1, ,..., AP m m m −  – вероятность состояния, в котором кэш с коэффициентом 

ассоциативности A содержит блоки памяти с номерами 0 1 1, ,..., Am m m − , 0, 1am M= − , 0, 1a A= − , 

i jm m , , 0, 1i j A= − . Тогда оценка вероятности обнаружения m-го блока памяти в кэше определится 

соотношением [2] 

 ( )
0 1 0 2 3

1 1 1

0 2
0 1 1

ˆ ( , ) ... ! , ,..., , 0, 1
A A

M M M

m A
m m m m m

П A F A P m m m m M
− −

− − −

−
= = + = +

= = −   . (1) 

Здесь  0 2 1; ;...; MF f f f −=  – вектор упорядоченных по убыванию вероятностей востребованности  

процессором блоков памяти, отображаемых на ассоциативный кэш. Оценка вероятности попадания 

адресуемого объекта в кэш ассоциативности А задается выражением [2] 

 
1

0

ˆ ˆ( , ) ( , )
M

m m
m

П A F П A F f
−

=

=  . (2) 

 

2. Вероятности состояний цепи Маркова 

 

Для ассоциативности А = 2 цепь Маркова распадается на две неприводимые подцепи. Одна под-

цепь содержит набор состояний (0, )m , 1, 1m M= − , и ( ,1)m , 2, 1m M= − , а другая – набор ( ,0)m , 

1, 1m M= − , и (1, )m , 2, 1m M= − . Уравнения равновесия для первой подцепи принимают вид: 

( ) ( ) ( )
1 1 1

0 1
2 2 2

0,1 ,1 0,
M M M

m
m m m

P f f P m f P m
− − −

= = =

= +   ; ( ) ( ) ( )
1 1

0
1, 2,

0, 0,1 (1 ) 0,
M M

m n
m m n m m n

P n f f P e P m
− −

=  = 

 
= − +  

 
; 

( ) ( ) ( )
1 1

0
0, 2,

,1 0,1 ,1
M M

m n
m m n m m n

P n f f P e P m
− −

=  = 

 
= +  

 
, 2, 1n M= − . 

Вторая подцепь в стационарных условиях описывается симметричными уравнениями 

( ) ( ) ( )
1 1 1

0 1
2 2 2

1,0 1, ,0
M M M

m
m m m

P f f P m f P m
− − −

= = =

= +   ; ( ) ( ) ( )
1 1

0
1, 2,

,0 1,0 (1 ) ,0
M M

m n
m m n m m n

P n f f P e P m
− −

=  = 

 
= − +  

 
; 

( ) ( ) ( )
1 1

0
0, 2,

1, 1,0 1,
M M

m n
m m n m m n

P n f f P e P m
− −

=  = 

 
= +  

 
, 2, 1n M= − . 
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С учетом условия нормировки отсюда получаем вероятности состояний цепи Маркова 

( ) ( ) 0 1

2

0,1 1,0
2

f f
P P

U
= = ; ( ) ( ) 0 0

2

(1 )
0, ,0

2

mf f e
P m P m

U

−
= = ; ( ) ( ) 0 0

2

1, ,1
2

mf f e
P m P m

U
= = , 2, 1m M= − ; (3) 

 2 0 0 0 0 1 0 1(1 ) ( )(1 )U f f e f f f f= − − − − − . 

При А = 3 цепь Маркова в стационарных условиях распадается на шесть неприводимых подцепей, 

две из которых проиллюстрированы на рис. 2. Уравнения равновесия для одной из подцепей имеют вид: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 1 2
3 3 3 3

0,1,2 ,1,2 0, ,2 0,1,
M M M M

m
m m m m

P f f P m f P m f P m
− − − −

= = = =

= + +    ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 1 0 1
2, 1 1 3,

0,1, ,1, 0, , 1 0,1,2 0,1,
M M M M

m n
m m n m n m n m m n

P n f f P m n f P m n f e e P P m
− − − −

=  = + = + = 

 
= + + − − +    

 
; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 0 2 1
3, 1 1 3,

0, ,2 , ,2 0, , 0,1,2 0, ,2
M M M M

m n
m m n m n m n m m n

P n f f f P m n f P n m f e P P m
− − − −

=  = + = + = 

   
+ = + + +      

   
; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 1 2 0
3, 1 1 3,

,1,2 , ,2 ,1, 0,1,2 ,1,2 , 3, 1.
M M M M

m n
m m n m n m n m m n

P n f f f P n m f P n m f e P P m n M
− − − −

=  = + = + = 

   
+ = + + + = −      

   
 

Отсюда с учетом того, что возвратными [11] являются только состояния (0, 1, m), 2, 1m M= − ; (0, m, 2), 

(m, 1, 2), 3, 1m M= − , получаем вероятности состояний цепи Маркова 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 2

3

0 1 0 1

3

1 2 0

3

0,1,2 0,2,1 1,0,2 1,2,0 2,0,1 2,1,0 ;
6

1
0,1, 0, ,1 1,0, 1, ,0 ,0,1 ,1,0 , 3, 1;

6

,1,2 1,2, 1, ,2 2,1, 2, ,1 ,2,1 , 3, 1;
6

m

m

f f f
P P P P P P

U

f f f e e
P m P m P m P m P m P m m M

U

f f f e
P m P m P m P m P m P m m M

U


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
 − −

= = = = = = = −



= = = = = = = −


 (4) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )3 0 1 0 1 0 1 2 0 1 0 2 1 0 1 21 1U f f f f f f f e f f f e f f f= − − − − − − − + − . 

При 0ae = , 0,1a = , вероятности состояний цепи Маркова принимают известный вид [2]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )0 1

0,1, 0, ,1 1,0, 1, ,0 ,0,1 ,1,0
6 1

mfP m P m P m P m P m P m
f f

= = = = = =
− −

, 2, 1m M= − . 

Стационарный режим для ассоциативности A = 4 описывается следующей системой уравнений 

равновесия одной из 24 неприводимых подцепей Маркова: 
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( ) ( )
1
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С учетом условия нормировки решение данной системы уравнений примет вид: 
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 (5) 
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2 22 3 2

4 3
0 0 00 0,
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A
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. 

Здесь b – разность двух множеств,    \ , 0,1,2,3 , , ,b B Б B Б m l k= = = . При нулевых ошибках ( 0ae = , 

0,2a = ) вероятности состояний преобразуются к виду[2]:  
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( )0 2

0 1 2

,..., ,..., , 3, 1, 0,2, 0,2.
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f f f
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В случае произвольной ассоциативности для одной из неприводимых подцепей Маркова условия 

равновесия описываются уравнениями 
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Решение с учетом условия нормировки принимает вид: 
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3. Вероятность попадания адресуемых объектов в кэш 

 

Найдем оценки вероятности попадания в кэш востребованных процессором блоков памяти. Соглас-

но (1) при А = 2 для оценок вероятностей попадания в кэш отдельных блоков памяти из (3) получаем:  

( )
( )0 0 0 0 1

0
2

1 1
ˆ 2,
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( )1 0 0 0 1

1
2

1
ˆ 2,

f f e f f
П F

U

 + − − 
= , 

( )
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m

m
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U

 − − 
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Оценка вероятности попадания в кэш (2) составит  

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )
1

2 2
0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1

22

1ˆ 2, 1 1
M

m
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U

−

=
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. 

Нетрудно убедиться, что при отсутствии ошибок вытеснения ( 0 0e = ) вероятность попадания в кэш 

отдельных блоков памяти принимает известный вид [2]: ( )0 2, 1П F = , ( )
0

2,
1

m
m

f
П F

f
=

−
, 1, 1m M= − . 

На рис. 3 приведена зависимость оценок вероятностей обнаружения отдельных блоков памяти в кэше 

от вероятности корректного вытеснения блоков памяти при А = 2 и М = 4 для распределения востребо-

ванности адресуемых объектов вида:  0,4;0,3;0,2;0,1F = . 

 

 

Рис. 3. Зависимость оценок вероятностей обнаружения отдельных блоков памяти в кэше ˆ (2), 0,3mП m =   

и оценки попадания в кэш от вероятности правильного решения при A = 2, M = 4 

Fig. 3. Dependence of estimates of the probabilities of detecting individual memory blocks in the cache ˆ (2), 0,3mП m =  

and the estimate of hitting the cache on the probability of a correct decision when A = 2, M = 4 
 

Для кэша с коэффициентом ассоциативности А = 3 вероятности обнаружения в нем блоков па-

мяти и вероятности попадания в кэш из (1), (2) и (4) определятся соотношениями 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 1 0 1 0 1 2 0 1 1 1 2 3
ˆ 3, 1 1П F f f f f f f f e f e f f U = − − − − − − + −  , 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 0 0 1 0 1 2 0 0 2 1 0 3
ˆ 3, 1 1П F f f f f f f f e f f e f U = − − − − − − − +  , 

( ) ( )( )2 2 0 1 0 1 2 0 1 1 0 3
ˆ 3, 1П F f f f f f f e f e f U = + − − − +  , 
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( ) ( ) ( )0 1 0 1 0 2 1 0 1 2 3
ˆ 3,m mП F f f f e f f f e f f f U = − − − −  . 3, 1m M= − . 

( ) ( )( ) ( )2
0 1 0 1 0 1 2 0 1 2

3

1ˆ 3, 1 1П F f f f f f f f f f f
U

 = − − + + − − − − 
 

( )( ) ( )( ) 

( ) ( )

0 1 0 2 0 1 2 1 0 1 2 0 1 2

1
2

0 1 0 1 0 2 1 0 1 2
3

.
M

m
m

e f f f f f f e f f f f f f

f f e f f f e f f f f
−

=

    − + + + − + + +   


 + − − − −   



 

Вид зависимости оценок обнаружения отдельных блоков памяти в кэше ассоциативности, рав-

ной трем, для распределения востребованности  0,4;0,3;0,15;0,1;0,05F =  иллюстрируется на рис. 4. 

 

 

Рис. 4. Зависимость оценок вероятностей обнаружения отдельных блоков памяти в кэше ˆ (3), 0,3mП m =   

и оценки попадания в кэш от вероятности правильного решения при A = 3, M = 5 и равновероятных ошибках 

Fig. 4. Dependence of estimates of the probabilities of detecting individual memory blocks in the cache ˆ (3), 0,3mП m =   

and the cache hit rate from the probability of a correct solution when A = 3, M = 5 and equally probable errors 

 

Для четырехвходового кэша (А = 4) из (1) и (2) согласно (5) получаем оценки обнаружения бло-

ков памяти в кэше и вероятности попадания в кэш 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 1 2 0 1 2 0 1 2 3 0 1 2 1 2 1 3 2 1 2 3 4
ˆ 4, 1 1П F f f f f f f f f f f e f f e f f f e f f f U = − − − − − − − − + − + −  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 0 2 0 1 2 0 1 2 3 0 2 0 3 1 0 2 2 0 2 3 4
ˆ 4, 1 1П F f f f f f f f f f f e f f f e f f e f f f U = − − − − − − − − − + + −  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 0 1 0 1 2 0 1 2 3 0 1 0 3 1 0 1 3 2 0 1 4
ˆ 4, 1 1П F f f f f f f f f f f e f f f e f f f e f f U = − − − − − − − − − + − +  , 

( ) ( )( )3 3 0 1 2 0 1 2 3 0 1 2 1 0 2 2 0 1 4
ˆ 4, 1П F f f f f f f f f e f f e f f e f f U = + − − − − + +  , 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0 1 2 0 3 1 0 2 1 3 2 0 1 2 3 4
ˆ 4,m mП F f f f f e f f f f e f f f f e f f f f U = − − − − − −  , 4, 1m M= − . 

( ) ( )( ) ( )2
0 1 2 0 1 2 0 1 2 3 0 1 2 3

4

1ˆ 4, 1 1П F f f f f f f f f f f f f f f
U

 = − − − + + + − − − − − 
 
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( )( ) ( )( ) 0 1 2 0 3 0 1 2 3 1 0 2 1 3 0 1 2 3e f f f f f f f f e f f f f f f f f − + + + + − + + + +

( )( ) ( ) ( ) ( )
1

2
2 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 0 1 2 0 3 1 0 2 1 3 2 0 1 2 3

4

.
M

m
m

e f f f f f f f f f f f e f f f f e f f f f e f f f f f
−

=


 + − + + + + − − − − − −   


 

Зависимость полученных оценок при А = 4 от уровня равновероятных ошибок приведена на рис. 5 

для вектора вероятностей востребованности  0,35;0,25;0,15;0,1;0,09;0,06F = . 

 

 

Рис. 5. Зависимость оценок вероятностей обнаружения отдельных блоков памяти в кэше ˆ (4), 0,5mП m =   

и оценки попадания в кэш от вероятности правильного решения при A = 4, M = 6 и равновероятных ошибках 

Fig. 5. Dependence of estimates of the probabilities of detecting individual memory blocks in the cache ˆ (4), 0,5mП m =   

and the cache hit rate from the probability of a correct solution when A = 4, M = 6 and equally probable errors 

 

Сравнительные зависимости оценок вероятности попадания в кэш для различных ассоциативно-

стей 2,4A = , вектора востребованности  0,3;0,25;0,15;0,1;0,05;0,05;0,05;0,05F =  и равновероятных 

ошибкок вытеснения блоков памяти приведены на рис. 6. Нетрудно видеть, что для 
2

0

0,3
A

a
a

e
−

=

  оценка 

вероятности попадания в кэш ( )ˆ ,П A F  незначительно отклоняется от идеального варианта вытеснения. 

Для произвольной ассоциативности из (1), (2) и (6) получаем оценки вероятности обнаружения 

заданного блока памяти в кэше и вероятности попадания в кэш  

( ) ( )
2 2 22 1 2

1
0 0 0,0, 0, 0, ,

ˆ , 1 1 , 0, 2,
A A AA A A

a
a i i i a i n n A i

i i n n ai i a i i a i i a i nA

f
П A F f f f e f e f f f a A

U

− − −− − −

−
= = = =  =  =  

     
= − − − + − = −         

     

( ) ( ) ( )
2 2 2 21 2 2

1
1 1

0 0 00 0, 0 0,

ˆ ˆ, 1 , , , , 1,
A A A AA A A

mA
A i a a i m i a a A i

a a ai i i a i i i aA A

ff
П A F f f e f П A F f e f f f m A M

U U

− − − −− − −
−

− −
= = == =  = = 

    
= + − = − − = −         

    
 

( ) ( )
2 22 2 1 2 1

2
1 1

0 0 0 0 00 0,

1ˆ , 1 1
A AA A A A A

i A i i i a i a A i
i i i a ii i i aA

П A F f f f f f e f f f f
U

− −− − − − −

− −
= = = = == = 

        
= + − − − − +                      
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 ( )
2 22 1

2
1

0 40 0,

A AA M

i a a A i m
a mi i i a

f e f f f f
− −− −

−
= == = 

 
+ − −    

  
. (7) 

 

 

Рис. 6. Сравнительные кривые зависимостей оценок вероятностей попадания в кэш ˆ ( )П А   

при M = 8 и равновероятных ошибках 

Fig. 6. Comparative curves of dependencies of cache hit probability estimates ˆ ( )П А  at M = 8 and equally probable errors 

 

4. Чувствительность оценки вероятности попадания в кэш к виду  

распределения вероятностей востребованности адресуемых объектов 

 

В реальных вычислительных системах ошибки при различных стратегиях вытеснения адресуе-

мых объектов могут происходить в произвольных состояниях ассоциативного кэша. Проанализируем 

влияние реальных процессов вытеснения на адекватность полученных оценок вероятности попадания 

в кэш. Рассмотрим кэш ассоциативности А = 2, на который отображается пять блоков памяти (М = 5). 

Полагаем, что ошибки вытеснения могут быть в любом состоянии моделирующей цепи Маркова с оди-

наковой вероятностью. Результирующая система уравнений равновесия допускает только численное 

решение. В таблице приведены сравнительные значения вероятности попадания в кэш (2, ), 1,3kП F k =  

при ошибках в произвольных состояниях цепи Маркова и их оценки ˆ (2, ), 1,3kП F k =  для различных 

уровней ошибок и трех распределений востребованности процессором блоков памяти с адресуемыми 

объектами соответственно: 

 1 0 1 2 3 40,47; 0,26; 0,15; 0,09; 0,03 ,F f f f f f= = = = = =  

 2 0 1 2 3 40,35; 0,3; 0,2; 0,1; 0,05F f f f f f= = = = = = ,  

 3 0 1 2 3 40,24; 0,22; 0,2; 0,18; 0,16F f f f f f= = = = = = . 
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Сравнительные значения вероятности попадания в кэш и ее оценки 

(2, )kП F e  0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

1(2, )П F  0,657 0,640 0,624 0,607 0,590 0,572 0,551 0,528 0,498 0,456 0,359 

1
ˆ (2, )П F  0,657 0,653 0,648 0,643 0,638 0,633 0,627 0,621 0,615 0,608 0,601 

2(2, )П F  0,569 0,558 0,546 0,534 0,521 0,506 0,489 0,469 0,442 0,403 0,326 

2
ˆ (2, )П F  0,569 0,567 0,566 0,564 0,562 0,56 0,558 0,556 0,554 0,552 0,55 

3(2, )П F  0,433 0,426 0,42 0,415 0,411 0,406 0,401 0,396 0,39 0,383 0,372 

3
ˆ (2, )П F  0,433 0,431 0,43 0,429 0,428 0,426 0,425 0,424 0,422 0,421 0,419 

 

Из таблицы нетрудно видеть, что при движении вектора вероятностей востребованности адресу-

емых объектов к равномерному распределению (от 1F  к 3F ) вероятность попадания в кэш и ее оценка 

для уровня ошибок 0,3e   сближаются. Очевидно, что с ростом ассоциативности увеличивается раз-

ность значений вероятности между «наиболее» и «наименее» востребованными процессором адресуе-

мыми объектами, загруженными в кэш. Тогда в ассоциативном кэше ошибки вытеснения различных 

объектов, загруженных в кэш, будут связаны между собой неравенством 1, 0, 3a ae e a A+ = − . Как след-

ствие, при этом снижается уровень ошибочных действий, связанных с вытеснением востребованных 

блоков памяти (с номерами 1m A − ). Тогда для интегрального уровня ошибок 2
0 0,3A

a ae−
=   оценка (7) 

может быть использована при расчетах вероятности попадания в кэш. Таким образом, с ростом ассо-

циативности влияние степени рассеяния вероятностей востребованности процессором адресуемых 

объектов на оценку вероятности попадания в кэш также снижается. Аналогичная картина имеет место 

с увеличением числа блоков памяти, отображаемых на кэш заданной ассоциативности А. 

 

Заключение 

 

Предложена модель идеального ассоциативного кэша с ошибками вытеснения востребованных 

процессором блоков памяти в виде цепи Маркова. Для получения аналитической оценки вероятности 

попадания в кэш введено допущение о неидеальном вытеснении только в состоянии, когда кэш запол-

нен самыми востребованными блоками памяти. Получены оценки вероятностей обнаружения отдель-

ных блоков памяти в кэше и оценка вероятности попадания в кэш произвольной ассоциативности (7). 

Показано, что применение полученных оценок возможно при отклонении от стратегии идеального вы-

теснения с ошибками, не превышающими уровня 0,3. Отмечается, что с ростом ассоциативности кэша 

и объема отображаемой на кэш памяти влияние ошибок вытеснения снижается. Направлением даль-

нейших исследований возможен анализ с помощью имитационного моделирования или натурных из-

мерений вероятностей ошибочных замещений для различных стратегий вытеснения адресуемых объ-

ектов и широкого спектра приложений с различной степенью локализации.  
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Аннотация. Работа посвящена дальнейшему развитию теории устойчивых M-оценок, оптимизирующих 

весовую L2-норму функции влияния. Рассматривается случай двух произвольных критериев, каждый из кото-

рых представляет собой квадрат весовой L2-нормы функции влияния. На их базе строятся условно оптимальное 

и компромиссное семейства оценок, получаемые в результате оптимизации линейных комбинаций данных кри-

териев. На практике нередко возникает вопрос обоснованного выбора одной оценки из семейства, однако в усло-

виях нехватки априорной информации такой выбор не всегда может быть сделан объективно, и требуется эври-

стический подход. Для решения указанной проблемы предлагается использовать равновесную оценку, которая 

определяется независимо от способа нормирования критериев. В работе в общем виде исследованы свойства 

равновесной оценки, в том числе показано, что она существует, единственна и минимизирует произведение кри-

териев. Построенная теория проиллюстрирована на примере оценивания параметра сдвига косинусной модели. 
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Abstract. The paper is devoted to the further development of the theory of robust M-estimators optimizing the 

weighted L2-norm of the influence function. This paper considers the case of two arbitrary criteria, each representing 

the square of the weighted L2-norm of the influence function. These criteria are used to construct conditionally optimal 

and compromise families of estimators, obtained by optimizing linear combinations of these criteria. In practice, the 

question of justify choice of one estimator from the family often arises. However, under conditions of insufficient  

a priori information, such a choice cannot always be made objectively, requiring a heuristic approach. To solve this 

problem, it is proposed to use an equilibrium estimator, which is defined independently of the criteria normalization 

way. This paper studies the properties of the equilibrium estimator in general terms, including showing that it exists,  

is unique, and minimizes the product of criteria. The constructed theory is illustrated using the example of estimating 

the shift parameter of a cosine model. 
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Введение 

 

Обеспечение устойчивости является важной частью современных подходов к решению задач, 

связанных со статистической обработкой данных [1–3]. В связи с этим активно развиваются робастные 

методы оценивания параметров моделей [2–5]. К ним относятся и методы, основанные на анализе ве-

совой L2-нормы функции влияния [6]. При подходящем выборе весовой функции получаемые в резуль-

тате решения, как правило, относятся к так называемым сниженным оценкам [4, 5], в которых влияние 

периферийных наблюдений снижено по сравнению с классическими робастными решениями (или 

равно нулю). Благодаря этому применение сниженных оценок обеспечивает важное на практике свой-

ство устойчивости к асимметричному засорению данных. Указанный подход является достаточно об-

щим, охватывающим многие практически значимые устойчивые решения [7, 8]. 

Известный пример таких решений – семейство условно оптимальных оценок [2, 6, 9], построен-

ное на базе функционалов неустойчивости (квадрата L2-нормы функции влияния) и асимптотической 

дисперсии оценки. Оно может определяться как результат оптимизации неустойчивости при ограни-

чении на асимптотическую дисперсию (или, что то же самое, оптимизации асимптотической диспер-

сии при ограничении на величину неустойчивости). Эта задача сводится к оптимизации линейной ком-

бинации критериев. Вместе с тем обратим внимание, что критерии асимптотической дисперсии и не-

устойчивости, вообще говоря, несопоставимы, поскольку обычно имеют отличающиеся размерности – 

соответственно квадрата и куба случайной величины (если оценивается параметр сдвига или мас-

штаба). Подобная ситуация типична для аддитивных критериев [10]. Поэтому выбор одной оценки из 

семейства, обеспечивающей разумный компромисс между критериями (поиск условного «центра» се-

мейства), бывает затруднительным. Общепринятым подходом здесь является введение нормирующих 

коэффициентов (в их роли могут выступать и коэффициенты линейной комбинации), которые согла-

суют размерности базовых критериев и их вклады в сумму. 

Проблема состоит в том, что исследователь не всегда располагает априорной информацией, поз-

воляющей достаточно объективно присвоить нормирующие коэффициенты каждому из критериев, 

если по смыслу задачи даны лишь сами критерии, и эта проблема хорошо известна [11]. Поэтому  

задача, в которой нормирующие коэффициенты являются полностью неопределенными, относится  

к классу некорректных; стандартные приемы решения задач многокритериальной оптимизации в дан-

ном случае не подходят. Для решения этой проблемы в случае рассмотренного выше условно опти-

мального семейства А.М. Шурыгин [2] предложил выбирать компромиссную оценку, которая мини-

мизирует сумму базовых критериев, нормированных к своим минимальным значениям. Какие-либо 

свойства оптимальности компромиссной оценки не обсуждались, но используемый для нее эвристиче-

ский способ нормирования базовых критериев представляется достаточно удобным и интуитивно при-

влекательным, он обсуждался в работе [12]. В нашей работе [9], где тоже рассматривалось условно 

оптимальное семейство, для решения проблемы был предложен другой эвристический подход: со-

гласно ему «центр» семейства определяется таким образом, чтобы соответствующая оценка обладала 

определенными свойствами оптимальности. А именно, берется середина отрезка, задаваемого выпук-

лой линейной комбинацией нормированных базовых критериев, причем неопределенность в выборе 

способа их нормирования устраняется путем решения максиминной задачи относительно аргументов 

получившегося функционала. Построенная таким образом оценка названа равновесной. Заметим, что 

компромиссная оценка тоже соответствует середине отрезка, задаваемого выпуклой линейной комби-

нацией базовых критериев, но они нормированы к своим минимальным значениям, т.е. различие за-

ключается в способе нормирования. Однако равновесная оценка обладает замечательным свойством – 

минимизирует произведение критериев на множестве всех регулярных оценочных функций [9]. 
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В представленной работе понятие равновесной оценки обобщается на случай двух произвольных 

критериев, каждый из которых является квадратом весовой L2-нормы функции влияния; исследуются 

свойства этой оценки. 

Наряду с условно оптимальным бывает удобно использовать эквивалентное1 ему компромиссное 

семейство оценок [12, 13], для которого оптимизируемый функционал является выпуклой линейной 

комбинацией согласованных базовых критериев (т.е. критериев, которые заранее определенным образом 

нормированы и имеют одинаковую размерность). В работе [12] в качестве «центра» компромиссного 

семейства предлагалось использовать равнооптимальную оценку, которая доставляет равные значения 

согласованным базовым критериям. Показано, что ей соответствует седловая точка оптимизируемого 

функционала, т.е. равнооптимальная оценка обладает свойствами оптимальности и может представ-

лять практический интерес. Однако она неинвариантна относительно способа нормирования базовых 

критериев (способа параметризации компромиссного семейства) и даже необязательно существует.  

По этой причине понятие равнооптимальной оценки, введенное для компромиссного семейства, не мо-

жет быть однозначно определено для условно оптимального семейства. Также ввиду указанной зави-

симости свойства оптимальности данной оценки, изучавшиеся в [12], имеют смысл ровно настолько, 

насколько осмысленно были согласованы базовые критерии. Важно, чтобы исследователь ответ-

ственно подходил к нормированию базовых критериев, если он планирует использовать равноопти-

мальную оценку. При этом исследователь может руководствоваться как имеющейся у него априорной 

информацией, так и эвристическими соображениями, примеры которых даются в [12]. Во втором слу-

чае надежность полученных теоретических выводов может снижаться. В условиях существенного не-

достатка или полного отсутствия априорной информации о том, как следует согласовывать базовые 

критерии, целесообразно использовать равновесную оценку. 

В настоящей работе получены условия существования и единственности равновесной оценки, 

показано, что она доставляет минимум произведению базовых критериев на множестве всех регулярных 

оценочных функций. Устанавливаются границы расширенных семейств. Изложенная теория иллю-

стрируется на примере задачи оценивания параметра сдвига косинусной модели. 

 

1. Основные теоретические положения 

 

Пусть 1,..., mx x  – наблюдения случайной величины, которая моделирует измеряемую в некотором 

эксперименте числовую характеристику. Для описания случайной величины используется модельное 

распределение с плотностью )θ,(xf , заданной в прямоугольнике ΘX , где RXx  , RΘθ  – 

неизвестный параметр модели, который требуется оценить. M-оценка параметра θ может определяться 

как решение оценочного уравнения [1–5] 

0)θ,(ψ

1

=
=

m

i

ix , 

где )θ,(ψ x  – оценочная функция, удовлетворяющая условиям регулярности [7, 14]. Специальным об-

разом нормированная оценочная функция )θ()θ,(ψ)θ,IF( Nxx =  называется функцией влияния [5]. 

Функция )θ(N  – непрерывная, не равная 0 для всех Θθ  и может быть представлена в виде [4, 15]: 

 


=




−=

XX

dxxfxdxxxfN )θ,(
θ

 )θ,(ψ)θ,(ψ
θ

 )θ,()θ( . 

 
1 Эквивалентность условно оптимального и компромиссного семейств имеет место, если рассматриваются неот-

рицательные коэффициенты линейной комбинации базовых критериев. Для более широкого множества коэффи-

циентов этот вопрос требует дополнительного исследования в каждом конкретном случае, поскольку границы 

расширенных семейств могут не совпадать. 
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Качество оценки, получаемой в результате решения оценочного уравнения, согласно описывае-

мому подходу тем выше, чем меньшее значение принимает квадрат весовой L2-нормы функции влия-

ния с весом 0)θ,( xs : 

  ==

XX

dxxsxdxxsx
N

sU  )θ,( )θ,(IF )θ,( )θ,(ψ
)θ(

1
);ψ( 22

2
. (1) 

Функционал (1) возникает, например, как асимптотическое квадратичное отклонение оценки в модели 

байесовского точечного засорения [2, 7, 13, 14], где весовая функция )θ,(xs  представляет собой плот-

ность распределения засоряющей точки. В общем случае )θ,(xs  может не быть плотностью. Частными 

случаями функционала (1) являются асимптотическая дисперсия );ψ()ψ( fUV =  [1] и неустойчивость 

)1 ;ψ()ψ( UW =  [2]. Минимизация функционала )ψ(V  приводит к оценке максимального правдоподо-

бия (ОМП) [1], минимизация )ψ(W  – к оценке максимальной устойчивости (ОМУ) [2]. Соответствую-

щие значения функционалов обозначим ОМПV  и ОМУW . Эффективностью и устойчивостью оценки 

называются соответственно относительные характеристики [1, 2] 

)ψ(ψeff ОМП VV= ,     )ψ(ψstb ОМУ WW= . 

В [2] показано, что функционал (1) достигает минимума по ψ на функции 

 
)θ,(

)θ,(
)θ(β)θ,(ln

θ
 )θ()θ,(ψ

xs

xf
xfcx 








+




= , (2) 

где )θ(c  – произвольная непрерывная функция, не равная 0 для всех Θθ ; функция )θ(β  определяется 

из условия асимптотической несмещенности оценки [1, 15] 

0)θ,()θ,(ψ =
X

dxxfx . 

Оценочные функции, различающиеся только сомножителем )θ(c , являются эквивалентными. Анало-

гично эквивалентными являются весовые функции )θ,(xs  и соответствующие им функционалы  

вида (1), если они различаются постоянным положительным сомножителем. 

В данной работе будет рассматриваться оптимизируемый функционал вида (1), представленный 

в виде линейной комбинации двух базовых критериев, каждый из которых тоже является частным слу-

чаем функционала (1). 

Пусть )~;ψ()ψ(
~

11 sUU =  и )~;ψ()ψ(
~

22 sUU =  – базовые критерии, нормированные произвольным 

образом (т.е. определенные с точностью до произвольного положительного сомножителя). Согласно (1) 

им соответствуют весовые функции 1
~s  и 2

~s . Решение задачи минимизации функционала )ψ(
~

1U  при 

ограничении-неравенстве на значения )ψ(
~

2U  в соответствии с методом множителей Лагранжа сво-

дится к минимизации функционала 

 )ψ(
~

λ)ψ(
~

)λ,ψ(
~

21 UUU +=  (3) 

и дает условно оптимальное семейство оценок [2, 13], где 0λ   – множитель Лагранжа. В отличие  

от [2] мы используем более общее определение семейства. Также заметим, что базовые критерии в (3) 

имеют, вообще говоря, несовпадающие размерности, так что параметр λ может быть размерным. 

Оценочные функции элементов условно оптимального семейства обозначим arg min ( , ).U


 =    

Они имеют вид (2) с весовой функцией 21
~λ~ ss + . Введем обозначения для функций, которые для каж-

дого λ совпадают со значениями базовых критериев на элементах условно оптимального семейства: 

)ψ(
~

)λ(
~

λ11 UU = ; )ψ(
~

)λ(
~

λ22 UU = . 

Базовые критерии являются согласованными [12], если они имеют сопоставимый вид (т.е. оди-

наковую размерность) и приведены к единой шкале. Второе условие в общем случае является нефор-

мальным и выполняется на усмотрение исследователя. Для согласования критериев производится их 
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нормирование – умножение или деление на некоторую положительную константу (нормирующий ко-

эффициент). Поскольку функционалы, различающиеся постоянным положительным сомножителем, 

являются эквивалентными, для нормирования базовых критериев достаточно использовать только 

один нормирующий коэффициент. 

Итак, положим );ψ()ψ( 11 sUU =  и );ψ()ψ( 22 sUU =  – согласованные базовые критерии вида (1), 

которым соответствуют весовые функции 1s  и 2s . Не уменьшая общности построений, примем следу-

ющие соглашения: 

 011 λ)ψ(
~

)ψ( UU = , )ψ(
~

)ψ( 22 UU = , (4) 

где 0λ0   – нормирующий коэффициент. 

Семейство компромиссных оценок определяется [12] как результат минимизации выпуклой ли-

нейной комбинации согласованных базовых критериев: 

 )ψ()ψ()1(),ψ( 21 kUUkkU +−= , (5) 

где k – безразмерный параметр, задающий семейство и определяющий компромисс между критериями. 

Функционалу (5) согласно (1) соответствует весовая функция 

 21 )1( kssks +−= . (6) 

Сопоставляя выражения (3) и (5), нетрудно увидеть [9], что они различаются постоянным сомножите-

лем (не обязательно положительным), если параметр λ связан с параметром k соотношениями 

 )1(λλ 0 kk −= ; )λλ(λ 0+=k . (7) 

Как и в работе [12], понятие компромиссных оценок мы не будем ограничивать диапазоном 

10  k , естественным ограничением служит условие 0s  в (6). Члены компромиссного семейства, 

для которых 1k  или 0k , относятся к расширенной области семейства. Аналогично расширение 

условно оптимального семейства задается отрицательными значениями λ. Более подробно расширен-

ные семейства исследуются в разд. 3 статьи. 

Оценочные функции элементов компромиссного семейства обозначим ),ψ(minargψ
ψ

kUk = . Они 

имеют вид (2) с весовой функцией (6). Также введем обозначения для следующих функций параметра k: 

)ψ()( 11 kUkU = ; )ψ()( 22 kUkU = ; )()()1(),ψ(),ψ(min)( 21
ψ

kkUkUkkUkUkU k +−=== . Это значения 

функционалов, фигурирующих в (5), на элементах компромиссного семейства. Выписанные функции 

от k положим непрерывно дифференцируемыми на своей области определения. 

Оценка из компромиссного семейства с оценочной функцией kψ , удовлетворяющая условию 

)()( 21 kUkU = , называется равнооптимальной (ОРО) [12]. 

 

2. Равновесная оценка 
 

Определение 1. Равновесной оценкой (ОРВ) называется член условно оптимального семейства 

с параметром λ, удовлетворяющим условиям 

 )λ(
~

)λ(
~

λ 21 UU= ,  λ0 . (8) 

Теорема 1. В компромиссном семействе ОРВ удовлетворяет условиям 

)()()1( 21 kUkUkk =− , 10  k . 

Доказательство. При  λ0  оценочная функция λψ  эквивалентна kψ , если их параметры λ 

и k связаны соотношениями (7). В этом случае равенства (4) можно переписать в виде: 1 0 1( ) ( ),U U k =   

)()λ(
~

22 kUU = . С учетом этих выражений, а также (7) и (8) для ОРВ получаем 

)(

)(

)λ(
~

λ

)λ(
~

λ

λ

1 2

1

20

1

0 kU

kU

U

U

k

k
===

−
, 

причем эта величина положительная и конечная в силу условия  λ0 . Отсюда следует 10  k . 

Теорема доказана. 
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Теорема 2. В компромиссном семействе ОРО соответствует параметр 21=k  тогда и только то-

гда, когда она совпадает с ОРВ. 

Доказательство. Запишем равенство в утверждении теоремы 1 с учетом определения ОРО: 

1)()()1( 21 ==− kUkUkk . 

Данное равенство имеет место только при 21=k . Теорема доказана. 

Прикладное значение теоремы 2 заключается в том, что ОРВ оказывается разумным выбором  

в условиях нехватки априорной информации, поскольку эта оценка наследует свойства оптимальности 

ОРО, выведенные в [12]. Главное из них – ОРО доставляет седловую точку оптимизируемому функци-

оналу (5). Неопределенность в выборе способа нормирования базовых критериев согласно предлагае-

мому эвристическому подходу разрешается так, чтобы ОРО соответствовала середине отрезка, задава-

емого их выпуклой линейной комбинацией. 

Теорема 3. ОРВ существует и единственна. 

Доказательство. Используя (4) и (7), условие )()( 21 kUkU =  для ОРО можно записать в виде: 

)λ(
~

λ)λ(
~

201 UU = . Очевидно, для каждого ) ;0(λ   существует единственное значение 0λ  такое, что 

это равенство имеет место. В терминах компромиссного семейства для каждого )1 ;0(k  существует 

единственное значение 0λ  такое, что данному k соответствует ОРО. В частности, при 21=k  по тео-

реме 2 ОРО совпадает с ОРВ. Допустим, существует другая ОРВ, которая совпадает с ОРО при неко-

тором другом 0λ . Но по теореме 2 ей тоже соответствует 21=k , а значит – и то же значение 0λ , т.е. 

ОРВ единственна. Теорема доказана. 

Теорема 4. Оценочная функция ОРВ является решением задач 

ψ
21 min)ψ( )ψ( →UU  и 

ψ
21 min)ψ(

~
 )ψ(

~
→UU . 

Доказательство. Эквивалентность задач в формулировке теоремы очевидна, поскольку мини-

мизируемые функционалы в них различаются постоянным положительным сомножителем 0λ . 

Сначала покажем, что решение задачи 
ψ

21 min)ψ(
~

 )ψ(
~

→UU  принадлежит условно оптимальному 

семейству. Данное семейство может быть определено как решение задачи на поиск условного мини-

мума функционала )ψ(
~

1U  при фиксированном γ)ψ(
~

2 =U . Рассмотрим другую задачу – на поиск услов-

ного минимума функционала )ψ(
~

 )ψ(
~

21 UU  при фиксированном значении γ)ψ(
~

2 =U . Поскольку при 

каждом γ минимизируемые функционалы в этих задачах различаются постоянным сомножителем 

0γ  , они достигают минимума на одной и той же ψ, т.е. данные задачи являются эквивалентными. 

Таким образом, решение задачи на условную минимизацию функционала )ψ(
~

 )ψ(
~

21 UU  тоже принад-

лежит условно оптимальному семейству, а следовательно, этому же семейству при некотором γ при-

надлежит и безусловный минимум этого функционала. 

Теперь нужно конкретизировать член условно оптимального или компромиссного семейства. 

Для этого решим задачу 
k

kUkU min)( )( 21 → . В дальнейших выкладках нам понадобится свойство 2  

в [12]: 0)()()1( 21 =+− kUkkUk . В частности, из него и свойства 5 в [12] следует, что стационарными 

точками функций )(1 kU  и )(2 kU  могут быть только 0=k  и 1=k  соответственно. Необходимое усло-

вие локального минимума функции )( )( 21 kUkU  принимает вид: 

 0)]()1()([)()( )()( )())( )(( 121212121 =−−=+= kkUkkkUkUkUkUkUkUkUkU . (9) 

Уравнение (9) совместно с условием 10  k  по теореме 1 однозначно определяет ОРВ. 

Осталось показать, что стационарная точка, являющаяся решением (9), – это локальный мини-

мум, и для нее справедливо 10  k . Знаки производных )(1 kU   и )(2 kU   будем определять согласно 

свойству 6 в [12]. Рассмотрим правую окрестность точки 0=k . Если =
+→

)(lim 2
0

kU
k

, то убывание 
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функции )( )( 21 kUkU  в правой окрестности точки 0=k  очевидно. Пусть теперь 
+→

)(lim 2
0

kU
k

. Если 

0)(lim 1
0


+→

kU
k

, то знак производной ))( )(( 21 kUkU  определяется выражением в квадратных скобках (9) 

и является отрицательным. Если же 0)(lim 1
0

=
+→

kU
k

, то из левого равенства в (9) получаем 

0)( )(lim))( )((lim 21
0

21
0

=
+→+→

kUkUkUkU
kk

, поскольку 0)(2  kU  при 1k . Рассмотрим левую окрест-

ность точки 1=k . Если =
−→

)(lim 1
01

kU
k

, то возрастание функции )( )( 21 kUkU  в левой окрестности 

точки 1=k  очевидно. Если 
−→

)(lim 1
01

kU
k

, то выражение в квадратных скобках (9) положительное, 

и 0)(1  kU  при 0k , поэтому 0))( )((lim 21
01


−→

kUkU
k

. Таким образом, убывание функции )( )( 21 kUkU  

сменяется возрастанием при некотором )1 ;0(k , т.е. найденная стационарная точка – это точка мини-

мума. Теорема доказана. 

 

3. Расширенные семейства 

 

Расширение семейств может иметь теоретическую и практическую значимость, поскольку поз-

воляет дополнительно усилить некоторые качества оценок, за которые отвечает один из критериев. 

Например, среди оценок параметра масштаба нормального распределения представляет интерес 

наилучшая B-робастная оценка в расширенном условно оптимальном семействе [5, 6]. 

При расширении семейств один из коэффициентов линейной комбинации базовых критериев  

берется отрицательным, а ограничивающим условием на значения коэффициентов служит условие со-

хранения знака весовой функции. Возникающие при этом нюансы обсуждаются ниже. 

Рассмотрим расширение условно оптимального семейства. Если отрицательный коэффициент 

находится при )ψ(
~

2U , условием сохранения знака весовой функции 21
~λ~ ss +  выступает неравенство 

 0λ)~~(inf 21 −


ss
Xx

. (10) 

Коэффициент при )ψ(
~

1U  в (3) всегда равен 1, поэтому элементы семейства, соответствующие отрица-

тельному значению этого коэффициента, получим следующим образом: условие неотрицательности 

весовой функции заменим условием неположительности, а минимизацию (3) заменим максимизацией. 

Тогда ограничение на значения параметра λ примет вид: 

 )~~(supλ 21 ss
Xx

− , (11) 

а задачу минимизации функционала (3) потребуется записать в более общем виде: 

 
ψ

21 min |)ψ(
~

λ)ψ(
~

|  |)λ,ψ(
~

| →+= UUU . (12) 

Множество оценочных функций, удовлетворяющих (12), не зависит от того, как нормированы крите-

рии. Подобным образом расширенное условно оптимальное семейство построено, например, в [6, 9]. 

Рассмотрим расширение компромиссного семейства, формально записав для него условия, по-

вторяющие (10) и (11). Согласно (4) имеем 101 λ~ ss =  и 22
~ ss = , поэтому условие (10) с учетом (7) можно 

переписать в виде: 0)1(λλ)(infλ 0210 −=−


kkss
Xx

 или 

 0)1()(inf 21 −−


kkss
Xx

. (13) 

Условие (11), используя (4) и (7), запишем как )(supλ)1(λλ 2100 sskk
Xx

−−=  или 

 )(sup)1( 21 sskk
Xx

−− . (14) 

Вторая формула в (7) показывает, что неравенства (13) и (14) могут определять лишние значения k, 

для которых не выполняется требование сохранения знака весовой функции (6). Действительно, для 
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части значений λ, удовлетворяющих (10), может выполняться условие 0λλ − , но при переходе λ через 

точку 0λ−  параметр k меняет знак, проходя через  , и то же происходит с весовой функцией (6)  

(это становится очевидным, если записать ее в виде 112 )( sssks +−= ). А именно, такая ситуация воз-

никает при 021 λ)~~(inf 


ss
Xx

 или 1)(inf 21 


ss
Xx

. Аналогично среди значений λ, удовлетворяющих (11), 

могут оказаться значения 0λλ − , которым соответствуют лишние значения k. Такая ситуация возни-

кает при 021 λ)~~(sup 


ss
Xx

 или 1)(sup 21 


ss
Xx

. 

Определение 2. Компромиссное семейство называется полным, если ему принадлежат все реше-

ния задачи (12). Если компромиссному семейству принадлежит все подмножество решений задачи (12), 

определяемое условиями (10) или (11), то компромиссное семейство называется полным соответ-

ственно для подмножеств 0k  или 1k . 

Свойство. Компромиссное семейство является полным, если выполнено условие 

 )(sup1)(inf 2121 ssss
XxXx 

 , (15) 

причем полнота семейства имеет место в области 1k , если 1)(sup 21 


ss
Xx

, и в области 0k , если 

1)(inf 21 


ss
Xx

. 

С учетом приведенных рассуждений расширенные диапазоны для параметра k компромиссного 

семейства определяются неравенствами 

 0)1(}1 );(infmin{ 21 −−


kkss
Xx

 при 0k ; (16) 

 }1 );(supmax{)1( 21 sskk
Xx

−−  при 1k . (17) 

 

4. Пример 

 

Рассмотрим задачу оценивания параметра сдвига θ косинусного распределения [9, 16] c плотностью 

 






 −
+=

−
=

l

x

ll

x

l
xf

)θ(π
cos1

2

1

2

)θ(π
cos

1
)θ,( 2

, lx − |θ| . (18) 

Поскольку модель (18) является финитной, при ее робастном оценивании допускаются наблюдения 

вне промежутка | |x l−   , но оценочная функция для них принимается равной нулю [17]. 

Базовыми критериями выберем функционалы )ψ()ψ(
~

1 VU = , )ψ()ψ(
~

2 WU = , им соответствуют 

fs =1
~ , 1~

2 =s . Определим диапазоны параметра λ расширенного условно оптимального семейства: 

условие (10) дает пустое множество λ, а из (11) и (18) находим l1λ − ; кроме того, 0λ  . Оценочные 

функции семейства, совпадающие с функциями влияния, имеют вид [16]: 








 −
+

−−+
=

l

x

l

xl
x

)θ( π
cosκ

)θ( π
sin

π

)1κκ( 
)θ,(ψ

2

, | |x l−   , 

где 1λ2κ += l , 1κ   или 1κ −  (параметр κ введен для удобства записи формул). Согласно [16] 

 














+

−
+=

1κ

1κ
1

π
)λ(

~
2

2

1

l
U ;  















−
+=

1κ

|κ|
1

π

2
)λ(

~

22

3

2

l
U . (19) 

При переходе к компромиссному семейству полезно определить ограничение на параметр 0λ , чтобы 

обеспечивалась полнота семейства. Для этого проверим неравенства (15), подставив в них 

0011 λλ~ fss ==  и 1~
22 == ss . Из правого неравенства в (15) находим l1λ0  . 

Найдем ОРО для двух способов параметризации компромиссного семейства, описанных  

в [12]. В первом случае базовые критерии нормируются к своим минимальным значениям,  
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т.е. )4(1λ ОМУОМП0 lWV == , во втором – так, чтобы их весовые функции были плотностями2, для 

этого необходимо принять )2(1λ0 l= . Соответствующие значения λ согласно (4) и определению ОРО 

находятся из условия )λ(
~

λ)λ(
~

201 UU = . В первом случае решение )8(1λ l=  известно [9], а во втором 

ОРО совпадает с ОМУ ( =λ ), поскольку из (19) следует 23
ОМУ0ОМУ π4λ lWV == . Также рассмот-

рим параметризацию, при которой ОРО совпадает с ОРВ, в этом случае )3(1λ0 l=  [9]. При всех трех 

способах параметризации компромиссное семейство является полным. 

В таблице для перечисленных оценок приведены значения параметров λ и κ, характеристики эффек-

тивности и устойчивости и значения параметра k компромиссного семейства для каждого из использу-

емых способов его параметризации. В таблицу добавлены и некоторые другие оценки: ОМП, компро-

миссная оценка (ОК) [2, 9] и оценка с параметром )2(1λ l= . Оценка, названная в таблице ОРО1 – это ОРО 

для способа параметризации с )4(1λ0 l=  (для других способов параметризации она не является ОРО). 

Здесь maxk  – верхняя грань допустимого множества значений параметра k, определяемая по формуле (17). 

Формула (16), определяющая нижнюю грань при 0k , дает пустое множество во всех рассмотренных 

случаях, поэтому имеем max0 kk  . 

Характеристики некоторых условно оптимальных оценок 

Название 

оценки 
λ κ eff ψλ, % stb ψλ, % 

k при 

λ0 = 1/(4l)  

(kmax = 4/3)  

k при 

λ0 = 1/(3l)  

(kmax = 3/2)  

k при 

λ0 = 1/(2l)  

(kmax = 2)  

ОМП 0 1 100 0 0 0 0 

ОРО1 1/(8l)  5/4 75 75 1/3 3/11 1/5 

ОК 1/(4l) 3/2 69,10 85,41 1/2 3/7 1/3 

ОРВ 1/(3l) 5/3 66,67 88,89 4/7 1/2 2/5 

– 1/(2l) 2 63,40 92,82 2/3 3/5 1/2 

ОМУ ∞ ∞ 50 100 1 1 1 

 

 
Графики оценочных функций для оценок из таблицы (кроме оценки с )2(1λ l= ) приведены  

в работе [9]. На рис. 1 и 2 показаны графики функций )(1 kU , )(2 kU  и )(kU  при 1=l  для случаев 

)4(1λ0 l=  и )3(1λ0 l=  соответственно. На графиках )(kU  помечены значения для основных оценок. 

 
2 Такой способ нормирования критериев примени́м, если весовые функции интегрируемы на X. 
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Рис. 1. Функции U, U1, U2 для l = 1, λ0 = 1/4 

Fig. 1. Functions U, U1, U2 for l = 1, λ0 = 1/4 
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Рис. 2. Функции U, U1, U2 для l = 1, λ0 = 1/3 

Fig. 2. Functions U, U1, U2 for l = 1, λ0 = 1/3 
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Все три графика пересекаются в одной точке, соответствующей ОРО, и это точка максимума 

)(kU  согласно максиминному свойству ОРО [12]. Для каждого из рассмотренных способов парамет-

ризации «центром» семейства удобно выбрать значение 21=k . В случае )4(1λ0 l=  (см. рис. 1) ему 

соответствует ОК, в случае )3(1λ0 l=  (см. рис. 2) – ОРО и ОРВ. Случай )2(1λ0 l=  примечателен тем, 

что функция )(kU  для него симметрична относительно точки 1=k  (т.е. )2()( kUkU −= ), в ней ОРО 

совпадает с ОМУ и минимаксной оценкой [6]. Этот случай также показывает, что ОРО, в отличие от 

ОРВ, не всегда обеспечивает компромисс между критериями. Более того, при ll 1λ)2(1 0   ОРО при-

надлежит расширенной области семейства ( 1k ), а при l1λ0   – не существует. 

На практике параметризация компромиссного семейства либо бывает однозначно определенной, 

если базовые критерии заранее согласованы, либо может выбираться из соображений удобства  

и наглядности для анализа различных компромиссов между критериями. 

 

Заключение 

 

В работе в общем виде проведено теоретическое исследование условно оптимального и компро-

миссного семейств M-оценок, построенных на базе двух критериев. Оптимизируемые функционалы  

в обоих семействах имеют вид линейных комбинаций базовых критериев, каждый из которых пред-

ставляет собой квадрат весовой L2-нормы функции влияния [6, 12]. Основная цель исследований – раз-

работать подход, позволяющий делать обоснованный выбор одной оценки из семейства в условиях 

недостатка априорной информации. В результате проведенных исследований: 

– введено понятие равновесной оценки; 

– показаны ее существование и единственность; 

– показано, что она совпадает с равнооптимальной оценкой [12], которой соответствует середина 

отрезка, задаваемого выпуклой линейной комбинацией нормированных базовых критериев; 

– показано, что равновесная оценка доставляет минимум произведению базовых критериев на 

множестве всех регулярных оценочных функций. 

Равновесная оценка, в отличие от равнооптимальной, определяется независимо от способа пара-

метризации компромиссного семейства и демонстрирует показатели эффективности и устойчивости, 

сопоставимые с другими эвристическими решениями (например, компромиссной оценкой [2]), но при 

этом обладает свойствами оптимальности, поэтому представляется целесообразным ее использование 

на практике. Кроме того, в работе получены следующие результаты: 

– изучен вопрос расширения семейств в область, которая характеризуется отрицательными зна-

чениями одного из коэффициентов линейной комбинации критериев; 

– установлены условия, при которых компромиссное семейство является полным, т.е. содержит 

все элементы расширенного условно оптимального семейства; 

– представленная теория проиллюстрирована на примере оценивания параметра сдвига косинус-

ного распределения. 

Все рассмотренные в работе оценки, кроме ОМП, являются робастными. 
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Аннотация. Рассматривается задача оценивания (идентификации) величин дефектов в линейных нестаци-
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датель дает суммарную оценку величин дефектов той группы, к которой он чувствителен. При выполнении 

определенных условий путем решения системы алгебраических уравнений можно найти оценку величины каж-
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Введение 

 

Настоящая статья логически продолжает работы [1, 2] в которых решалась задача идентификации 

(оценивания) величин дефектов в системах, описываемых линейными стационарными моделями. Попу-

лярным средством решения этой задачи являются наблюдатели, работающие в скользяще режиме [3–9]. 

Использование таких наблюдателей требует наличия высокочастотных переключений, что в реальных 

системах управления достаточно трудно обеспечить. Подход, предложенный в [1, 2] и основанный на 

методах оптимального управления, характерен тем, что он свободен от указанного недостатка. В статье 

этот подход расширен на нестационарные управляемые динамические системы и одновременную 

оценку величин нескольких возможных дефектов. В его основе лежит преобразование исходной си-

стемы к так называемой редуцированной модели минимальной размерности, дополнительно он обла-

дает избирательной нечувствительностью к различным дефектам. На основе редуцированной модели 

строится вспомогательная система, и для нее путем построения специального наблюдателя решается 

задача оптимального управления, что позволяет найти оценки величин дефектов, возникших в системе. 

Полученные оценки могут быть использованы для коррекции возникших дефектов с целью получения 

свойства отказоустойчивости.  

 

1. Постановка задачи 

 

Рассмотрим нестационарную динамическую систему, описываемую математической моделью 

 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

p
i iix t F t x t G t u t D d t L t

y t Hx t
== + + + 

=
 (1) 

где ( ) nx t R , ( ) mu t R , ( ) ly t R  – векторы состояния, управления и выхода; nnRtF )(  и ( ) n mG t R   

– матричные функции с известными законами изменения во времени, мы предполагаем, что функция )(tF  

дифференцируема; 1D , …, 1 n
p RD  и nlRH   – постоянные матрицы; функция Rtdi )(  описывает 

i-й дефект: при его отсутствии 0)( =tdi , при появлении )(tdi  представляет собой неизвестную функцию 

времени; матрица iD  указывает, где появился этот дефект; pRt  )(  описывает действующие на систему 

возмущения и также предполагается неизвестной. Для простоты предположим вначале, что 0=L . 

Требуется построить банк (множество) редуцированных моделей, а также вспомогательных си-

стем и наблюдателей, с помощью которых на основе методов теории оптимального управления могут 

быть найдены оценки величин дефектов, возникших в системе. 

 

2. Построение редуцированной модели 

 

Приведем метод построения модели минимальной размерности, нечувствительной к первому 

дефекту. Если kRx * , k n , – вектор состояния этой модели, то предполагается, что когда дефектов 

нет, справедливо равенство  
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 )()()(* txttx = , (2) 

где подлежащая определению функция )(t  предполагается дифференцируемой, а также что функция 

)()( txt  представима через переменные )(* tx  и )(ty , т.е. для всех 0t  справедливо равенство 

 )),(),(()()( * ttytxtxt =  (3) 

для некоторой функции  . Уравнения, описывающие модель, имеют вид: 

 
),()(

),()()),(),(()()()()()()(

***

00******

txHty

tdtDttytxtytJtutGtxFtx

=

++++=
 (4) 

где )(  ),(  , *** tJtGF  и *H  – подлежащие определению матрицы. Слагаемое )()( 00 tdtD  учитывает, что 

модель (4) может иметь чувствительность к некоторым другим дефектам.  

Характерно, что матрица *F  постоянна, чем разрабатываемый подход отличается от [3] и анало-

гичных работ. В этих работах наблюдатели, как и система (1), являются нестационарными, что заметно 

усложняет дальнейшие действия. Таким образом, в нашем подходе получается, что модель для неста-

ционарной линейной системы будет нелинейной стационарной.  

Естественно предполагать, что если дефектов нет, то )()( ** tyRty =  для подлежащей определе-

нию матрицы *R . Как и в [1, 2], доказывается, что выполняются равенства 

 HtJtFtFt )()()()( ** += ,     )(** tHHR = ,     GttG )()(* = . (5) 

Матрицы *F  и *H  по предположению имеют канонический вид: 



















=

0000

0000
00100
00010

*




F ,     )0001(* =H . 

Из принятого вида этих матриц из первого соотношения в (5) получаются следующие уравнения: 

 1 *R H = ,    HtJttFt iii )()()()( *1 += + ,   ki ,2= ,    HtJtFt kk )()()( *= . (6) 

Как и в [1, 2], эти уравнения преобразуются к одному:  

HtJtHFtJtHFtJtHFR k
kkk )(...)()()()()( *

2
2*

1
1** +++= −− , 

которое можно переписать в виде:  

 0)())()(( )(
*1** =tWtJtJR k

k , (7) 

где 



















=
−

H

tHF

tHF

tW
k

k

k


)(

)(

)(
1)( . 

Если 0)( 1 = Dt , т.е. модель нечувствительна к первому дефекту, это можно записать в виде: 

0)())()((
)(

1*1** =tDtJtJR
k

k  [1, 2], где 



















=
−

−

000

)(0

)()(

)( 1
2

1

1
1

11
)(

1








DtHFHD

DtHFDtHFHD

tD
k

k

k
. 

Это условие и уравнение (7) могут быть объединены следующим образом: 

 0))(   )())(()((
)(

1
)(

*1** =tDtWtJtJR
kk

k . (8) 

Чтобы построить модель минимальной размерности, уравнение (8) решается при k, начиная с k = 1, 

что дает строку ))()(( *1** tJtJR k . После этого из (6) определяется матрица )(t  и 
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проверяется, существует ли функция δ, для которой выполняется условие (3). Если существует, то 

определяется матрица )(* tG , что завершает построение модели (4). Если нет, ищется другое решение 

уравнения (8), при этом размерность k, как правило, увеличивается на единицу. Поскольку рассматри-

вается первый дефект, обозначим полученную матрицу )()1( t . 

 

3. Построение банка моделей 

 

Для определения оценок величин одновременно возникающих дефектов выбирается первый по 

порядку, и по изложенной выше методике строится модель (4), нечувствительная к этому дефекту. 

Далее методом, рассматриваемым ниже, строится вспомогательная система и решается задача опти-

мального управления, что дает оценку )(1 tw  переменной )(00 tdD , представляющей собой сумму тех 

дефектов, к которым первый наблюдатель чувствителен.  

Построенный первый наблюдатель чувствителен к дефектам, для которых 0)()1(  jDt ; выби-

раем среди них первый по порядку и аналогично строим второй наблюдатель, нечувствительный  

к этому дефекту, что дает матрицу )()2( t  и оценку )(2 tw . Аналогично выполняются последующие 

шаги; в результате каждого из них строятся матрицы T
21 ))()()(()( twtwtwtw q= ,  

























=

)(

)(

)(

)(

)(

)2(

)1(

t

t

t

t

q


 

и  Dt)( , где )( 21 pDDDD = . Число q – минимальное, такое что nDt =  ))((rank  при всех t. 

Это означает, что уравнение  

 T
2121

T
21 ))()()()()(())()()(()( tdtdtdDDDttwtwtwtw ppq  ==  (9) 

разрешимо относительно всех дефектов из ))()()(( 21 tdtdtd p . Условие nDt   ))((rank  при 

всех q означает, что в ))()()(( 21 tdtdtd p  есть неразличимые дефекты, которые при имеющихся 

измерениях идентифицировать по отдельности невозможно.  

Если на систему действует возмущение )(t , то желательно строить модель, нечувствительную 

к нему, методом, описанным в [1, 2], однако нужно иметь в виду, что наверняка для некоторых дефектов 

нечувствительность к ним и возмущениям обеспечить не удастся, и получаемые оценки будут прибли-

женными.  

 

4. Вспомогательная задача и ее решение 

 

Для получения оценок )(1 tw , …, )(twq  используется методика, детально разработанная в [1, 2], 

поэтому ниже приводятся только основные ее положения на основе модели (4), нечувствительной  

к первому дефекту. Для обеспечения устойчивости модели в нее вводится обратная связь по сигналу 

невязки )()()( ** tytyRtr −=  с коэффициентом усиления K, что дает  

 ),()()),(),(()()()()()()( 00******** tdtDttytxtyKRJtuGtxKHFtx +++++−=  (10) 

)()( *** txHty = . 

Методы выбора коэффициента K в нелинейном случае можно найти в [10].  

Далее строится вспомогательная система 

).()(                                                  

),()),(),(()()()()()()(

*

*****

tzHty

tvttytztyKRJtuGtzKHFtz

z =

+++++−=
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От модели (10) она отличается новым обозначениям вектора состояния и заменой неизвестной вели-

чины 0 0( ) ( )D t d t  переменной ( )v t , рассматриваемой как вспомогательное управление. От него требу-

ется перевести систему (9) из состояния )0(z  в состояние )(tz  такое, что *( ) ( ) ( ) 0e t z t x t= − → , t →  ,  

и при этом минимизировать функционал 

T T

0

1
( ( ) ( ) ( ) ( )) min

2
y yS e t Qe t v t Pv t dt



= + → , 

где P  – положительно-определенная матрица, 0Q  , *( ) ( ) ( )ye t y t y t= − .  

Для поиска управления используется преобразование Риккати [11] 

( ) ( )λ( ) ( )z t M t t g t= + , 

где )(tM  – невырожденная матрица, )(tg  – некоторая вектор-функция. Преобразование приводит  

к уравнениям для матрицы )(tM  и функции )(tg  

 

T
T T T 1 T

* * * * 0 0 *

δ( , , )
,

z y t
M F M MF MH QH M D P D M F

z

−  
= + + − +  

 
 (11) 

 T T
* * * * * * * *δ( , , ) ,g F g J y G u x y t MH Qy MH QH g= + + + − +  (12) 

где * * *F F KH= − , * *J J KR= + . Окончательно для управления ( )v t  получаем 

 1 T 1
0 1( ) ( )( ( ) ( )) ( ).v t P D M t z t g t w t− −= − − →  (13) 

Аналогичная задача решается для каждой модели, в результате чего строится банк наблюдате-

лей, определяются матрица )(t , оценки )(1 tw , )(2 tw , .., )(twq , и при выполнении условия 

Σrank(Φ( ) )t D n=  решается система алгебраических уравнений (9). 

 

5. Пример 

 

Рассмотрим электропривод манипулятора, описанный уравнениями [12] 

1 2

*

2 2 3 1* *

3 2 3 2

1
( ) ( ),

( )
( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

r

в m

ω ym

m m m

x t x t
i

k v t k
x t x t x t d t

J V t J V t

k kR
x t x t x t u t d t

L L L

=

+
= − + +

+ +

= − − + +

 

Здесь )(1 tx  – угол поворота выходного вала редуктора, )(2 tx  – скорость вращения ротора, )(3 tx  – ток 

якоря; переменная )(* tV  описывает инерционные свойства степени подвижности манипулятора; 

переменная )(* tv  описывает кориолисовы и скоростные силы. Предполагается, что измеряются 

переменные )(1 tx  и )(3 tx . Введем следующие обозначения:  

1

1

ri
 = ,   

*

2 *

( )
( )

( )

вk v t
t

J V t

+
 = −

+
,   3 *

( )
( )

mk
t

J V t
 =

+
,   4

m

k

L


 = − ,   5

m

m

R

L
 = − ,

    
6μ

y

m

k

L
= ,   

6μ
y

m

k

L
= . 

Приведем матрицы, описывающие электропривод:  

1

2 3

4 5

0 0

0 ,

0

F

 
 =  
 

  

   

6

0

0G
 
 =
 
 

,   
1 0 0

0 0 1
H

 
=  

 
.      

Построим модель, нечувствительную к )(1 td . Уравнение (7) имеет решение * 4 1(μ μ )R = − , 

* 1 5(0 μ μ )J = − , 
(1)

4 1Φ (μ 0 μ )= −  и модель 

* 1 5 2 1 6 1 2( ) μ μ ( ) μ μ ( ) μ ( )x t y t u t d t= − − − . 
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Обратная связь по сигналу невязки * * 4 1 1 2 *( ) ( ) μ ( ) μ ( ) ( )r R y t x t y t y t x t= − = − −  с коэффициентом 1K =  

дает следующее уравнение: 

* * 4 1 1 5 1 2 1 6 1 2( ) ( ) μ ( ) (μ μ μ ) ( ) μ μ ( ) μ ( )x t x t y t y t u t d t= − + − + − − . 

Наблюдатель строится на основе уравнений (11), (12) с *δ( , , ) 0x y t = . 

Построим модель, нечувствительную к 2 ( )d t . Уравнение (7) имеет решение * (1 0)R = , 

2
*

1 3

μ ( ) 0

0 μ μ ( )

t
J

t

 
=  

 
,   (2)

2 1

1 0 0
Φ

μ ( ) μ 0t
 

=  − 
 

и модель 

*1 *2 2 1

*2 1 3 2 * 1 1 1

* *1

( ) ( ) μ ( ) ( ),

( ) μ μ ( ) ( ) δ ( ) ( ) μ ( ),

( ) ( ),

x t x t t y t

x t t y t t y t d t

y t x t

= +

= − +

=

 

где  
* * * *

* * 2

( )( ( )) ( )( ( ))
δ ( )

( ( ))

вv t J V t v t k v t
t

J V t

+ − +
=

+
, 

поскольку * *( ) ( )v t V t=  [12]. Обратная связь по сигналу невязки * * 1 *1( ) ( ) ( ) ( )r R y t y t y t x t= − = −  с коэф-

фициентом (2 1)K =  дает  

*1 *1 *2 2 1

*2 1 3 2 1 1 1 *1

* *1

( ) 2 ( ) ( ) ( ( ) 2) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ( ), ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ).

x t x t x t t y t

x t t y t y t t d t y t x t

y t x t

= − + +  +

=   +  +  + −

=

 

Наблюдатель строится на основе уравнений (11), (12). Как видно из уравнений, описывающих модели, 

дефекты могут быть оценены независимо друг от друга.  
 

 

Рис. 1. Результат оценки дефектов наблюдателями 

Fig. 1. The result of the estimation of defects by observers 

 

Для численного моделирования одновременной работы наблюдателей по оценке каждого из дефек-

тов параметры модели электропривода возьмем равными 0,001J =  кгм2; 0,4mR =  Ω; 0,004mL =  Гн; 

0,02mk =  Нм/А; 0,05k =  Вс/ рад; 100ri = ; 10uk = . Параметры нестационарности можно задать  

в виде: 
* 2( ) (1 sin( )) / rV t t i= + , 

* *( ) ( )v t V t= .  
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Параметры Q, P, K наблюдателей выберем в виде: для дефекта 
1( )d t  –

8 210 , 10 , [2 1]Q P K−= = = ; 

для дефекта 
2 ( )d t  – 

1010 , 1, 1Q P K= = = . Дефекты зададим в виде единичных ступенчатых функций  

с временем скачка соответственно 
1 21, 1,5t t= =  с. 

На рис/ 1 показаны результаты моделирования: графики сверху – дефект )(1 td  и его оценка; 

графики снизу – дефект )(2 td  и его оценка. Результат показывает, что синтезированные наблюдатели 

позволяют одновременно и независимо обнаружить и идентифицировать оба дефекта с приемлемой 

точностью. 

 

Заключение 

 

Рассмотрена и решена задача оценивания величин одновременно возникающих дефектов в ли-

нейных нестационарных системах. Для решения использованы методы оптимального управления, для 

чего строится банк наблюдателей с избирательной чувствительностью к различным дефектам. Каждый 

наблюдатель построен так, что дает суммарную оценку величин дефектов той группы, к которой этот 

наблюдатель чувствителен. Путем решения системы алгебраических уравнений определяются оценки 

величин всех дефекта. Теоретические положения проиллюстрированы практическим примером.  
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Аннотация. Статья посвящена разработке метода проактивного управления ресурсами веб-ГИС для визу-

ализации геофизических полей. Предложен подход на основе семантической кластеризации потоковых данных, 

учитывающий не только пространственные координаты, но и тензорные характеристики объектов. Модифи-

цированный алгоритм кластеризации с адаптивным механизмом переключения между режимами обеспечивает 

оптимизацию использования вычислительных ресурсов за счет упреждающей подготовки данных. Эксперимен-

тальные результаты демонстрируют эффективность предложенного подхода: сокращение времени загрузки 

контента до 2,3 с, снижение потребления видеопамяти на 42% и повышение интерактивности на 35–40% по 

сравнению с традиционными методами. 
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account not only spatial coordinates but also tensor characteristics of objects. A modified clustering algorithm with  

an adaptive switching mechanism between modes optimizes the use of computing resources through proactive data 

preparation. Experimental results demonstrate the effectiveness of the proposed approach: content loading time is reduced 

to 2.3 seconds, video memory consumption is reduced by 42%, and interactivity is increased by 35-40% compared  

to traditional methods. 
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Введение 
 

Современные геоинформационные системы визуализации геофизических полей сталкиваются  

с фундаментальным вызовом, обусловленным ростом объемов и сложности пространственных данных. 

Особую остроту эта проблема приобретает при обработке многокомпонентных геофизических полей, 

характеризующихся высокой размерностью и пространственно-временной неоднородностью. Тради-

ционные архитектуры веб-ГИС, основанные на потоковой передаче статических тайлов, достигают 

практических пределов при работе с динамическими тензорными полями в режиме, приближенном  

к реальному времени. Низкая реактивность интерфейсов с задержками рендеринга снижает эффектив-

ность анализа в таких критически важных областях, как мониторинг геофизической обстановки или 

управление природными ресурсами [1, 2]. 

Анализ существующих подходов к оптимизации выявляет их принципиальные ограничения. Ме-

тоды, основанные на упрощении геометрии и снижении детализации, неприменимы для геофизических 

задач, поскольку приводят к потере семантически значимых особенностей полей [3]. Альтернативные 

решения, такие как потоковая передача данных и серверный предрендеринг, хотя и снижают время 

начальной загрузки до 2,1 ± 0,3 с [4], но ограничивают интерактивность работы с данными [5]. Совре-

менные методы WebGL-оптимизации, включая инстансный рендеринг, демонстрируют ограниченную 

эффективность при визуализации неоднородных глифовых представлений [6]. Перспективное направ-

ление разработки гибридных архитектур, сочетающих кластерный анализ с распределенной обработ-

кой данных [7], не нашло эффективной реализации для работы с тензорными характеристиками полей. 

Распространенные технические решения (кэширование, пространственное индексирование, многопо-

точность и др.) обладают существенными ограничениями и не учитывают специфику работы с дина-

мически изменяющимися многомерными данными геофизических полей [8–12]. 

Ключевым узким местом является неэффективность механизмов управления вычислительными 

ресурсами. Стандартные подходы к оптимизации демонстрируют ограниченную эффективность при 

работе с объектами, несущими семантически значимую нагрузку. Проблема усугубляется при визуа-

лизации с использованием сложных графических примитивов для отображения многомерных характе-

ристик геофизических полей. 

Данная работа предлагает метод проактивного управления ресурсами веб-ГИС визуализации 

геофизических полей, основанный на семантической кластеризации потоковых данных. В отличие от 

известных решений предлагаемый подход оперирует не только с пространственными координатами, 

но и с многомерным фазовым пространством атрибутивных характеристик. В его основе лежит гипотеза 

о том, что динамическое прогнозирование областей интереса и семантической значимости данных поз-

воляет проактивно инициировать загрузку и подготовку только релевантных фрагментов геофизической 

информации, минимизируя задержки и потребление ресурсов. Такой метод переводит архитектуру вза-

имодействия с данными от реактивной к проактивной модели, что открывает новые возможности для 

построения высокоотзывчивых интерфейсов для работы с масштабными массивами геофизической ин-

формации в условиях ограниченной пропускной способности каналов связи. 
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1. Характеристика пространственных данных 

 

Исследование посвящено обработке пространственно-временных данных геофизических полей, 

обладающих принципиально иной структурой по сравнению с традиционными геопространственными 

данными. Особенность таких данных заключается в их тензорной природе, где каждая точка наблюде-

ния характеризуется не скалярным значением или вектором, а полноценным тензором второго ранга, 

описывающим сложную систему взаимосвязей между компонентами поля [13]. Эта многокомпонент-

ность создает фундаментальные сложности для визуализации, поскольку традиционные методы, осно-

ванные на изолированном отображении отдельных компонент, не позволяют адекватно передать 

структурные особенности поля. 

В качестве математической основы предлагается использование метрического тензора, адаптирован-

ного для задач анализа геофизических полей. Хотя исторически метрический тензор нашел применение  

в теории относительности, его структурные свойства идеально соответствуют требованиям работы с геофи-

зическими данными. Симметричный тензор второго ранга gij определяет скалярное произведение в каса-

тельном пространстве многообразия M, что позволяет компактно описывать сложные полевые структуры: 

 𝑔𝑖𝑗 = 〈𝜕/𝜕𝑥𝑖 , 𝜕/𝜕𝑥𝑗〉,   (1) 

где gij – компонента метрического тензора, определяющая меру искажения пространства в направле-

ниях i и j; 𝜕𝑥𝑖 , 𝜕𝑥𝑗 – базисные векторы касательного пространства, соответствующие координатным 

направлениям.  

Для данных спутниковых измерений геомагнитного поля метрический тензор строится на основе 

векторов напряженности Bi = (ni, ei, ci), где компоненты n, e, c соответствуют северной, восточной и 

меридиональной составляющим. С учетом угловых параметров поля – магнитного склонения D и 

наклонения I – компоненты тензора принимают вид: 

 𝑔11 = |𝐵|2 cos2 𝐼 cos2 𝐷 + |𝐵|2 sin2 𝐼, (2) 

где |B|2 – квадрат модуля вектора напряженности магнитного поля, определяющий общую интенсивность; 

cos2Icos2D – весовой коэффициент, учитывающий проекцию вектора на горизонтальную плоскость че-

рез углы наклонения I и склонения D; sin2I – компонента, отражающая вертикальную составляющую 

поля. Сумма двух слагаемых обеспечивает инвариантное представление метрики относительно ориен-

тации поля. 

Особенностью предлагаемого подхода является учет пространственной корреляции измерений 

через весовые коэффициенты wk и билинейный функционал Fk, включающий угловые параметры поля [13]. 

Это позволяет сохранять структурную целостность данных при преобразованиях и агрегации, что кри-

тически важно для последующей визуализации и анализа. 

Для визуального представления тензорных данных предлагается использовать суперэллипсоидные 

глифы, обладающие значительными преимуществами по сравнению с традиционными методами [14]. 

Геометрическая гибкость суперэллипсов позволяет плавно варьировать форму глифа между эллипсо-

идальными и квадрообразными конфигурациями, обеспечивая точное соответствие локальным особен-

ностям поля. Пространственная ориентация глифа кодирует направление градиента поля, а эксцентри-

ситет отражает степень анизотропии распределения напряженности. 

Математически форма суперэллипса описывается параметрическими уравнениями, где коэффи-

циенты a и b определяют вытянутость вдоль соответствующих осей, а показатель степени n контроли-

рует плавность переходов между различными зонами поля. Интеграция цветового кодирования с су-

перэллиптической геометрией формирует двумерную систему визуального представления, в которой 

пространственные параметры глифа передают векторные свойства поля, а цветовая палитра отобра-

жает скалярные характеристики. Ключевым достоинством суперэллипсоидных глифов выступает их 

устойчивость к взаимному перекрытию в зонах с повышенной плотностью измерений, что обеспечи-

вает сохранение читаемости структуры поля при существенной пространственной неоднородности 

данных. Указанное качество приобретает особую значимость в задачах оперативного мониторинга, где 

классические подходы к визуализации часто порождают эффект наложения графических элементов  

с последующей утратой информационной содержательности. 
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Разработанная методология, интегрирующая метрический тензор для структурного анализа и су-

перэллипсоидные глифы для визуализации, создает принципиально новые возможности целостного 

восприятия пространственно-временных закономерностей геофизических полей. Такой синтез матема-

тического аппарата и визуальных решений позволяет преодолеть принципиальные ограничения тради-

ционных методов отображения многокомпонентных данных, обеспечивая одновременное восприятие 

как структурных, так и динамических характеристик исследуемых полей. Комплексный характер пред-

ложенного подхода открывает перспективы для качественно нового уровня интерпретации геофизиче-

ской информации в условиях возрастающих объемов и сложности данных мониторинга. 

 

2. Метод семантической кластеризации для проактивного управления ресурсами 

 

Предлагаемый алгоритм пространственно-анизотропной кластеризации представляет собой мо-

дифицированную версию метода k-средних, адаптированную для работы с многомерными геофизиче-

скими данными [15]. Особенностью предложенного подхода является учет не только пространствен-

ных координат точек наблюдения, но и тензорных характеристик геофизического поля, что позволяет 

осуществлять семантически значимую группировку данных для оптимизации процесса визуализации. 

В отличие от традиционных методов кластеризации, оперирующих исключительно с пространствен-

ными координатами [16], предложенный алгоритм обеспечивает интеллектуальное распределение вы-

числительных ресурсов, что позволяет осуществлять проактивное управление ресурсами за счет учета 

физической природы данных и их визуальных характеристик (рис. 1).  
 

 

Рис. 1. Блок-схема алгоритма пространственно-анизотропной кластеризации 

Fig. 1. Flowchart of the spatially anisotropic clustering algorithm 

 

Фундаментальным отличием предложенного метода является его ориентация на специфические 

требования систем визуализации геофизических данных. В отличие от стандартных задач кластериза-

ции, где основной целью является минимизация внутрикластерных расстояний, здесь критически важ-

ным становится сохранение семантической целостности визуального представления. Это означает, что 

объекты, имеющие схожие физические характеристики и визуальные свойства, должны группироваться 
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вместе даже при значительном пространственном разнесении. Такой подход позволяет оптимизиро-

вать процесс рендеринга за счет сокращения количества уникальных графических примитивов без по-

тери информативности визуализации. 

Основу проактивного механизма составляет модифицированная функция расстояния [17] 

 𝑑(𝑋𝑖 , 𝐶𝑗) = α‖𝑥𝑖 − 𝑐𝑗‖
2
+ β‖𝑇𝑖 − 𝑇𝑗‖𝑝

+ γ‖𝐴𝑖 − 𝐴𝑗‖
2
,  (3) 

где d – обобщенное расстояние между объектом и центроидом; Xi – многомерный вектор характеристик 

i-го объекта; Cj – вектор характеристик j-го центроида; xi – пространственные координаты i-го объекта; 

cj – пространственные координаты j-го центроида; Ti – тензор геофизических характеристик i-го объ-

екта; Tj – тензор геофизических характеристик j-го центроида; Ai – атрибутивные параметры визуали-

зации i-го объекта; Aj – атрибутивные параметры визуализации j-го центроида; α, β, γ –  весовые коэф-

фициенты компонент расстояния. 

Введение многокомпонентной метрики решает проблему игнорирования семантической близо-

сти объектов. Динамическая адаптация весовых коэффициентов обеспечивает контекстно-зависимую 

настройку алгоритма. Фундаментальным преимуществом разработанной метрики расстояния выступает 

ее способность к интегральной оценке многомерных характеристик данных. Вычисление тензорной 

компоненты ||Ti – Tj||p, основанное на применении спектральной нормы разности тензоров, позволяет 

учитывать структурные особенности геофизических полей: 

 ‖𝑇𝑖 − 𝑇𝑗‖𝑝
= √λmax[(𝑇𝑖 − 𝑇𝑗)

𝑇
(𝑇𝑖 − 𝑇𝑗)],  (4) 

где λmax – максимальное собственное значение матрицы; Ti – Tj – разность тензоров характеристик;  

(Ti – Tj)ᵀ – транспонированная матрица разности тензоров 

Применение спектральной нормы в предлагаемой метрике обеспечивает принципиальную инва-

риантность результатов кластеризации относительно выбора системы координат. Данное свойство 

приобретает особую значимость при обработке геофизических данных, которые часто агрегируются из 

разнородных источников с различными системами отсчета и методами измерений [18, 19]. Благодаря 

инвариантности относительно ортогональных преобразований спектральная норма гарантирует коррект-

ное распознавание физически подобных тензорных структур вне зависимости от их пространственной 

ориентации. Это позволяет исключить систематические погрешности кластеризации, связанные исклю-

чительно с особенностями математического представления тензоров, и обеспечивает содержательную 

интерпретацию выделяемых кластеров на основе объективных физических свойств геофизических полей. 

Выбор максимального собственного значения в качестве основы для вычисления нормы обу-

словлен необходимостью учета наиболее значимых различий между тензорами. В контексте геофизи-

ческих данных максимальное собственное значение часто соответствует основной оси анизотропии 

поля, что делает его наиболее информативным параметром для сравнения. Такой подход позволяет 

эффективно выделять области с различной структурой геофизических аномалий, что непосредственно 

влияет на качество их визуального представления. Кроме того, использование спектральной нормы 

обеспечивает устойчивость алгоритма к малым возмущениям данных, что особенно важно при работе 

с зашумленными измерениями. 

Экспериментальные исследования показали оптимальность разделения на три кластера (k = 3), 

соответствующих различным уровням геомагнитной активности. Такой выбор обусловлен физической 

природой геофизических данных и позволяет эффективно балансировать между детализацией визуа-

лизации и производительностью системы [20, 21]. Каждый кластер соответствует определенному типу 

визуального представления: высокоинтенсивные аномалии требуют максимальной детализации, сред-

ние интенсивности допускают некоторое упрощение, а слабые аномалии могут визуализироваться  

в значительно упрощенном виде без потери общей информативности картины. 

Процедура кластеризации включает итеративное обновление центроидов с учетом простран-

ственно-временных характеристик данных: 

 𝐶𝑗
(𝑘+1)

= ∑𝑈𝑖𝑗
(𝑘)
𝑊𝑖𝑋𝑖 ∑𝑈𝑖𝑗

(𝑘)
𝑊𝑖⁄ ,   (5) 
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где 𝐶𝑗
(𝑘+1)

 – обновленное положение j-го центроида на следующей итерации; 𝑈𝑖𝑗
(𝑘)

 – функция принад-

лежности объекта i к кластеру j на итерации k; Wi – весовой коэффициент пространственной плотности; 

Xi – многомерный вектор характеристик i-го объекта. 

Итеративная коррекция позиций центроидов составляет вычислительное ядро алгоритма, позво-

ляя адаптивно учитывать пространственную неоднородность данных. На каждом цикле осуществля-

ется рекалибровка центроидов с интеграцией пространственных координат и физических атрибутов 

объектов. Введение весового коэффициента Wi, отражающего пространственную плотность измере-

ний, предотвращает образование статистически незначимых кластеров в зонах с разреженной сеткой 

наблюдений и способствует сбалансированному покрытию всего исследуемого пространства.  

Процедура итеративного уточнения продолжается до достижения условий сходимости, фикси-

руемых по стабилизации координат центроидов и значений функций принадлежности. В качестве кри-

териев остановки алгоритма применяется либо минимальное смещение центроидов на последователь-

ных итерациях, либо достижение установленного лимита вычислительных циклов. Данная стратегия 

обеспечивает формирование конечной кластерной конфигурации, адекватно отражающей структурные 

особенности данных и учитывающей комплекс факторов, определяющих качество визуализационного 

представления. 

Для обработки пограничных случаев разработан адаптивный механизм, переключающийся между 

жесткой и мягкой кластеризацией в зависимости от доступных вычислительных ресурсов. При доста-

точной производительности системы применяется мягкая кластеризация с функцией принадлежности: 

 𝑈𝑖𝑗 = [∑ 𝑑(𝑋𝑖 , 𝐶𝑗)/𝑑(𝑋𝑖 , 𝐶𝑚)
2𝑚

𝑚 ]−1,  (6) 

где Uij – степень принадлежности объекта i к кластеру j;  m – параметр нечеткости кластеризации;  

d(Xi, Cj) – расстояние между объектом i и центроидом j; d(Xi, Cm) – расстояние между объектом i и 

центроидом m; ∑m – оператор суммирования по всем центроидам. 

Механизм адаптивной кластеризации позволяет гибко управлять точностью классификации в за-

висимости от доступных вычислительных ресурсов и требований к производительности. В режиме 

мягкой кластеризации объекты могут частично принадлежать к нескольким кластерам, что повышает 

точность модели, но требует дополнительных вычислений [22, 23]. В условиях ограниченных ресурсов 

система автоматически переключается в режим жесткой кластеризации, обеспечивая минимально не-

обходимую точность при значительном снижении вычислительной нагрузки. Этот адаптивный подход 

особенно важен для веб-приложений, работающих на разнородных клиентских устройствах с различ-

ными вычислительными возможностями. 

Параметр нечеткости m играет важную роль в управлении точностью кластеризации. При значе-

ниях m, близких к 1, алгоритм приближается к жесткой кластеризации, где каждый объект однозначно 

относится к одному кластеру. Увеличение m приводит к «размытию» границ между кластерами, что 

позволяет более адекватно отражать сложную природу геофизических данных, где многие объекты 

могут демонстрировать промежуточные характеристики. Оптимальное значение m подбирается экспе-

риментально в зависимости от конкретной задачи и требований к качеству визуализации. 

Реализация алгоритма обеспечивает проактивное управление ресурсами веб-приложений за счет 

оптимизации процесса рендеринга. Кластерный подход позволяет сократить количество одновременно 

отображаемых графических примитивов без потери семантической значимости визуализации, что осо-

бенно важно при работе с большими объемами геофизических данных в режиме реального времени. 

Интеллектуальная группировка данных по физическим характеристикам и визуальным параметрам 

обеспечивает оптимальное распределение вычислительных ресурсов и значительно улучшает пользо-

вательский опыт при работе с интерактивными картографическими интерфейсами. 

 

3. Апробация метода и анализ вычислительной эффективности 

 

Экспериментальная верификация предложенного метода проактивного управления ресурсами 

веб-ГИС выполнена на основе специализированного тестового стенда, имитирующего реальные 
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условия эксплуатации систем визуализации геофизических данных. В качестве эталонного набора дан-

ных использовались результаты многолетних наблюдений геомагнитного поля, содержащие более  

1,5 млн точек измерений с пространственным разрешением 0,1° и временным интервалом дискретиза-

ции 1 мин [24]. Архитектура тестовой системы реализована на основе микросервисной парадигмы, что 

обеспечило воспроизводимость экспериментов и точность сравнительных измерений. 

Для формализации визуального представления использовался стандарт GeoJSON [25], расши-

ренный специализированными свойствами для хранения тензорных характеристик поля. Это позво-

лило сохранять не только пространственные координаты и базовые атрибуты объектов, но и полную 

информацию о метрических тензорах и параметрах кластерной принадлежности. Реализация алгорит-

мов обработки выполнена на Python с использованием оптимизированных библиотек для работы  

с большими массивами геопространственных данных, включая специализированные модули для тен-

зорных вычислений и пространственной индексации. 

Ключевым аспектом методологии эксперимента стало сравнение эффективности предложенного 

подхода с традиционными методами оптимизации веб-ГИС. В качестве базовых методов сравнения 

выбраны: классическая пространственная кластеризация (k-means), квадродеревья (Quadtree) [9],  

инстансный рендеринг WebGL [6]. Каждый метод тестировался на идентичных наборах данных при 

варьировании параметров от 103 до 106 визуализируемых объектов. 

Экспериментальные результаты демонстрируют значительное преимущество предложенного 

метода по всем ключевым метрикам производительности. Время полной загрузки контента (LCP) при 

использовании проактивного управления ресурсами составило 2,3 ± 0,1 с для набора данных объемом 

105 объектов, в то время как традиционная кластеризация показала результат 3,8 ± 0,3 с, квадродеревья – 

4,2 ± 0,4 с, инстансный рендеринг – 3,1 ± 0,2 с. Столь существенное улучшение объясняется эффектив-

ностью семантической кластеризации, позволяющей сократить количество перерисовываемых элемен-

тов интерфейса на 65% по сравнению с классическими методами. 

Важным аспектом исследования стала оценка масштабируемости алгоритма при работе с различ-

ными объемами данных. Анализ зависимости времени обработки от количества объектов показал, что 

предложенный метод сохраняет линейную асимптотику O(n) даже при работе с массивами данных  

объемом свыше 106 объектов, в то время как традиционные методы демонстрируют существенное за-

медление при превышении порога в 5 × 104 объектов. Это обусловлено эффективностью механизма 

проактивной кластеризации, минимизирующего количество операций сравнения и пересчета позиций 

элементов. 

Экспериментально подтверждено значительное снижение потребления ресурсов видеопамяти:  

с 320 ± 50 МБ до 185 ± 20 МБ для типичного набора геомагнитных данных [6]. Это достигнуто за счет 

оптимизации структуры хранения графических примитивов и реализации адаптивного механизма 

управления уровнем детализации.  

Особое внимание уделено анализу интерактивности системы при работе с динамически изменя-

ющимися данными. Измерение времени отклика на пользовательские действия показало улучшение 

показателей на 35–40% по сравнению с известными решениями. Это критично для задач оперативного 

мониторинга, где задержки визуализации могут влиять на процесс принятия решений. 

Стабильность работы алгоритма подтверждена серией тестов при различных сценариях 

нагрузки. Вариация времени отклика не превышала 0,15 с при 95% доверительной вероятности, что 

свидетельствует о высокой надежности метода. Проведено сравнение с коммерческими аналогами 

(Geosoft Oasis montaj, Golden Software Surfer), показавшее преимущество предложенного решения по 

всем ключевым показателям, включая скорость обработки данных (превышение на 45–60%) и эффек-

тивность использования ресурсов (улучшение на 30–40%). 

Качественная оценка визуализации подтвердила репрезентативность предложенного метода.  

На рис. 2 представлена визуализация высокоинтенсивных геомагнитных аномалий, полученная с ис-

пользованием проактивного управления ресурсами. Анализ демонстрирует сохранение семантической 

целостности: ключевые структурные элементы поля (зоны повышенной интенсивности, градиенты, об-

ласти однородности) остаются четко идентифицируемыми благодаря интеллектуальной кластеризации 
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данных. При этом визуальное представление не содержит избыточной детализации в областях со сла-

быми аномалиями, что свидетельствует об эффективной работе алгоритма селекции. 
 

 

Рис. 2. Визуализация геомагнитных аномалий с использованием метода проактивного управления 

Fig. 2. Visualization of geomagnetic anomalies using the proactive management method 

 

Сравнение с эталонными данными показало, что предложенный метод обеспечивает сохранение 

всех семантически значимых характеристик геофизического поля при сокращении количества отобра-

жаемых графических примитивов на 65%. Результаты экспериментов демонстрируют, что предложен-

ный метод проактивного управления ресурсами на основе семантической кластеризации позволяет до-

стичь компромисса между производительностью и качеством визуализации, обеспечивая рекордные 

показатели эффективности для веб-ориентированных ГИС обработки геофизических данных. Дальней-

шие исследования будут направлены на адаптацию алгоритма для работы с распределенными источ-

никами данных и реализацию механизмов машинного обучения для автоматической настройки пара-

метров кластеризации. 

 

Заключение 

 

В работе предложен метод проактивного управления ресурсами веб-ГИС визуализации геофизи-

ческих полей, основанный на семантической кластеризации потоковых данных. Ключевой особенно-

стью подхода является переход от реактивной к упреждающей модели работы, при которой система на 

основе анализа семантической значимости данных заранее инициирует загрузку и подготовку реле-

вантных фрагментов информации. Разработан модифицированный алгоритм k-средних с простран-

ственно-анизотропной метрикой расстояния, учитывающей как географические координаты, так и фи-

зические характеристики объектов. Адаптивный механизм переключения между режимами кластери-

зации обеспечивает динамическое управление вычислительными ресурсами. Интеграция суперэллип-

соидных глифов с семантической кластеризацией сохраняет информативность визуализации при со-

кращении вычислительной нагрузки. 

Экспериментальная апробация подтвердила эффективность метода. Достигнуты сокращение 

времени загрузки контента до 2,3 ± 0,1 с и уменьшение потребления видеопамяти на 42%. Улучшение 

интерактивности на 35–40% обеспечивает комфортную работу с данными в реальном времени. Пока-

зана линейная масштабируемость для массивов свыше 106 объектов. Сравнительный анализ с коммер-

ческими аналогами продемонстрировал преимущество в скорости обработки данных на 45–60% при 

улучшении эффективности использования ресурсов на 30–40%. Экспертная оценка подтвердила соот-

ветствие визуального представления требованиям специалистов-геофизиков. Перспективы работы свя-

заны с интеграцией машинного обучения для автоматической настройки параметров, созданием рас-

пределенной архитектуры обработки и адаптацией под стандарт WebGPU. Разработанный подход 
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создает основу для нового поколения веб-ориентированных ГИС, способных эффективно обрабаты-

вать экзабайтные потоки многомерных пространственных данных. 
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Повышение робастности и эффективности сверточных сетей на малых выборках 

за счет динамического оживления нейронов 
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Аннотация. Исследуется проблема «мертвых нейронов» в сверточных сетях при работе с малыми дан-

ными. Проблема приводит к неэффективному использованию модели и снижению ее устойчивости. Предлага-

ется метод динамической адаптации параметра наклона функции активации для каждого нейрона. Алгоритм 

использует статистику активаций в реальном времени. Эксперименты на задаче распознавания цифр показали 

высокую эффективность метода. Количество неактивных нейронов сократилось в несколько раз. Точность 

классификации сохранилась, а устойчивость модели значительно возросла. Метод не увеличивает число обу-

чаемых параметров, что важно для малых выборок. 

Ключевые слова: мертвые нейроны; функция активации ReLU; сверточные нейронные сети; глубокое 
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Введение 

 

Сверточные нейронные сети (CNN) стали ключевым инструментом в областях, критичных  

к надежности, – от систем безопасности на предприятиях [1] и медицинской диагностики [2, 3] до ав-

тономных транспортных средств [4, 5], включая современные методы управления беспилотными авиа-

ционными системами [6]. Однако их эффективность на практике зачастую ограничивается внутрен-

ними проблемами обучения, одна из которых – феномен «умирающих ReLU» [7], также известный как 

проблема «мертвых нейронов». Эта проблема особенно остро проявляется при работе с ограничен-

ными наборами данных, где необходимо максимально эффективно использовать емкость модели. 

Проблема «мертвых нейронов» и поиск оптимальных функций активации – активно развиваю-

щаяся область исследований в глубоком обучении. Традиционные подходы включают использование 

функций с «утечкой», таких как Leaky ReLU [7] и Parametric ReLU (PReLU) [8], которые предотвра-

щают нулевой градиент на отрицательной области. Несмотря на свою эффективность, эти методы об-

ладают ключевым ограничением: они вводят статический или глобально настраиваемый параметр 

наклона, который не адаптируется к индивидуальным характеристикам нейронов в процессе обучения. 

К более современным стратегиям, которые направлены на преодоление этой статичности, отно-

сится, например, Exponential Linear Unit (ELU) [9]. Данная функция активации предлагает гладкую не-

линейность для отрицательных входов, что способствует более стабильному среднему значению акти-

ваций и ускоряет сходимость. Другой подход, Scaled Exponential Linear Unit (SELU) [10], позволяет 

создавать самонормализующиеся сети (Self-Normalizing Networks) при определенных условиях, что 

также смягчают проблему затухающих градиентов и мертвых нейронов. 

Настоящий прорыв в адаптивности связан с функциями, параметры которых обучаются индиви-

дуально для каждого нейрона. Активация PReLU [11] была одним из первых шагов в этом направлении, 

позволяя обучать коэффициент наклона для отрицательных входов. Однако ее потенциал зачастую 

ограничивается применением на уровне каналов или слоев, а не отдельных нейронов. 

Более радикальные подходы предлагают полностью обучаемые функции активации. Методы на 

основе аппроксимаций, такие как Adaptive Piecewise Linear Units (APLU) [12], или использование не-

больших нейросетей для представления функции активации (например, Learning Activation Functions [13]) 

демонстрируют высокую гибкость, но значительно увеличивают количество параметров и вычисли-

тельную сложность, что делает их менее применимыми для задач с ограниченными данными, где клю-

чевым является предотвращение переобучения. 

Наконец, в последних работах исследуется динамическая адаптация функций активации на ос-

нове статистики поступающих данных. Например, методы, которые регулируют форму активации  

в зависимости от распределения входов нейрона [14], или подходы, использующие простые механизмы 

обратной связи для «оживления» мертвых нейронов в реальном времени [15, 16]. Эти методы стре-

мятся найти баланс между адаптивностью PReLU (параметрического ReLU) и вычислительной эффек-

тивностью стандартного ReLU. 

Таким образом, современный тренд смещается от статических функций к адаптивным и динами-

ческим. Однако вопрос о создании эффективного, параметрически экономного и устойчивого к огра-

ниченности данных механизма динамической адаптации активаций для сверточных сетей остается  

открытым. Настоящее исследование фокусируется на заполнении этой ниши. 

 

1. Экспериментальное выявление проблемы 

 

Для эмпирического подтверждения и анализа проблемы «мертвых нейронов» был проведен экс-

перимент с использованием архитектуры сверточной нейронной сети (рис. 1), реализованной на базе 

фреймворка TensorFlow/Keras. 

Данная модель была обучена на собственном датасете рукописных цифр, содержащем 104 изоб-

ражения на класс. Архитектура сети состоит из трех последовательных блоков: свертка (3 × 3) – пулинг 

(2 × 2) с количеством фильтров 32, 64 и 128 соответственно, за которыми следовали два полносвязных 
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слоя с 64 и выходным из 10 нейронов. Общее количество параметров представленной CNN составило 

224 458. Во всех скрытых слоях использовалась активационная функция ReLU. Обучение проводилось 

в течение 20 эпох с оптимизатором Adam и размером пакета (batch size) 32. 
 

 

Рис. 1. Фрагмент программы, реализующий архитектуру исследуемой CNN 

Fig. 1. Code snippet implementing the architecture of the studied CNN 
 

Для диагностики состояния нейронов в процессе обучения была реализована методика визуали-

зации карт признаков и количественной оценки уровня их активности. После завершения обучения на 

валидационной выборке производился прогон тестовых изображений, одним из которых был видео-

кадр с рукописной цифрой «5» (рис. 2). 
 

 

Рис. 2. Данные с веб-камеры на входе нейронной сети 

Fig. 2. Webcam data at the neural network input 
 

Для данного примера последовательно фиксировались выходные активации каждого сверточ-

ного слоя (рис. 3–5) и полносвязного слоя (рис. 6), что позволило проследить трансформацию призна-

ков по глубине сети. Нейрон считался «мертвым» или неактивным, если среднее значение его актива-

ций по всему тестовому набору данных не превышало порогового значения 10–7. 

Стоит отметить, что в эксперименте умышленно выбирался ракурс камеры относительно объекта 

(цифры), при котором классификация имеет максимальную уверенность. 

Несмотря на успешную классификацию (уверенность 97%) представленного на рис. 2 тестового 

примера, анализ внутренних активаций сети выявил критически высокий уровень неактивных нейро-

нов. Визуализация карт признаков (рис. 3–5) демонстрирует, что значительная часть фильтров в свер-

точных слоях либо полностью пассивна (однородные черные области), либо проявляет минимальную, 

фрагментарную активность в виде единичных пикселей. Количественная оценка подтверждает данное 

наблюдение: в первом сверточном слое неактивно 7 фильтров, во втором – 18, а в третьем – 56. Наблю-

даемый рост количества «мертвых» нейронов по мере углубления сети является следствием каскадного 

эффекта: потеря информативности на ранних этапах приводит к тому, что последующие слои, предна-

значенные для детектирования более сложных признаков, не получают необходимого для обучения 

входного сигнала. 
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Рис. 3. Выходные активации первого сверточного слоя (Conv2D) 

Fig. 3. Output activations of the first convolutional layer (Conv2D) 

 

 

Рис.4. Выходные активации второго сверточного слоя (Conv2D_1) 

Fig. 4. Output activations of the second convolutional layer (Conv2D_1) 

 

 

Рис. 5. Выходные активации третьего сверточного слоя (Conv2D_2) 

Fig. 5. Output activations of the third convolutional layer (Conv2D_2) 
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Полученный результат является парадоксальным и выявляет фундаментальную проблему: мо-

дель, способная к верной классификации в контролируемых условиях, использует свой потенциал 

крайне неэффективно. Ее работа обеспечивается активностью ограниченного числа нейронов, что со-

здает архитектурную хрупкость. Эта хрупкость напрямую проявляется на практике: даже незначитель-

ные возмущения входных данных, такие как смещение камеры, изменение масштаба или угла наклона 

объекта, которые не влияют на человеческое восприятие, приводят к ошибочной классификации. Низ-

кая устойчивость модели объясняется тем, что ее ограниченный набор активных признаков оказыва-

ется чрезвычайно чувствительным к любым геометрическим и пространственным вариациям. 

Аналогичная и даже более выраженная проблема наблюдается в первом полносвязном слое 

(Dense, 64 нейрона). Визуализация распределения уровней активации (см. рис. 6) демонстрирует ярко 

выраженную бимодальность: подавляющее большинство нейронов (приблизительно 43 из 64, или ~ 

67%) находится в полностью неактивном состоянии, в то время как значимые выходные значения 

генерируются лишь небольшой когортой из около 21 нейрона. 
 

 

Рис. 6. Выходные активации полносвязных слоев 

Fig. 6. Output activations of the fully connected layers 
 

Данный факт – прямое следствие каскадного эффекта, инициированного в сверточных слоях. 

Поскольку на предыдущих этапах обработки большая часть фильтров производила нулевые или близ-

кие к нулю активации, на вход полносвязному слою поступает чрезвычайно разреженный и обеднен-

ный признаковый вектор. В таких условиях лишь те нейроны, веса которых оказались скоррелированы 

с немногими активными признаками, могут активироваться. Остальные нейроны, чьи рецептивные 

поля связаны с «мертвыми» зонами предыдущих слоев, не получают достаточного входного сигнала 

и, проходя через функцию ReLU, дают нулевой выход, окончательно «умирая». 

Эта ситуация катастрофически снижает вычислительную емкость модели. Вместо заложенных  

в архитектуре 64 нейронов слой фактически вырождается в узкое «бутылочное горлышко» из 21 рабо-

тоспособной единицы. Такой дефицит активных элементов не позволяет сети строить сложные и надежные 

классификационные модели, что и объясняет ее крайнюю чувствительность к незначительным изме-

нениям во входных данных. Выходной слой (output_dense), будучи поставлен в зависимость от этого 

ограниченного набора признаков, лишается необходимой информационной базы для уверенного про-

гнозирования. 

Таким образом, проблема «мертвых нейронов» носит не локальный, а системный характер, по-

следовательно поражая все уровни иерархии сети – от низкоуровневых сверточных фильтров до высо-

коуровневых полносвязных классификаторов. 
 

2. Метод динамической адаптации на основе статистики активаций 
 

Для решения описанной проблемы в данной работе предлагается метод динамической адаптации 

активационных функций, направленный на преодоление ключевых ограничений существующих реше-

ний, выявленных в ходе анализа. Основная гипотеза заключается в том, что индивидуальная и адаптивная 
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настройка параметра активации для каждого нейрона на основе его текущего состояния позволит сети 

гибче управлять градиентным потоком и эффективнее предотвращать возникновение «мертвых зон», 

особенно в условиях ограниченного объема тренировочных данных. 

В отличие от подхода PReLU ( ) max(0, ) max(0, )f x x a x= +  , где параметр наклона a обучается 

методами градиентного спуска, в данном методе используется прямая адаптация на основе статистики 

входных данных нейрона. Это позволяет параметру активации реагировать на изменение распределе-

ния входов в реальном времени, а не только в моменты обновления весов.  

В качестве базовой функции активации используется модифицированная версия Leaky ReLU, 

параметр наклона a для которой является не статическим и не обучаемым через градиент, а динамиче-

ски вычисляемым для каждого нейрона в каждом пакете данных. Формула активации имеет вид: 

0,
( )

0,

x x
f x

a x x

 
= 

  
, 

где x – вход нейрона, a – динамически рассчитываемый параметр наклон для отрицательной области. 

Ключевая идея метода заключается в том, чтобы связать параметр a с долей отрицательных ак-

тиваций нейрона на предыдущем шаге обучения. Это создает механизм обратной связи: если нейрон 

часто находится в отрицательном режиме и рискует «умереть», его параметр a увеличивается, «ожив-

ляя» его и позволяя пропускать градиент. 

Алгоритм работает следующим образом: 

1. Для каждого нейрона на каждом слое, где применяется адаптивная функция, ведется статистика: 

вычисляется доля ρ отрицательных активаций в пределах текущего пакета данных (батча). Формально 

otrx

X
 = , 

где xotr – количество отрицательных x в батче; X – размер батча. 

2. Параметр наклона a для следующего шага обучения вычисляется по формуле 

1 (1 )t t ta a+ =   + −     

где at – значение параметра наклона на текущем шаге t; ρt – доля отрицательных активаций, наблюдаемая 

на шаге t; β – масштабирующий коэффициент, определяющий максимально возможное значение a. 

Обычно β > 1 (например, 2,0), что позволяет на короткое время увеличить пропуск градиента для 

«оживления» нейрона; α – коэффициент сглаживания (0 < α < 1), аналогичный моменту в оптимизато-

рах. Он предотвращает резкие колебания a, обеспечивая стабильность процесса обучения. 
 

 

Рис. 7. Динамическая адаптация функции активации Leaky ReLU 

Fig. 7. Dynamic adaptation of the Leaky ReLU activation function 

 

Таким образом, предложенный алгоритм реализует простой, но эффективный принцип управле-

ния, в котором (рис. 7): 
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– высокий уровень «смертности» (ρ → 1): если выход нейрона почти всегда отрицательный, па-

раметр a будет стремиться к значению β, значительно увеличивая градиент, протекающий через этот 

нейрон при отрицательных входах, и препятствуя его «окончательной смерти»; 

– низкий уровень «смертности» (ρ → 0): если нейрон активен (имеет положительные выходы), 

параметр a уменьшается, приближая поведение функции к стандартному ReLU, что способствует раз-

реженности и устойчивости модели; 

–экспоненциальное скользящее среднее: использование α обеспечивает плавную адаптацию, за-

щищая от шума в оценке ρ на малых батчах. 

Данный метод автоматически находит баланс между двумя целями: поддержанием работоспо-

собности нейронов и градиентного потока и сохранением полезных свойств разреженной активации, 

присущих ReLU. 

Предлагаемый метод обладает двумя ключевыми преимуществами, которые делают его осо-

бенно подходящим для задач с малыми выборками. Во-первых, метод характеризуется параметриче-

ской экономичностью, поскольку не добавляет значительного количества обучаемых параметров в мо-

дель. Параметры α и β являются гиперпараметрами, едиными для всего слоя или сети, что критически 

важно для предотвращения переобучения при малом объеме данных. Во-вторых, метод обеспечивает 

повышение эффективности использования модели за счет динамического «оживления» нейронов, ко-

торые в противном случае вышли бы из строя. Это позволяет более полно использовать заложенную  

в архитектуру емкость модели, давая каждому нейрону шанс внести вклад в обучение, что особенно 

ценно в условиях, когда невозможно увеличить размер сети для компенсации потерь. 

 

3. Экспериментальная оценка эффективности метода 

 

Экспериментальное исследование эффективности предложенного метода динамической адаптации 

активационных функций проводилось на той же архитектуре сверточной нейронной сети (см. рис. 1)  

и том же датасете рукописных цифр, что и в предыдущем эксперименте по выявлению проблемы мерт-

вых нейронов. Это обеспечило прямую сопоставимость результатов и объективную оценку влияния 

модифицированных функций активации. Единственным изменением в архитектуре модели стала замена 

всех стандартных ReLU-активаций на предложенные адаптивные функции с параметрами α = 0,9 и β = 2,0. 

Значения гиперпараметров α = 0,9 и β = 2,0 были выбраны эмпирически, исходя из компромисса между 

скоростью адаптации и устойчивостью процесса обучения. Коэффициент α = 0,9 обеспечивает плавное 

обновление параметров, предотвращая резкие колебания, в то время как β = 2,0 создает достаточный 

запас по пропускной способности для «оживления» нейронов без риска нестабильности градиентов. 

Обучение проводилось в идентичных условиях: 20 эпох с оптимизатором Adam и размером па-

кета 32. 

Результаты эксперимента (рис. 8–11) демонстрируют значительное улучшение по всем ключе-

вым показателям. Анализ карт признаков после применения метода динамической адаптации показал 

практически полное отсутствие мертвых фильтров в начальных слоях сети. Так, на выходе первого 

сверточного слоя (см. рис. 8) не зафиксировано ни одного неактивного фильтра, на выходе второго 

слоя (см. рис. 9) обнаружен только один мертвый фильтр (Ф8), а на выходе третьего слоя количество 

неактивных фильтров сократилось до шести (см. рис. 10). Это свидетельствует об эффективном 

предотвращении каскадного эффекта распространения мертвых зон по глубине сети. 

Качественное улучшение наблюдается и в работе полносвязных слоев. В первом полносвязном 

слое активно функционирует 48 нейронов из 64, что составляет 75% от общего количества, в отличие 

от предыдущих 33%. При этом визуализация распределения активаций демонстрирует устойчивую ра-

боту без выраженной бимодальности, характерной для исходной модели (см. рис. 11). Особого внимания 

заслуживает повышение робастности модели к изменениям входных данных. Система демонстрирует 

устойчивое удержание распознавания при пространственных преобразованиях объекта в видеопотоке, 

включая смещение и масштабирование цифры в кадре, тогда как исходная модель теряла работоспо-

собность при незначительных отклонениях от обученных примеров. 
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Рис. 8. Выходные активации первого сверточного слоя 

Fig. 8. Output activations of the first convolutional layer 

 

 

Рис. 9. Выходные активации второго сверточного слоя 

Fig. 9. Output activations of the second convolutional layer 

 

 

Рис. 10. Выходные активации третьего сверточного слоя 

Fig. 10. Output activations of the third convolutional layer 
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Рис. 11. Выходные активации полносвязных слоев 

Fig. 11. Output activations of the fully connected layers 

 

Важным результатом является сохранение высокой точности классификации на уровне 97–98% 

при существенном улучшении внутренней динамики сети. Механизм динамической адаптации обес-

печил непрерывный поток градиентов через все слои сети, предотвратив блокировку обучения отдель-

ных нейронов. Полученные результаты подтверждают, что предложенный метод успешно решает про-

блему мертвых нейронов, обеспечивая более стабильный процесс обучения и повышая эффективность 

использования параметров модели, что особенно критично в условиях ограниченного объема трениро-

вочных данных. 

 

Заключение 

 

Проведенное исследование подтвердило актуальность и значимость проблемы «мертвых нейро-

нов» в глубоких сверточных сетях, особенно при работе с ограниченными объемами тренировочных 

данных. В качестве решения предложен метод динамической адаптации активационных функций, 

научная новизна которого заключается в следующем: 

1. В отличие от существующих аналогов, параметр наклона адаптируется на основе прямого под-

счета статистики активаций в реальном времени, а не методами градиентного спуска, что обеспечивает 

оперативное «оживление» нейронов. 

2. Метод характеризуется параметрической экономичностью, поскольку не вводит дополнитель-

ных обучаемых параметров на каждый нейрон, а использует единые для слоя гиперпараметры, что 

снижает риск переобучения на малых выборках. 

Экспериментально установлено, что использование стандартной функции активации ReLU при-

водит к катастрофическому снижению эффективности модели: уже после первого сверточного слоя 

наблюдается до 7 неактивных фильтров, а к третьему слою их количество возрастает до 56, что прово-

цирует каскадное вырождение градиентов и формирование «бутылочного горлышка» в полносвязных 

слоях. Несмотря на сохранение высокой точности классификации в контролируемых условиях, такая 

модель демонстрирует крайне низкую робастность к незначительным изменениям входных данных. 

В качестве решения предложен метод динамической адаптации активационных функций, осно-

ванный на автоматической регулировке параметра наклона для отрицательной области индивидуально 

для каждого нейрона. Ключевым преимуществом метода является его параметрическая экономич-

ность, что критически важно для предотвращения переобучения на малых выборках. Алгоритм, ис-

пользующий скользящее среднее для обновления коэффициента наклона на основе статистики актива-

ций, позволяет поддерживать непрерывный градиентный поток и предотвращает необратимое «зату-

хание» нейронов. 

Экспериментальная апробация метода на задаче распознавания рукописных цифр показала его 

высокую эффективность. Количество неактивных фильтров в третьем сверточном слое сократилось  

с 56 до 6, а в первом полносвязном слое доля активных нейронов возросла с 33 до 75%. При этом 



Сацюк А.В. Повышение робастности и эффективности сверточных сетей на малых выборках 

135 

сохранена точность классификации на уровне 97–98%, а также достигнута высокая устойчивость ра-

боты модели при пространственных преобразованиях объекта в видеопотоке. 

Таким образом, предложенный метод позволяет существенно повысить эффективность исполь-

зования вычислительной емкости сети без увеличения количества обучаемых параметров, что откры-

вает перспективы его применения в задачах с ограниченными данными, таких как медицинская диа-

гностика, промышленный мониторинг, автономная навигация беспилотных транспортных средств  

и другие области, где сбор размеченных выборок затруднен. Дальнейшие исследования могут быть 

направлены на адаптацию метода для других архитектур нейронных сетей, а также на оптимизацию 

гиперпараметров алгоритма для различных классов задач. 
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Аннотация. Предлагаются подход к вычислению всех реакций синхронного автомата и компактное пред-

ставление этих реакций на последовательностях заданной длины. Поведение автомата представляется после-

довательностной схемой. Ей сопоставляется комбинационный эквивалент, состоящий из s одинаковых по 

структуре комбинационных подсхем, где s – длина последовательностей. Комбинационный эквивалент рас-

сматривается как цепь из s элементов (подсхем), в которой выходы предыдущего элемента, сопоставляемые 

линиям обратных связей последовательностной схемы, являются входами последующего элемента цепи. Каж-

дый элемент имеет собственные входы, соответствующие входам последовательностной схемы. Вычисление 

реакций основано на применении операций над однокоренными ROBDD-графами, представляющими поведе-

ние многовыходной комбинационной подсхемы, реализующей функции переходов синхронного автомата. Об-

суждаются возможности применения подхода к тестированию синхронных последовательностных схем без 

использования технологий сканирования. 
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Abstract. This paper proposes an approach for computing all reactions of a synchronous automaton on sequences 

of a given length and a compact reactions representation. The automaton's behavior is represented as a sequential circuit. 

The behavior of this automaton on sequences of a given length may be also represented by the combinational equivalent, 

consisting of s identical combinational sub-circuits, where s is the length of the sequences. The combinational equiva-

lent is viewed as a chain of s elements (sub-circuits), in which the outputs corresponded to transitions functions of the 

previous element serve as inputs to the next element in the chain. Each element has also own inputs corresponding  

to inputs of the sequential circuit. A calculation of reactions is based on applying multiplication of two specific one 

root ROBDDs of neighbor elements of the chain. These ROBDDs represent the behavior of multioutput combination 

sub-circuits that realize transition functions of the synchronous automaton. The approach's application to testing  

of synchronous sequential circuits (synchronous automaton) without using scanning technologies is discussed. 
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Введение 

 

Рассматриваются подход к вычислению всех реакций синхронной последовательностной схемы 

(синхронного автомата) и компактное представление этих реакций на последовательностях заданной 

длины. Поведение автомата представляется последовательностной схемой. Ей, как известно, можно 

сопоставить комбинационный эквивалент, состоящий из s одинаковых по структуре комбинационных 

подсхем, где s – длина последовательностей. Комбинационный эквивалент рассматривается как цепь 

из s элементов (подсхем), в которой выходы предыдущего элемента, сопоставляемые функциям пере-

ходов последовательностной схемы, являются входами последующего элемента цепи. Каждый элемент 

имеет собственные входы, соответствующие входам последовательностной схемы. Вычисление реакций 

основано на применении операций над однокоренными ROBDD-графами, представляющими поведение 

многовыходных комбинационных подсхем цепи [1]. В работе [2] предложено получать информацию  

о достижимых реакциях последующей подсхемы цепи из различных комбинационных многовыходных 

подсхем умножением однокоренного графа последующей подсхемы, зависящего от ее выходных и 

входных переменных на граф достижимых реакций предыдущей подсхемы, зависящий только от ее 

выходных переменных. Полученный граф зависит от m выходных переменных последующей под-

схемы и n ее входных переменных.  

В данной работе предложена адаптация подхода [2] к вычислению реакций синхронного автомата, 

представленного соответствующим комбинационным эквивалентом. Требуется выполнить (s – 1) пе-

ремножений пар графов, описывающих поведение соседних элементов цепи в условиях ограничений на 

области определения поведения подсхем, порождающих различные пары графов, реализующих функ-

ции переходов комбинационной составляющей последовательностной схемы. Использование этих гра-

фов позволяет при решении поставленной выше задачи заменить двоичное моделирование комбина-

ционного эквивалента на множестве (sn + p) переменных (sn, если известно начальное состояние) или 

отыскание корней 2p систем уравнений из функций на множестве тех же переменных. Здесь n – число 

входных переменных последовательностной схемы, а p – число ее переменных состояний (число триг-

геров в линиях обратных связей). Перемножение ROBDD-графов характеризуется полиномиальной 

сложностью. Обсуждаются возможности применения предлагаемого подхода к вычислению множества 

всех достижимых состояний на последовательностях, длина которых не превосходит заданного значения, 

для задач тестирования неисправностей последовательностной схемы. Рассматриваются последова-

тельности длины 1, 2 и т.д., вплоть до s. Это открывает дополнительные возможности для тестирования 

синхронных автоматов с перспективой отказаться от методов сканирования. Данный подход позволяет 

также сократить вычисления при обнаружении ложных путей в синхронных схемах с памятью.  
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1. Вычисление реакций цепи из s элементов и их обеспечение 

 

1.1. Вычисление реакций для пары соседних элементов цепи 

 

Выделим в цепи из s элементов (комбинационных подсхем) произвольную пару соседних эле-

ментов (соседних подсхем), в ней каждый выход предшествующего элемента, сопоставляемый функ-

циям переходов синхронного автомата, является входом последующего элемента. Каждый элемент 

цепи имеет собственное множество входных переменных, порожденное числом входов синхронного 

автомата и номером элемента последовательности. Найдем достижимые реакции последующей под-

схемы этой пары, используя следующую теорему. 

Теорема 1. Достижимые реакции последующей подсхемы и условия их обеспечения представ-

ляются однокоренным графом, полученным от перемножения однокоренного графа многовыходной 

последующей подсхемы, представляющей функции переходов синхронного автомата, и однокорен-

ного графа достижимых реакций многовыходной предшествующей подсхемы. 

Доказательство. Сопоставим однокоренному графу последующей подсхемы соответствующую 

ортогональную ДНФ, задаваемую путями из корня графа в его 1-концевую вершину. Таким же образом 

строим ортогональную ДНФ по однокоренному графу достижимых реакций предшествующей под-

схемы. Каждая конъюнкция первого графа умножается на каждую конъюнкцию второго графа. Пустые 

пересечения возможны только за счет общих переменных, т.е. по выходным переменным предшествую-

щей подсхемы, являющимся входными переменными последующей подсхемы. Наличие пустых пере-

сечений приводит к сокращению области обеспечения реакций последующей подсхемы. Если область 

обеспечения некоторой реакции последующей подсхемы оказывается пустой, то реакция последующей 

подсхемы становится недостижимой. Перемножение графов эквивалентно перемножению порожден-

ных ими ортогональных ДНФ. Теорема доказана.  

 

1.2. Поиск всех реакций синхронного автомата на последовательностях заданной длины и 

нахождение входной последовательности, обеспечивающей одну (любую) из выбранных реакций 

 

Комбинационный эквивалент длины s синхронной схемы с памятью (последовательностной схемы) 

представляется схемой, представленной на рис. 1, в которой все комбинационные подсхемы (элементы 

цепи) одинаковы по структуре. 
 

 

Рис. 1. Комбинационный эквивалент длины s 

Fig. 1. Combinational equivalent of the length s 

 

Элементы цепи являются комбинационными составляющими синхронной последовательност-

ной схемы и отличаются только по входным переменным. Они образуют цепь, в которой выходы пред-

шествующего элемента, реализующего функции переходов последовательностной схемы, являются 

входами последующего элемента. В каждом элементе присутствуют собственные входные перемен-

ные, сопоставляемые входам последовательностной схемы, поступающие на нее в процессе подачи 

последовательностей длины s. Число входных переменных у каждого элемента цепи одинаково, до-

полнительный верхний индекс входной переменной схемы указывает на принадлежность комбинаци-

онной составляющей номеру элемента (подсхемы) цепи и, соответственно, номеру входного набора 
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последовательности, поступающей на синхронный автомат. Значения входных переменных с различ-

ными индексами не зависят друг от друга; без учета индексов имеем 1 2{ , ,..., }nX x x x= , 

1 2{ , ,..., }pZ z z z= , 1 2{ , ,..., }mY y y y= . Выходные переменные, сопоставляемые функциям выходов по-

следовательностной схемы, кроме последней s-й подсхемы, для простоты не указаны, поскольку они 

не влияют на достижения реакций цепи выбранной длины. Их число также одинаково для каждой под-

схемы цепи.   

Отметим, что входной вектор ( ) ( 1)α αs sx z −  последней подсхемы цепи состоит из двух составляю-

щих. Здесь ( )α sx
 – составляющая по входным переменным, относящаяся к s-й подсхеме, ( 1)α sz −  – со-

ставляющая по внутренним переменным, представляющая реакцию (s – 1)-й подсхемы. Будем иметь  

в виду, что при построении однокоренного графа подсхемы цепи [1] сначала выполняется разложение 

по выходным переменным подсхемы комбинационной составляющей, сопоставляемым функциям пе-

реходов последовательностной схемы (функции выходов, кроме s-го элемента, нас не интересуют), 

потом по внутренним переменным, сопоставляемым функциям переходов, а затем по ее входным пе-

ременным.  

Итак, имеем цепь из s подсхем (см. рис. 1). Достижимые реакции каждой из последующих под-

схем находим путем перемножения однокоренного графа последующей подсхемы и графа достижи-

мых реакций функций переходов предшествующей подсхемы. Будем сохранять полученные в резуль-

тате перемножения однокоренные графы последующего элемента пары. Эти графы будут использо-

ваны в дальнейшем для нахождения входного набора цепи, обеспечивающего выбранную реакцию 

(выходной набор) цепи. Выполнив такие перемножения s – 1 раз, получим граф достижимых внутрен-

них состояний для s-й подсхемы. 

Приведем шаги алгоритма вычисления входной последовательности длины s, обеспечивающей 

выбранную реакцию цепи: 

1. Строим однокоренной граф подсхемы, реализующий функции выходов синхронного автомата 

(последовательностной схемы) для s-го элемента цепи.  

2. Выделяем нужную нам реакцию ( )α sy
 (булев вектор) и произвольный входной набор ( ) ( 1)α αs sx z −  

(булев вектор), ее обеспечивающий. Набор ( ) ( 1)α αs sx z −  обращает в единицу в общем случае троичный 

вектор, порожденный построенным графом. Он состоит из входной составляющей ( )α sx
 и составляю-

щей состояния ( 1)α sz − , вычисленного на выходе предыдущего элемента (подсхемы) цепи. 

3. Из однокоренного графа 1sR −  предпоследней подсхемы цепи (граф был сохранен при вычис-

лении реакций этого элемента цепи), т.е. графа, построенного для подсхемы функций переходов эле-

мента (s – 1) цепи,  выделяем обычный ROBDD-граф *

1sR − , обеспечивающий достижение реакции ( 1)α sz −  

предпоследней подсхемы цепи.  

4. Выбираем в нем произвольный в общем случае троичный вектор, представляемый путем из 

корня графа *

1sR −  в его 1-концевую вершину, доопределяем его произвольным образом до булева век-

тора ( 1) ( 2)α αs sx z− − .  

5. В однокоренном графе подсхемы (s – 2), который был сохранен при вычислении реакции на 

выходах рассматриваемой цепи, выделяем обычный ROBDD-граф *

2sR − , обеспечивающий достижение 

вектора ( 2)α sz − , и произвольный булев вектор, обращающий этот граф в единицу, и т.д.  

6. Просматривая таким образом аналогичные графы подсхем цепи, выполняем пункты 3–5 алго-

ритма и приходим к первой подсхеме цепи.  

7. В однокоренном графе 1R  первой подсхемы выделяем обычный ROBDD-граф *

1R , обеспечи-

вающий достижение вектора (1)α
z

, который является одной из реакций первой подсхемы рассматрива-

емой цепи.  
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Произвольный вектор (1)α
x

, представляемый путем из корня графа *

1R  первой подсхемы в его  

1-концевую вершину, доопределен до булева вектора. Этот вектор вместе с выбранными ранее векто-

рами (2) ( )α ,...,α sx x
 обеспечивает достижение вектора s-й подсхемы.  

Замечание. Предполагается, что начальное состояние последовательностной схемы (синхрон-

ного автомата) известно. 

Алгоритм позволяет найти одну из последовательностей, обеспечивающих достижение реакции 

( )α sy
 на выходе рассматриваемой цепи. Аналогичным образом могут быть найдены последовательности, 

обеспечивающие любую из достижимых реакций на выходе синхронного автомата за счет поступления 

на его входы последовательности длины s.  

Рассмотрим иллюстрирующий пример. 

Задан синхронный автомат диаграммой переходов, выходов (рис. 2, a). В скобках отмечается 

значение выходной переменной. Для автомата по системе канонических уравнений построена комби-

национная составляющая последовательностной схемы (рис. 2, b). Начальное состояние последова-

тельностной схемы 00. 

По диаграмме переходов получена система ДНФ: 

1 1 2 1 2

2 1 2

2 2

' ;

' ;

.

z xz z xz z

z x z z

y xz xz

= 

= 

= 

 

 

  

a b 

Рис. 2. Диаграмма переходов, выходов (a); комбинационная составляющая последовательностной схемы (b) 

Fig. 2. The state transition diagram (a); the combinational part of the sequential circuit (b) 
 

Комбинационная часть (комбинационная составляющая) последовательностной схемы является 

реализацией этой системы. Найдем последовательность (одну, любую) длины 4, обеспечивающую на 

выходе последовательностной схемы значение 1. Строим однокоренной граф функции выходов ком-

бинационной части последовательностной схемы (рис. 3). Индекс входной переменной отмечает номер 

элемента строящейся последовательности. 
 

 

Рис. 3. Однокоренной граф выходной функции 

Fig. 3. Single-root graph of the output function 



Проектирование и диагностика вычислительных систем / Designing and diagnostics of computer systems 

142 

Из обычного ROBDD-графа, корнем которого является левая вершина, отмеченная переменной z2, 

выбираем набор z1 = 1, z2 = 1, x(4) = 0, представляемый путем из корня графа в его 1-концевую вершину. 

Этот набор состоит из входной составляющей и составляющей состояний, полученных на выходе 

предыдущего (третьего) элемента цепи. 

В однокоренном графе, вычисленном для третьего элемента цепи, достижимые внутренние со-

стояния представлены значениями переменных 1'z , 2'z , а предшествующие состояния представлены 

значениями переменных z1 и z2. Из этого графа (рис. 4), выделяем обычный ROBDD-граф, корнем ко-

торого является левая вершина, отмеченная переменной z1. Этот граф представляет условия обеспече-

ния состояния z1 = 1, z2 = 1, в котором доопределено значение переменной z1. Выбираем в ROBDD-

графе набор, представляемый путем из корня в его 1-концевую вершину. Это единственный набор:  

z1 = 0, z2 = 1, x(3) = 1. 

Выделяем в однокоренном графе для второго элемента цепи (рис. 5) обычный ROBDD-граф, 

обеспечивающий достижение состояния z1 = 0, z2 = 1. 

Корнем этого графа является правая вершина, помеченная переменной z1. Выбираем набор  

z1 = 0, z2 = 0, x(2) = 1 этого графа, представляемый путем из корня в его 1-концевую вершину. 

На последнем шаге рассматриваем однокоренной граф для первого элемента цепи, построенный 

с учетом начального состояния z1 = 0, z2 = 0 (рис. 6). В однокоренном графе для первого элемента цепи 

рассматриваем обычный ROBDD-граф, обеспечивающий условия достижения состояния z1 = 0, z1 = 0, 

полученного на предыдущем шаге. 

Корнем графа является левая вершина, помеченная символом x1. Выбираем вектор, соответству-

ющий пути, ведущему в 1-концевую вершину. В нашем случае это единственный вектор, соответству-

ющий значению x(1) = 0.  
 

  

Рис. 4. Однокоренной граф третьего элемента цепи 

Fig. 4. Single-root graph of the third element of the chain 

Рис. 5. Однокоренной граф второго элемента цепи 

Fig. 5. Single-root graph of the second element of the chain 

 

 

Рис. 6. Однокоренной граф первого элемента цепи 

Fig. 6. Single-root graph of the first element of the chain 
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В результате находим входную последовательность длины s = 4, обеспечивающую реакцию цепи  

y = 1: {0110} (реакцию синхронного автомата), поступающую на единственный вход последователь-

ностной схемы x(1) = 0, x(2) = 1, x(3) = 1, x(4) = 0. Полученный результат подтверждается диаграммой 

переходов, выходов (см. рис. 2, a). 

Будем иметь в виду, что использование однокоренных ROBDD-графов для многовыходных схем 

приводит к тому, что число концевых вершин подграфа этого графа, состоящего исключительно  

из вершин, помеченных выходными переменными схемы, может приближаться к величине 2p,  

где p –число выходов порождающей граф схемы. При большом числе выходов граф становится чрез-

вычайно громоздким и требует больших ресурсов памяти. Далее предлагается выход в подобных си-

туациях.   

 

3. Вычисление достижимых реакций и обеспечивающих их достижение последовательностей  

в условиях разбиения схемы функций переходов на две подсхемы 

 

Разобьем комбинационную составляющую, реализующую функции переходов последователь-

ностной схемы, на две подсхемы, каждая из которых имеет не более 5 или 6 выходов. В этом случае 

имеется возможность рассматривать синхронные автоматы, число состояний которых достигает не-

скольких тысяч. Скорректируем изложенные выше алгоритмы в этих условиях. 

 

3.1. Построение множества достижимых реакций на последовательностях заданной длины 

 

Рассмотрим фрагмент цепи (фрагмент комбинационного эквивалента последовательностной 

схемы), состоящий из двух соседних элементов (соседних подсхем цепи, реализующих функции пере-

ходов), т.е. подсхем i, i + 1; каждую из них разобьем на две подсхемы с непересекающимися множе-

ствами выходов ограниченной размерности. Эти подсхемы могут иметь общие входы. В дальнейшем 

в этом разделе подсхемы элементов комбинационного эквивалента, сопоставляемого функциям пере-

ходов, будем всюду называть элементами цепи. Разбитые на части элементы будем называть подсхе-

мами. 

1. Построим однокоренные графы для каждой из подсхем предшествующего элемента.  

2. Выделим из них подграфы реакций. 

3. Рассмотрим все возможные пары реакций, по одной из каждой подсхемы. Для каждой пары 

определим ее достижимость. Если пересечение двух обычных ROBDD-графов, извлекаемых из этих 

однокоренных графов и обеспечивающих реакции каждого элемента пары, не пусто, то конкатенация 

этих реакций представляет достижимое состояние (реакцию i-го элемента цепи). Граф, полученный  

в результате пересечений, представляет условия достижимости этого состояния в пространстве всех 

переменных состояний и входных переменных последовательностной схемы. 

4. Представляем множество всех достижимых состояний компактно в виде обычного ROBDD- 

графа Ri. 

5. Умножаем оба однокоренных графа подсхем последующего (i + 1)-го элемента цепи на граф 

реакций Ri предшествующего i-го элемента и запоминаем полученные однокоренные графы подсхем 

(i + 1)-го элемента.  

Переходим к следующей паре, в которой последующий элемент становится предшествующим,  

а следующий за ним элемент – последующим.  

6. Выполняем пункты 1–5, начиная с первой пары элементов цепи, пока не дойдем до последней 

пары из (s – 1), s элементов. В ней строим граф реакций (s – 1)-го элемента и умножаем на однокорен-

ные графы подсхем, построенных для ее функций выходов в случае разбиения подсхемы, реализующей 

функции выходов, на две части.  

7. Выполняем пункты 3, 4 алгоритма и находим все достижимые реакции в пространстве выход-

ных переменных схемы на последовательностях длины s, представив их графом Rs.  
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3.2. Построение последовательности, обеспечивающей достижимую реакцию 

 

1. Из однокоренного графа Rs цепи выбираем одну из реакций в виде булева вектора y(1)y(2) и 

выделяем в нем вектор, обеспечивающий эту реакцию и имеющий три составляющих ( 1) ( 1)

(1) (2)α αs sz z− − , ( )α s
x , 

запомнив составляющую по входным переменным ( )α s
x .  

2. Используя два однокоренных графа, вычисленные для (s – 1)-го элемента цепи, находим в них 

обычные два ROBDD-графа, обеспечивающие составляющие ( 1) ( 1)

(1) (2)α αs sz z− − , и выполняем пересечение 

этих графов(непустое пересечение гарантировано реализацией процедуры поиска реакции последова-

тельности длины s). Выбираем любой путь из корня графа (результата пересечений) до его 1-концевой 

вершины. В результате получаем векторы (в общем случае троичные), которые имеют три составляю-

щих ( 1) ( 2) ( 2)

*(1) *(2)*α α αs s sx z z
− − − . Доопределяем произвольным образом троичные компоненты и получаем булев 

вектор ( 1)α sx − , представляющий входной вектор (s – 1)-го элемента последовательности и состояние 

( 2) ( 2)

(1) (2)α αs sz z− − . Возвращаемся к шагам 1, 2 для состояния ( 2) ( 2)

(1) (2)α αs sz z− −  и т.д., пока не дойдем до 1-го и  

2-го элементов цепи и начального состояния последовательностной схемы (синхронного автомата).  

Из однокоренных графов (1)
2R , (2)

2R  и состояния (2) (2)

(1) (2)α α
z z

 находим обычные ROBDD-графы, их обес-

печивающие. Пересекаем их. Доопределяем соответствующий пути в графе троичный вектор до булева 

вектора, получаем первый вектор (1)αx  искомой последовательности длины s, обеспечивающий реак-

цию y(1)y(2). Будем иметь в виду, что известное начальное состояние в наших обозначениях есть состо-

яние (1) (1)

(1) (2)α α
z z

.        

Предложенный алгоритм требует существенно больших затрат времени, чем предыдущий, это 

связано с перемножением обычных ROBDD-графов для пар составляющих состояний. Число состав-

ляющих состояний можно расширить с целью использования алгоритма для большего числа состояний 

синхронного автомата, если это необходимо. Однако выяснение таких возможностей требует дальней-

ших исследований.  

 

4. Использование предложенных алгоритмов для тестирования схем с памятью 

 

При тестировании схем с памятью для обнаружения в них неисправностей логических элементов 

возникает проблема достижения подмножества состояний последовательностной схемы на различных 

последовательностях, длина которых изменяется от 1 до s. В этом случае на каждом шаге вычислений 

последовательностей конкретной длины для пары элементов цепи достаточно учитывать только вновь 

появившиеся состояния, сохраняя информацию о состояниях, достигнутых ранее, и соответствующие 

им длины последовательностей. В частности, такой подход можно сочетать с поиском тестовых набо-

ров для комбинационной составляющей схемы с памятью. Каждый тестовый набор имеет входную 

составляющую и составляющую переменных состояний. Далее можно использовать кратчайшие по-

следовательности, достигающие из начального состояния нужную составляющую по переменным со-

стояний для очередного тестового набора.  

Отметим, что вычисление множества достижимых состояний последовательностной схемы из 

заданного ее начального состояния на последовательностях заданной длины необходимо также выпол-

нять при тестировании робастно тестируемых неисправностей задержек путей в комбинационной со-

ставляющей этой схемы [3]. Тогда имеется возможность избежать использования метода сканирования 

и связанных с ним аппаратурных и временных затрат.  

В работах [4–6] традиционная подстановка соответствующей функции переходов предшествующего 

элемента цепи вместо переменной состояния последующего элемента этой цепи выполняется с исполь-

зованием обычных ROBDD-графов, что эффективнее подстановки функций переходов в виде ДНФ. 
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Однако ортогональная ДНФ функции последующего элемента цепи, представленная соответствующим 

обычным ROBDD-графом от входных переменных и переменных состояний этого элемента, может 

оказаться достаточно сложной как по рангам составляющих ее конъюнкций (учитываются только пе-

ременные состояний), так и по числу конъюнкций ортогональной ДНФ. Кроме того, число переменных 

состояний может оказаться значительным. Совместно эти показатели приводят к сложным вычисле-

ниям. В предлагаемом нами подходе подстановки вместо всех переменных состояний и всех конъюнк-

ций соответствующих ортогональных ДНФ последующего элемента заменяются выполнением одного 

перемножения однокоренного графа последующего элемента и однокоренного графа реакций, извле-

ченного из однокоренного графа предшествующего элемента.   

К алгоритмам, изложенным в разд. 2, 3, сводится также задача выявления ложных путей в схемах 

с памятью в условиях ограничения на длины последовательностей, в рамках которых рассматривается 

поведение схемы [5, 6]. В этом случае требуется установить достижимость хотя бы одного состояния 

из заданного множества.  

Кроме того, перемножения однокоренного графа последующего элемента цепи и однокоренного 

графа реакций предшествующего элемента оказываются полезными при решении задачи проверки эк-

вивалентности частично построенной комбинационной схемы, отдельные фрагменты которой отданы 

сторонним разработчикам [2], с последующим включением фрагментов в основную схему. Это позво-

ляет одновременно создавать фрагменты и основную схему. Спецификация и основная схема (ча-

стично построенная схема) могут быть представлены в различных элементных базисах. Возникает 

необходимость проверки частично построенной схемы (the Partial Equivalence Checking Problem, PEC) 

в условиях, когда отдельные фрагменты схемы еще не созданы, известны лишь их спецификации. Спе-

цификация комбинационной схемы в целом также известна. Предлагаемый в работе [2] подход позво-

ляет при решении этой задачи отказаться от использования QBF-решателей или их модификаций [7–

10], применяемых в зарубежных публикациях. Использование QBF-решателей требует, как правило, 

более сложных вычислений, чем операции над ROBDD-графами, характеризующиеся полиномиальной 

сложностью.   

 

Заключение 

 

В работе предлагается новый подход к вычислению всех реакций последовательностной схемы 

(синхронного автомата) на последовательностях заданной длины. Он основан на перемножении двух 

однокоренных ROBDD-графов, представляющих поведение многовыходных комбинационных схем, 

являющихся соседними копиями комбинационного эквивалента последовательностной схемы. Предла-

гается модификация подхода, ориентированная на расширение класса автоматов, к которым он может 

быть применен. Обсуждается возможность построения тестовых последовательностей для обнаруже-

ния неисправностей в последовательностных схемах за счет нахождения состояний на последователь-

ностях, длина которых не превосходит заданного значения (последовательности длины 1, 2, …, s).  

Это открывает новые перспективы для тестирования схем с памятью в смысле возможности отказаться 

от методов сканирования. Данный подход позволяет также сократить вычисления при обнаружении 

ложных путей в схемах с памятью.  
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