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Ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå äâîè÷íûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê � áèåêòèâíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè. Äîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî âñåõ äâîè÷íûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòà-
íîâîê ìíîæåñòâà {0, 1}n ïîðîæäàåò èìïðèìèòèâíóþ ãðóïïó, êîòîðàÿ äåéñòâóåò
íà ìíîæåñòâå 2n−1 áëîêîâ {a,a} ïîäñòàíîâî÷íî ïîäîáíî ñïëåòåíèþ S2 ≀ S2n−1 .
Ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññå {0, 1}-ìàòðèö ëèøü ïîäñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû ðåàëèçó-
þò ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè. Ïðåäëîæåí ðåêóðñèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êëàññà
ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêîãî
ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ïîäñòàíîâîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâîè÷íûå ïîðîãîâûå ôóíêöèè, äâîè÷íûå áèåêòèâíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè.

BINARY TRESHOLD SUBSTITUTIONS

A. I. Zobov, I. V. Cherednik

RTU MIREA, Moscow, Russia

We continue the study of binary threshold substitutions — bijective transformations
of the set of binary vectors whose coordinate functions are threshold functions. It is
proven that the set of binary threshold substitutions generates an imprimitive group,
which acts on the set of 2n−1 blocks {a,a} permutationally similar to the wreath
product S2 ≀ S2n−1 . It is shown that, within the class of {0, 1}-matrices, only permu-
tation matrices realize threshold substitutions. A recursive method for constructing
a class of full-cycle threshold substitutions is proposed. The possibility of practical
applications of such substitutions is investigated.

Keywords: binary threshold functions, binary bijective transformations, threshold
substitutions.

Ââåäåíèå

Ïîðîãîâûå áóëåâû ôóíêöèè f : {0, 1}n → {0, 1}, îïðåäåëÿåìûå ëèíåéíûìè íåðàâåí-
ñòâàìè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

f(x1, . . . , xn) = 1 ⇐⇒ a1x1 + . . .+ anxn ⩾ b,
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äàâíî ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèé [1�3], à èõ ïðàêòè÷åñêàÿ ïðè-
âëåêàòåëüíîñòü îáóñëàâëèâàåòñÿ ïðîñòîòîé ðåàëèçàöèè â ìîäåëè íåéðîñåòåâûõ âû÷èñ-
ëåíèé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâèòåëè íàó÷íîé øêîëû Â. Ã. Íèêîíîâà âå-
äóò àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ [4�10] â îáëàñòè ñèíòåçà â áàçèñå ïîðîãîâûõ ôóíêöèé òàêèõ
äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå äîïóñêàþò ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ â ìîäåëè íåé-
ðîñåòåâûõ âû÷èñëåíèé è/èëè íà àëüòåðíàòèâíîé ýëåìåíòíîé áàçå, à òàêæå ïðèãîäíû
ê èñïîëüçîâàíèþ â óçëàõ çàùèòû èíôîðìàöèè. Îäíàêî ðåçóëüòàòû ðàáîò [4�8] ïî ñó-
ùåñòâó ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ëèøü øòó÷íûå ïðèìåðû íîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, à
â [9, 10] èññëåäóþòñÿ íå ñòàíäàðòíûå ïîðîãîâûå ôóíêöèè, à çàäàâàåìûå êâàäðàòè÷íû-
ìè íåðàâåíñòâàìè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íîâîãî ñåìåéñòâà
äâîè÷íûõ ïîëíîöèêëîâûõ áèåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè.

Âñþäó äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ìû áóäåì èññëåäîâàòü ïîðîãîâûå äâîè÷íûå
ôóíêöèè â ïñåâäîáóëåâîì ïðåäñòàâëåíèè f : {±1}n → {±1} ñ åñòåñòâåííûì ñîõðà-
íåíèåì ñòàíäàðòíîé òåðìèíîëîãèè (ñáàëàíñèðîâàííîñòü, äâîéñòâåííîñòü è ïð.). Òàêîé
¾öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé¿ ïîäõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ ïîðîãîâûõ äâîè÷íûõ îòîáðàæå-
íèé äåéñòâèòåëüíî â ðÿäå ñëó÷àåâ óäîáíåå êëàññè÷åñêîãî áóëåâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [3].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïñåâäîáóëåâà ôóíêöèÿ f : {±1}n → {±1} íàçûâàåòñÿ
� ïîðîãîâîé, åñëè ñóùåñòâóþò a1, . . . , an, b ∈ R, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f(x1, . . . , xn) = 1 ⇐⇒ a1x1 + . . .+ anxn ⩾ b; (1)

� ñáàëàíñèðîâàííîé, åñëè |f−1(1)| = |f−1(−1)|;
� ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè f(−x) = −f(x) äëÿ êàæäîãî x = (x1, . . . , xn) ∈ {±1}n.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü a1, . . . , an, b ∈ R è ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåëÿåìàÿ
óñëîâèåì (1), ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé. Òîãäà ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ f òàêæå ìîæåò
áûòü çàäàíà öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì óñëîâèåì

f(x1, . . . , xn) = 1 ⇐⇒ a1x1 + . . .+ anxn ⩾ 0

è ïðè ýòîì ìíîæåñòâî {±1}n íå ñîäåðæèò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a1x1 + . . .+ anxn = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåðàâåíñòâî a1x1 + . . . + anxn ⩾ 0 çàäà¼ò ïîðîãîâóþ
ôóíêöèþ g. Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü,

g−1(−1) = {b1, . . . ,bt}, g−1(1) = {−b1, . . . ,−bt} ∪ {c1, . . . , c2n−2t}, t ⩽ 2n−1,

ãäå íàáîðû ci = (c
(i)
1 , . . . , c

(i)
n ) ∈ {±1}n óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a1c

(i)
1 + . . . + anc

(i)
n = 0

ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , 2n − 2t}. Âî ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ:
� ïðè b > 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(
{b1, . . . ,bt} ∪ {c1, . . . , c2n−2t}

)
⊂ f−1(−1);

� ïðè b ⩽ 0 èìååò ìåñòî
(
{−b1, . . . ,−bt} ∪ {c1, . . . , c2n−2t}

)
⊂ f−1(1).

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èç óñëîâèÿ ñáàëàíñèðîâàííîñòè |f−1(−1)| = 2n−1 = |f−1(1)| íåîáõîäè-
ìî ñëåäóåò, ÷òî t = 2n−1 è ñîîòâåòñòâåííî

g−1(−1) = {b1, . . . ,b2n−1} = f−1(−1), g−1(1) = {−b1, . . . ,−b2n−1} = f−1(1).

Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Èòàê, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, ëþáóþ ñáàëàíñèðîâàííóþ ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ
f : {±1}n → {±1} ìîæíî çàäàòü íåðàâåíñòâîì a1x1+ . . .+ anxn ⩾ 0 è ïðè ýòîì ìíîæå-
ñòâî {±1}n íå ñîäåðæèò ðåøåíèé óðàâíåíèÿ a1x1+. . .+anxn = 0. Çíà÷èò, ïðîèçâîëüíóþ
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ñáàëàíñèðîâàííóþ ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ f ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëîé

f(x1, . . . , xn) = sgn(a1x1 + . . .+ anxn)

èëè êðàòêî â âåêòîðíîé ôîðìå çàïèñè f(x) = sgn(ax↓), ãäå

sgn(y) =


−1, y < 0,

0, y = 0,

1, y > 0.

Ñëåäñòâèå 1. Ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ f : {±1}n → {±1} ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, à äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç öåí-
òðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñáàëàíñèðîâàííîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè f(x) â âè-
äå f(x) = sgn(ax↓).

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Q âñþäó ïëîòíî â R, à ëèíåéíûå ôóíêöèè
íåïðåðûâíû, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â çàäàíèè ïðîèçâîëüíîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè â âè-
äå (1) êîýôôèöèåíòû a1, . . . , an, b âñåãäà ìîãóò áûòü âûáðàíû ðàöèîíàëüíûìè è, áîëåå
òîãî, öåëî÷èñëåííûìè [3]. Ïîýòîìó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ óäîáñòâà (êàê, íàïðè-
ìåð, äàëåå â òåîðåìå 3) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî íåðàâåíñòâà,
îïðåäåëÿþùèå ïîðîãîâûå ôóíêöèè, èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû.

Öåíòðàëüíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ áèåêòèâíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ F (x) =

(
f1(x), . . . , fn(x)

)
ìíîæåñòâà {±1}n, ó êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòíûå

ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè:

fi(x) = 1 ⇐⇒ aix
↓ ⩾ bi, i ∈ {1, . . . , n}.

Êðàòêî òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåì íàçûâàòü ïîðîãîâûìè ïîäñòàíîâêàìè. Ïðàêòè-
÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê îáóñëàâëèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïðîñòîòîé
èõ ðåàëèçàöèè â áàçèñå ïîðîãîâûõ ôóíêöèé; òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ñîñòîèò â òîì,
÷òî ñâÿçàííûå ñ äàííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîáëåìû ïî ñóùåñòâó ÿâëÿþòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûìè çàäà÷àìè òåîðèè öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Êàæäàÿ êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè F (x) =
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
ÿâëÿåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííîé è, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, ìîæåò áûòü çàäàíà óñëîâèåì

fi(x) = 1 ⇐⇒ aix
↓ ⩾ 0,

à òàêæå êðàòêî â âèäå fi(x) = sgn(aix
↓), i ∈ {1, . . . , n}. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîðîãî-

âîé ïîäñòàíîâêè F (x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðàòêóþ ôóíêöèîíàëüíóþ ôîðìó çàïèñè

F (x) = sgn
(
Ax↓), ãäå A =

a1

. . .
an

�ìàòðèöà, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ïî-

ðîãîâîé ïîäñòàíîâêè F (x).
Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà A ∈ Rn,n îïðåäåëÿåò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn

(
Ax↓)

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãèïåðïëîñêîñòè a1x
↓ = 0, . . . , anx

↓ = 0 ðàçáèâà-
þò ïðîñòðàíñòâî Rn íà 2n ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íàáîð
èç ìíîæåñòâà {±1}n. Îòñþäà, ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó Øëåôëè, ñëåäóåò,
÷òî åñëè ìàòðèöà A ∈ Rn,n îïðåäåëÿåò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó F (x) = sgn

(
Ax↓), òî

äàííàÿ ìàòðèöà A îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé.
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Óòâåðæäåíèå 2 (òåîðåìà Øëåôëè). Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî n-ìåðíûõ îòêðûòûõ
ìíîãîãðàííûõ êîíóñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçáèåíèè ïðîñòðàíñòâà Rn ãèïåðïëîñêî-

ñòÿìè a1x
↓ = 0, . . . , atx

↓ = 0, ðàâíî 2
n−1∑
i=0

(
t− 1

i

)
, è ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ãèïåðïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì., íàïðèìåð, â [3].

Ê ñîæàëåíèþ, íà äàííûé ìîìåíò áîëåå íå èçâåñòíî íè÷åãî ñîäåðæàòåëüíîãî îòíîñè-
òåëüíî ñâîéñòâ ìàòðèöû A, îïðåäåëÿþùåé ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn

(
Ax↓) [3]. Òàê,

íàïðèìåð, íåèçâåñòíî òî÷íîå êîëè÷åñòâî ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå {±1}n
ïðè ïðîèçâîëüíîì n, è ïîõîæå, ÷òî äàæå çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ¾çàäà¼ò ëè êîíêðåò-
íàÿ ìàòðèöà A ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó¿ ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé. Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå óòâåð-
æäåíèå: äëÿ òîãî ÷òîáû îòîáðàæåíèå sgn

(
Ax↓) áûëî áèåêòèâíûì, ñîãëàñíî êðè-

òåðèþ Õàôôìàíà [11], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
{i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n} ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

ai1x
↓ > 0,

. . .

aikx
↓ > 0

èìåëà ðîâíî 2n−k ðåøåíèé èç ìíîæåñòâà {±1}n. Îäíàêî óæå ïðè k = 1 ìû èìååì
èçâåñòíóþ NP-ïîëíóþ çàäà÷ó: íåðàâåíñòâî

a1x1 + . . .+ anxn > 0

èìååò 2n−1 ðåøåíèé èç {±1}n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå
a1x1 + . . .+ anxn = 0

íå èìååò {±1}-ðåøåíèé èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, óðàâíåíèå
|a1|x1 + . . .+ |an|xn = 0

íå èìååò {±1}-ðåøåíèé; ïîñëåäíåå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáè-
åíèÿ {1, . . . , n} = {s1, . . . , sr} ⊔ {sr+1, . . . , sn} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|as1|+ . . .+ |asr | ≠ |asr+1|+ . . .+ |asn|
�èçâåñòíàÿ NP-ïîëíàÿ çàäà÷à î ðàçáèåíèè [12]. Ïðè ýòîì ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî NP-
ïîëíîé ÿâëÿåòñÿ ëèøü ìàññîâàÿ çàäà÷à î ðàçáèåíèè, â òî âðåìÿ êàê äëÿ íåêîòîðûõ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äàííàÿ çàäà÷à ìîæåò èìåòü äàæå òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Òàê, íàïðè-
ìåð, â ñëó÷àå, êîãäà a1, . . . , an ∈ Z è a1 + . . . + an �íå÷¼òíîå ÷èñëî, ðåøåíèå çàäà÷è
âïîëíå î÷åâèäíî.

Îòìåòèì åù¼ îäíó íàñóùíóþ ïðàêòè÷åñêóþ ïðîáëåìó, ñâÿçàííóþ ñ ïîðîãîâûìè
ïîäñòàíîâêàìè: áóäåò ëè îáðàòíàÿ ê ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêå òàêæå ïîðîãîâîé è êàê,
â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà, ïîñòðîèòü ìàòðèöó, êîòîðàÿ çàäà¼ò îáðàòíóþ ïîðî-
ãîâóþ ïîäñòàíîâêó? Â íàñòîÿùèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî äàííîé ïðîáëåìû íå èçâåñòíî
íè÷åãî ñîäåðæàòåëüíîãî. Îäíàêî ïðèìåð îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû

A =



4√
41

3√
41

4√
41

11√
11562

80√
11562

−71√
11562

−13√
282

8√
282

7√
282

 ,



Äâîè÷íûå ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè 9

êîòîðàÿ çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó, ïðè òîì, ÷òî îáðàòíàÿ ê íåé AT âîîáùå íå
çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó, íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî åäâà ëè îáîçíà÷åííàÿ ïðîáëåìà
äîïóñêàåò ðåøåíèå â òåðìèíàõ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû [5, 6].

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ïðîñòîé, íî ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûé êëàññ ïîðîãîâûõ ïîä-
ñòàíîâîê, êîòîðûé â äàëüíåéøåì áóäåì íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàòü.

Ïðèìåð 1. Ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà {±1}n, îïðåäåë¼ííîå ïî ïðàâèëó

(x1, . . . , xn) 7→ (ε1xπ(1), . . . , εnxπ(n)),

ãäå ε1, . . . , εn ∈ {±1}; π�ïåðåñòàíîâêà èç ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn, ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíî â êà÷åñòâå ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ñ ìàòðèöåé



π(1) π(n) π(2)

. . . ε1 0 . . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . 0 ε2 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 εn 0 . . . 0


(ìàòðèöû äàííîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü {±1}-ïîäñòàíîâî÷íûìè).

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè
îòîáðàæåíèé. Ïî àíàëîãèè ñ áóëåâûì ñëó÷àåì, äàííóþ ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé
Äæåâîíñà è îáîçíà÷àòü Qn. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà Äæåâîíñà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
âñåõ èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà {±1}n îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õýììèíãà [13]. Íà òåêó-
ùèé ìîìåíò ãðóïïà Äæåâîíñà Qn � åäèíñòâåííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ
îáíàðóæåíà â ìíîæåñòâå âñåõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê.

1. Ñòðîåíèå ãðóïïû, ïîðîæä¼ííîé ïîðîãîâûìè ïîäñòàíîâêàìè

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ
ñàìîäâîéñòâåííûìè, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíàÿ ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà ðåàëèçóåò
ñàìîäâîéñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ áëîêàìè [a] = {±a}, a ∈ {±1}n. Çíà÷èò, ãðóïïàGn,
ïîðîæäàåìàÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, çàâåäîìî ÿâëÿåòñÿ èìïðèìè-
òèâíîé ñ ñèñòåìîé áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n.

Ëþáàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê ñ ñèñòåìîé èìïðèìèòèâíîñòè [a], a ∈ {±1}n, ñîäåð-
æèòñÿ â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê Sn, êîòîðàÿ ïîäîáíà ñïëåòåíèþ S2 ≀ S2n−1 è äåéñòâóåò íà
ìíîæåñòâå 2n−1 áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n, ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå 2n−1 áëîêîâ ïåðåñòàâëÿ-
þòñÿ ñâîáîäíûì îáðàçîì, à âíóòðè áëîêîâ îñóùåñòâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûå áèåêòèâíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ (òîæäåñòâåííîå èëè èíâåðòèðîâàíèå). Èòàê, Gn ⊂ Sn. Îäíàêî íà ñà-
ìîì äåëå ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. Gn = Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âêëþ÷åíèå Gn ⊂ Sn îòìå÷åíî ðàíåå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ Sn ⊂ Gn ñäåëàåì ïðåäâàðèòåëüíî íåñêîëüêî ïðèìå÷àíèé.

1. Ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà ñ ìàòðèöåé
n− 2 −1 . . . −1
−1 n− 2 . . . −1
...

. . .
...

−1 . . . −1 n− 2


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îïðåäåëÿåò òðàíñïîçèöèþ T1, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííûì îáðàçîì òîëüêî
âíóòðè êëàññà [(1, . . . , 1)]:

(1, . . . , 1)↔ (−1, . . . ,−1).
2. Àíàëîãè÷íî, òðàíñïîçèöèÿ, êîòîðàÿ ïåðåñòàâëÿåò âåêòîðû â ïðîèçâîëüíîì áëîêå

[(ε1, . . . , εn)], (ε1, . . . , εn) ∈ {±1}n, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà
ñ ìàòðèöåé

ε1 0 . . . 0
0 ε2 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 εn



n− 2 −1 . . . −1
−1 n− 2 . . . −1
...

. . .
...

−1 . . . −1 n− 2



ε1 0 . . . 0
0 ε2 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 εn


(ôàêòè÷åñêè� ýòî ñîïðÿæåíèå òðàíñïîçèöèè T1 ïîäñòàíîâêîé òðàíñëÿöèè

(x1, . . . , xn) 7→ (ε1x1, . . . , εnxn)

èç ãðóïïû Äæåâîíñà).
3. Ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà T2 ñ ìàòðèöåé

1 0 0 . . . 0
0 n− 3 −1 . . . −1
0 −1 n− 3 . . . −1
...

...
. . .

...
0 −1 . . . −1 n− 3


n×n

äåéñòâóåò íåòîæäåñòâåííûì îáðàçîì èñêëþ÷èòåëüíî íà ÷åòûð¼õ ýëåìåíòàõ:

(1, 1, . . . , 1)↔ (1,−1, . . . ,−1),
(−1,−1, . . . ,−1)↔ (−1, 1, . . . , 1),

çíà÷èò, îíà îïðåäåëÿåò òðàíñïîçèöèþ áëîêîâ

[(1, 1, . . . , 1)] ↔ [(−1, 1, . . . , 1)].

4. Ñîïðÿãàÿ òðàíñïîçèöèþ áëîêîâ T2 ïîäñòàíîâêîé èç ãðóïïû Äæåâîíñà

(x1, x2, x3, . . . , xn) 7→ (−x2, x1, x3, . . . , xn),

ïîëó÷àåì òðàíñïîçèöèþ áëîêîâ

[(−1, 1, 1, . . . , 1)] ↔ [(−1,−1, 1, . . . , 1)].

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, ðåàëèçóþùèå òðàíñ-
ïîçèöèè áëîêîâ

[(−1,−1, 1, . . . , 1)] ↔ [(−1,−1,−1, . . . , 1)],
. . .

[(−1, . . . ,−1, 1, 1)] ↔ [(−1, . . . ,−1,−1, 1)],

à òàêæå âñå âîçìîæíûå òðàíñïîçèöèè áëîêîâ, êîòîðûå èìåþò ïðåäñòàâèòåëÿìè ñîñåä-
íèå âåêòîðû.



Äâîè÷íûå ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè 11

Èòàê, ñîãëàñíî ïðèìå÷àíèþ 4, ñóùåñòâóåò íàáîð ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê-òðàíñ-
ïîçèöèé áëîêîâ, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ¾ñâÿçíîñòü¿ âñåõ âîçìîæíûõ áëîêîâ [a],
a ∈ {±1}n, à ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó èçâåñòíîé òåîðåìû Ïîéà, ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îá-
ðàçóþùèõ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n.
Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ïðèìå÷àíèþ 2, ñóùåñòâóþò ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå ðå-
àëèçóþò òðàíñïîçèöèè âíóòðè êàæäîãî èç áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n. Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå Sn ⊂ Gn.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íåòðóäíî âûâåñòè âåðõíþþ îöåíêó øèðèíû ãðóï-
ïû Sn îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðîèçâîëüíàÿ ïîäñòàíîâêà èç ãðóïïû Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ íå áîëåå ÷åì n2n ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ííàÿ îöåíêà âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ î÷åâèäíûõ ñî-
îáðàæåíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè èç Sn íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåñòàíîâêó áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n, à òàêæå âûïîëíèòü íå áî-
ëåå 2n−1 èíâåðòèðîâàíèé â áëîêàõ. Ïîñòðîåíèå ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè áëîêîâ [a],
a ∈ {±1}n, òðåáóåò íå áîëåå 2n−1−1 òðàíñïîçèöèé áëîêîâ ïðîèçâîëüíîãî âèäà ([a], [b]),
êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî âû÷èñëèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå 2n−3 òðàíñïîçèöèé
èç ïðèìå÷àíèÿ 4 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå: ïðîèçâîëüíûå íàáî-
ðû a, b âñåãäà ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé a = a1, a2, . . . , ak = b äëèíû k ⩽ n − 1,
â êîòîðîé ïîäðÿä èäóùèå íàáîðû ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, à çíà÷èò, äëÿ òðàíñïîçèöèè
([a], [b]) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé:

([a], [b]) = ([a1], [a2]) . . . ([ak−2], [ak−1])([ak−1], [ak])([ak−1], [ak−2]) . . . ([a2], [a1]).

Èòîãî òðåáóåòñÿ íå áîëåå 2n−1 + (2n−1 − 1)(2n− 3) ⩽ n2n ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê.

Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïðè n ⩾ 3
ãðóïïà Sn îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè.

Ñëåäñòâèå 3. Ïðè ëþáîì n ⩾ 3 êëàññ âñåõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê ìíîæå-
ñòâà {±1}n íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n ⩾ 3 ãðóïïà Sn ñîäåðæèò ïîäñòàíîâêó g, äåéñòâèå
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

g(1, 1, . . . , 1) = (−1,−1, . . . ,−1), g(−1,−1, . . . ,−1) = (1, 1, . . . , 1),

g(−1, 1, . . . , 1) = (1,−1, 1, . . . , 1), g(1,−1, . . . ,−1) = (−1, 1,−1, . . . ,−1),
g(1,−1, . . . , 1) = (1, 1,−1, . . . , 1), g(−1, 1, . . . ,−1) = (−1,−1, 1, . . . ,−1),

. . .

g(1, 1, . . . ,−1, 1) = (1, 1, . . . , 1,−1), g(−1,−1, . . . , 1,−1) = (−1,−1, . . . ,−1, 1),
g(1, 1, . . . , 1,−1) = (1,−1, . . . ,−1,−1), g(−1,−1, . . . ,−1, 1) = (−1, 1, . . . , 1, 1)

(íà ìíîæåñòâå âñåõ îñòàëüíûõ áëîêîâ äîïóñòèìî ëþáîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ ïîäñòàíîâêè g äîïóñêà-
åò ïîðîãîâóþ ðåàëèçàöèþ ñ îïðåäåëÿþùèì íåðàâåíñòâîì a1x1+a2x2+. . .+anxn > 0, òî
èç óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ äåéñòâèå g, íåîáõîäèìî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðîòèâîðå÷èå:
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

a1 + a2 + a3 + . . .+ an < 0,

−a1 + a2 + a3 + . . .+ an > 0,

a1 − a2 + a3 + . . .+ an > 0,

. . .

a1 + a2 + . . .− an−1 + an > 0,

a1 + a2 + . . .+ an−1 − an > 0

=⇒

{
a1 + a2 + a3 + . . .+ an < 0,

(n− 2)(a1 + a2 + a3 + . . .+ an) > 0.

Ñëåäñòâèå 3 äîêàçàíî.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåä¼ì ïðèìåð, êîòîðûé îïðîâåðãàåò íàèâíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ìíîæåñòâî âñåõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê äåéñòâóåò ñèììåòðè÷åñêèì îáðàçîì õîòÿ áû
íà ìíîæåñòâå áëîêîâ [a], a ∈ {±1}n.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå áëîêîâ [a], a ∈ {±1}4:

[(1, 1, 1, 1)] 7→ [(1, 1, 1, 1)],

[(1, 1,−1,−1)] 7→ [(1, 1, 1,−1)],
[(1,−1,−1, 1)] 7→ [(1, 1,−1, 1)],
[(1,−1, 1,−1)] 7→ [(1, 1,−1,−1)],
[(−1, 1, 1, 1)] 7→ [(1,−1, 1, 1)],
[(1,−1, 1, 1)] 7→ [(1,−1, 1,−1)],
[(1, 1,−1, 1)] 7→ [(1,−1,−1, 1)],
[(1, 1, 1,−1)] 7→ [(1,−1,−1,−1)].

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íåêîòîðîé ïîðî-
ãîâîé ïîäñòàíîâêîé g, òî äëÿ äåéñòâèÿ g âîçìîæíû 256 âàðèàíòîâ:

g(1, 1, 1, 1) = ε1(1, 1, 1, 1),

g(1, 1,−1,−1) = ε2(1, 1, 1,−1),
g(1,−1,−1, 1) = ε3(1, 1,−1, 1),
g(1,−1, 1,−1) = ε4(1, 1,−1,−1),
g(−1, 1, 1, 1) = ε5(1,−1, 1, 1),
g(1,−1, 1, 1) = ε6(1,−1, 1,−1),
g(1, 1,−1, 1) = ε7(1,−1,−1, 1),
g(1, 1, 1,−1) = ε8(1,−1,−1,−1),

ïðè ε1, . . . , ε8 ∈ {±1}. Â êàæäîì èç 256 ïðåäïîëàãàåìûõ âàðèàíòîâ êîýôôèöèåíòû
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ ïåðâûå äâå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè óêàçàííîé
ïîäñòàíîâêè g:

g1(x1, x2, x3, x4) = 1 ⇐⇒ a1x1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 ⩾ 0,

g2(x1, x2, x3, x4) = 1 ⇐⇒ b1x1 + b2x2 + b3x3 + b4x4 ⩾ 0,

íåîáõîäèìî äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
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

ε1(a1 + a2 + a3 + a4) > 0,

ε2(a1 + a2 − a3 − a4) > 0,

ε3(a1 − a2 − a3 + a4) > 0,

ε4(a1 − a2 + a3 − a4) > 0,

ε5(−a1 + a2 + a3 + a4) > 0,

ε6(a1 − a2 + a3 + a4) > 0,

ε7(a1 + a2 − a3 + a4) > 0,

ε8(a1 + a2 + a3 − a4) > 0,

ε1(b1 + b2 + b3 + b4) > 0,

ε2(b1 + b2 − b3 − b4) > 0,

ε3(b1 − b2 − b3 + b4) > 0,

ε4(b1 − b2 + b3 − b4) > 0,

ε5(−b1 + b2 + b3 + b4) < 0,

ε6(b1 − b2 + b3 + b4) < 0,

ε7(b1 + b2 − b3 + b4) < 0,

ε8(b1 + b2 + b3 − b4) < 0,

êîòîðàÿ íå èìååò ðåøåíèé ïðè ëþáûõ ε1, . . . , ε8 ∈ {±1} (ïðîâåðêà âûïîëíåíà â ñèñòåìå
Mathematica).

2. Ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, ðåàëèçóåìûå {0, 1}-ìàòðèöàìè
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè ïîðîæäàþò äîñòàòî÷íî îáøèðíûé

êëàññ ïîäñòàíîâîêSn. Îäíàêî ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1, âûðàæåííûå â ñëåäñòâèè 2, îáåñ-
êóðàæèâàþò îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòîòû ïîëó÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè
èç ìíîæåñòâà Sn â âèäå êîìïîçèöèè ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê. Ìåæäó òåì ïðàêòè÷å-
ñêèé èíòåðåñ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè êëàññîâ ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåìûõ ïîðîãîâûõ
ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå òàêæå îáëàäàþò öèêëîâîé ñòðóêòóðîé, ïðèãîäíîé äëÿ èñïîëü-
çîâàíèÿ â óçëàõ çàùèòû èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî íàìåðåíèå èçó÷èòü
ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ìàêñèìàëüíî ïðîñòûìè ìàò-
ðèöàìè, ñîñòîÿùèìè òîëüêî èç 0 è 1.

Òåîðåìà 2. {0, 1}-ìàòðèöà An×n çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Ax↓) â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà A�ïîäñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà, äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü ìåòîäîì
¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâî÷íîé è, íå îãðà-
íè÷èâàÿ îáùíîñòè, å¼ ïåðâûå äâå ñòðîêè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s⩾1

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, 0, . . . , 0),

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s⩾1

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

, 0, . . . , 0).

Óêàçàííûå ñòðîêè îïðåäåëÿþò äâå ïåðâûå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ïîðîãîâîãî îòîáðà-
æåíèÿ sgn(Ax↓):

f1(x1, . . . , xn) = sgn(x1 + . . .+ xk + xk+1 + . . .+ xk+s),

f2(x1, . . . , xn) = sgn(xk+1 + . . .+ xk+s + xk+s+1 + . . .+ xk+s+m).



14 À.È. Çîáîâ, È. Â. ×åðåäíèê

Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñáàëàíñèðîâàííîñòü êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé f1 è f2 íåîáõî-
äèìî âëå÷¼ò óñëîâèå íå÷¼òíîñòè k + s è s+m.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîòèâîðå÷èÿ ðàññ÷èòàåì è ñðàâíèì ìîùíîñòè ìíîæåñòâ

M1,1 =
{
x ∈ {±1}n : (f1(x), f2(x)) = (1, 1)

}
,

M1,−1 =
{
x ∈ {±1}n : (f1(x), f2(x)) = (1,−1)

}
.

Ïðè ïåðå÷èñëåíèè âåêòîðîâ èç M1,1 íåòðóäíî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî

|M1,1| = 2n−k−s−m
s∑

t=0

(
s

t

) ∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

) ∑
j⩾(m+s+1)/2−t

(
m

j

)
,

ãäå â ïåðå÷èñëÿåìûõ íàáîðàõ t îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî åäèíèö, ðàñïîëîæåííûõ íà ìå-
ñòàõ c k + 1 ïî k + s; i�êîëè÷åñòâî åäèíèö íà ìåñòàõ c 1 ïî k; j �êîëè÷åñòâî åäèíèö
íà ìåñòàõ c k+s+1 ïî k+s+m (çäåñü è äàëåå çíà÷åíèå áèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà(
x

y

)
ñòàíäàðòíî ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ ïðè x < y, à òàêæå ïðè y < 0). Àíàëîãè÷íî

|M1,−1| = 2n−k−s−m
s∑

t=0

(
s

t

)
k∑

i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

) ∑
j⩾(m−s+1)/2+t

(
m

j

)
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

|M1,1| − |M1,−1|
2n−k−s−m

=
s∑

t=0

(
s

t

) ∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

)[ ∑
j⩾(m+s+1)/2−t

(
m

j

)
−

∑
j⩾(m−s+1)/2+t

(
m

j

)]
︸ ︷︷ ︸

Nm,s,t

è çàìåòèì, ÷òî Nm,s,t = −Nm,s,s−t ïðè ëþáûõ m è t ⩽ s/2 (â ÷àñòíîñòè, Nm,s,s/2 = 0 ïðè
÷¼òíîì s). Ïðîäîëæèì:

|M1,1| − |M1,−1|
2n−k−s−m

=
∑

t<s/2

(
s

t

) ∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

)
Nm,s,t +

∑
t>s/2

(
s

t

) ∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

)
Nm,s,t =

=
∑

t<s/2

(
s

t

)
Nm,s,t

∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

)
−
∑

t<s/2

(
s

t

)
Nm,s,t

∑
i⩾(k−s+1)/2+t

(
k

i

)
=

=
∑

t<s/2

(
s

t

)
Nm,s,t

[ ∑
i⩾(k+s+1)/2−t

(
k

i

)
−

∑
i⩾(k−s+1)/2+t

(
k

i

)]
︸ ︷︷ ︸

Nk,s,t

=
∑

t<s/2

(
s

t

)
Nm,s,tNk,s,t.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáûõ m ∈ N0, s ∈ N è t < s/2 èìååò ìåñòî
(m− s+ 1)/2 + t < (m+ s+ 1)/2− t,
(m− s+ 1)/2 + t ⩽ m,

(m+ s+ 1)/2− t > 0

=⇒ Nm,s,t = −
(m+s+1)/2−t−1∑
j=(m−s+1)/2+t

(
m

j

)
< 0.

Èòàê, ïîêàçàëè, ÷òî ïðè s ⩾ 1 âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

|M1,1| − |M1,−1|
2n−k−s−m

> 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåçàâèñèìîñòè ñáàëàíñèðîâàííûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé f1 è f2.
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Ñëåäñòâèå 4. Åñëè äëÿ ìàòðèöû A ∈ Rn,n ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå x
↓ 7→ Ax↓ çàäà-

¼ò ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå {±1}n, òî A ÿâëÿåòñÿ {±1}-ïîäñòàíîâî÷íîé ìàòðèöåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

A1↓ = 1↓ (ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî äîìíîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè ìàòðèöû A
íà −1). Â òàêîì ñëó÷àå ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòîëáåö

2A↓
1 = A

(
1↓ − (−1, 1, . . . , 1)T

)
= A1↓ − A(−1, 1, . . . , 1)T = 1↓ − (ε1, . . . , εn)

T

ñîñòîèò òîëüêî èç 0 è 2 è, ñëåäîâàòåëüíî, A↓
1 � {0, 1}-ñòîëáåö. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå ñòîëáöû ìàòðèöû A òàêæå ÿâëÿþòñÿ {0, 1}-ñòîëáöàìè.
Òàêèì îáðàçîì, A� {0, 1}-ìàòðèöà, êîòîðàÿ çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó (íà ñà-

ìîì äåëå, äåéñòâóåò òî÷íûì îáðàçîì), è, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, A�ïîäñòàíîâî÷íàÿ ìàò-
ðèöà.

Çàìå÷àíèå 2. Èç ñëåäñòâèÿ 4 âûòåêàåò èíòåðåñíîå íàáëþäåíèå. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî {±1}-ïîäñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû îïèñûâàþò âñå èçîìåòðèè ìíîæåñòâà {±1}n íå
òîëüêî îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Õýììèíãà, íî è îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè Åâêëèäà, ïî-
ñêîëüêó â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èçîìåòðèÿ îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
è ïîïàäàåò ïîä óñëîâèå ñëåäñòâèÿ 4. Ýòî âïîëíå çàêîíîìåðíî, ïîñêîëüêó íà ìíîæå-
ñòâå {±1}n ìåòðèêè Åâêëèäà è Õýììèíãà ýêâèâàëåíòíû.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïóíêòà îòìåòèì, ÷òî îïèñàíèå {0,±1}-ìàòðèö, êîòîðûå
îïðåäåëÿþò ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé çàäà÷åé. Â íà-
ñòîÿùèé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ ðåøåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íûõ êëàññîâ
{0,±1}-ìàòðèö, îïðåäåëÿþùèõ ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4�6]
ïðèâåäåíû ëèøü ÷àñòíûå ïðèìåðû ïñåâäîàäàìàðîâûõ ìàòðèö è êîíôåðåíö-ìàòðèö
ðàçìåðîâ 4 × 4, 6 × 6, 8 × 8 è 10 × 10, êîòîðûå çàäàþò ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè; ïðè
ýòîì îáîñíîâàíèå áèåêòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïîðîãîâûõ îòîáðàæåíèé òàêæå íî-
ñèò ÷àñòíûé õàðàêòåð è íå ïîçâîëÿåò äåëàòü êàêèõ-ëèáî âûâîäîâ î ñóùåñòâîâàíèè/ïî-
ñòðîåíèè ïñåâäîàäàìàðîâûõ ìàòðèö è êîíôåðåíö-ìàòðèö, îïðåäåëÿþùèõ ïîðîãîâûå
ïîäñòàíîâêè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

3. Ðåêóðñèâíîå ïîñòðîåíèå ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê

Ðåçóëüòàòû ï. 2 íîñÿò îòðèöàòåëüíûé õàðàêòåð â òîì ñìûñëå, ÷òî íå óäàëîñü îáíà-
ðóæèòü âîîáùå íèêàêèõ íîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, íå ãîâîðÿ óæå î êëàññàõ ïîðî-
ãîâûõ ïîäñòàíîâîê. Çäåñü â òåðìèíàõ îïðåäåëÿþùèõ ìàòðèö èññëåäóåì âîçìîæíîñòü
ðåêóðñèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê. Íà÷í¼ì ñ ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà ðå-
êóðñèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìàòðèö.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ìàòðèöà

B =

(
b11 ∗
0↓ An×n

)
(n+1)×(n+1)

çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Bx↓) íà ìíîæåñòâå {±1}n+1, òî äàííàÿ ïîðîãîâàÿ
ïîäñòàíîâêà òàêæå ìîæåò áûòü çàäàíà ìàòðèöåé(

b11 0 . . . 0
0↓ An×n

)
(n+1)×(n+1)

,

è ïðè ýòîì ìàòðèöà A íåîáõîäèìî çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå {±1}n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
b11x1 + b12x2 + . . .+ b1n+1xn+1 > 0,

a11x2 + . . .+ a1nxn+1 > 0,

. . .

an1x2 + . . .+ annxn+1 > 0

çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó, òî ïðè ëþáûõ ε2, . . . , εn+1 ∈ {±1} íåðàâåíñòâî

b11x1 + (b12ε2 + . . .+ b1n+1εn+1) > 0

íåîáõîäèìî çàäà¼ò ñáàëàíñèðîâàííóþ ïñåâäîáóëåâó ôóíêöèþ îò ïåðåìåííîé x1 è, êàê
íåòðóäíî âèäåòü, ìîæåò áûòü çàìåíåíî áîëåå ïðîñòûì íåðàâåíñòâîì b11x1 > 0 èëè
âîâñå òðèâèàëüíûì sgn(b11)x1 > 0. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà

a11x1 + . . .+ a1nxn > 0,

. . .

an1x1 + . . .+ annxn > 0

íåîáõîäèìî çàäà¼ò ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå {±1}n.

Èç óòâåðæäåíèÿ 3 ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïðîäîëæåíèÿ ñóùåñòâóþùåé ïî-
ðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà {±1}n äî ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà {±1}n+1

ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ åù¼ îäíîé ïîðîãîâîé êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè äîïóñêàåò ëèøü
òðèâèàëüíûå âàðèàíòû.

Ñëåäñòâèå 5. Íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ ¾òðåóãîëüíûõ¿ ïîðîãîâûõ ïîäñòà-
íîâîê, îòëè÷íûõ îò ïîäñòàíîâîê âèäà (x1, . . . , xn) 7→ (ε1x1, . . . , εnxn).

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê èçëîæåíèþ áîëåå ïðîäâèíóòîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ óòâåðæäå-
íèåì 3) ñïîñîáà ðåêóðñèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà {±1}n
äî ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ìíîæåñòâà {±1}n+1. Â êîíå÷íîì èòîãå ýòîò ìåòîä ïîçâîëèò
ïîñòðîèòü öåëîå ñåìåéñòâî ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê. Äëÿ óäîáñòâà èç-
ëîæåíèÿ çäåñü è äàëåå íàáîðû a ∈ {±1}n áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå ñòîëáöîâ a↓, ïðè
ýòîì íàáîð −a↓ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç a↓.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà sgn(Ax↓) íà ìíîæåñòâå {±1}n ðå-
àëèçóåò ïîëíûé öèêë, òî óêàçàííûé öèêë èìååò âèä(

a↓
1, a

↓
2, . . . , a

↓
2n−1 , a

↓
1, a

↓
2, . . . , a

↓
2n−1

)
. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëíûé öèêë ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè sgn(Ax↓),
íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a↓

1:(
a↓
1, a

↓
2, . . .

)
.

Òàê êàê ïîäñòàíîâêà sgn(Ax↓) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöèêëîâîé, òî öèêë ñîäåðæèò íàáîð a↓
1:(

a↓
1, a

↓
2, . . . , a

↓
t , a

↓
1, . . .

)
,

à ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, òî å¼ ïîëíûé öèêë èìååò âèä(
a↓
1, a

↓
2, . . . , a

↓
t , a

↓
1, a

↓
2, . . . , a

↓
t , a

↓
1, . . .

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëíûé öèêë ïîäñòàíîâêè sgn(Ax↓) íà ñàìîì äåëå èìååò âèä (2).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ðàñêðûâàåò äåòàëè îäíîãî âîçìîæíîãî ðåêóðñèâíîãî ïî-
ñòðîåíèÿ ïîëíîöèêëîâîé ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè.
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Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü ìàòðèöà An×n îïðåäåëÿåò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ
ïîäñòàíîâêó sgn(Ax↓) íà ìíîæåñòâå {±1}n:(

a↓
1, . . . , a

↓
2n−1 , a

↓
1, . . . , a

↓
2n−1

)
.

Òîãäà ìàòðèöà

B =


b b11 . . . b1n
b11
... An×n

bn1


(n+1)×(n+1)

ìîæåò ðåàëèçîâàòü ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Bx↓) âèäà((
∗
a↓
1

)
, . . . ,

(
∗

a↓
2n−1

)
,

(
∗
a↓
1

)
, . . . ,

(
∗

a↓
2n−1

)
,

(
∗
a↓
1

)
, . . . ,

(
∗

a↓
2n−1

)
,

(
∗
a↓
1

)
, . . . ,

(
∗

a↓
2n−1

))
òîëüêî îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ òèïîâ:

1)

((
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

))
;

2)

((
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))
;

3)

((
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))
;

4)

((
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó óòâåðæäåíèÿ 4, ïîëíûé öèêë ïîäñòàíîâêè sgn(Bx↓)
äîëæåí èìåòü âèä((

a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
b1
a↓
1

)
, . . . ,

(
b2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
b1
a↓
1

)
, . . . ,

(
b2n−1

a↓
2n−1

))
.

Ïîñêîëüêó âñå íàáîðû â ýòîì öèêëå äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû, òî íà ñàìîì äåëå a1 = b1,
. . . , a2n−1 = b2n−1 :((

a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

)
,

(
a1
a↓
1

)
, . . . ,

(
a2n−1

a↓
2n−1

))
.

Îáîçíà÷èì b = (b11, . . . , b1n). Íàáëþäàÿ ïåðâóþ êîîðäèíàòó â íàáîðàõ, ñîñòàâëÿþùèõ
ïîëíûé öèêë ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè sgn(Bx↓), íåòðóäíî çàìåòèòü ðàâåíñòâà

sgn(bai + ba↓
i ) = ai+1 = sgn(bai − ba↓

i ), 1 ⩽ i < 2n−1.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ai+1 = sgn(bai) ïðè âñåõ 1 ⩽ i < 2n−1, è çíà÷èò, âîçìîæíû
äâà âàðèàíòà ïðè b > 0:



18 À.È. Çîáîâ, È. Â. ×åðåäíèê

1) a1 = a2 = . . . = a2n−1 = 1;
2) a1 = a2 = . . . = a2n−1 = −1,

à òàêæå äâà âàðèàíòà ïðè b < 0:

1) a1 = −a2 = a3 = . . . = −a2n−1 = 1;
2) a1 = −a2 = a3 = . . . = −a2n−1 = −1.
Óòâåðæäåíèå 5 äîêàçàíî.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîëíîöèêëîâîå ïîðîãîâîå ïðåîáðàçî-
âàíèå sgn(Ax↓) ìíîæåñòâà {±1}n âîçìîæíî ïîñòðîèòü ïðîäîëæåíèå sgn(Bx↓) êàæäîãî
èç ÷åòûð¼õ âîçìîæíûõ òèïîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â óòâåðæäåíèè 5.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì íàçûâàòü íàáîð c ∈ {±1}n òî÷êîé àáñîëþòíîãî ìèíèìó-
ìà äëÿ ïîðîãîâîãî îòîáðàæåíèÿ sgn(Ax↓), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀a ∈ {±1}n |Ac↓| ⩽ |Aa↓|,

ãäå çíàê ⩽ îçíà÷àåò ïîêîîðäèíàòíîå íåðàâåíñòâî; |x| =
(
|x1|, . . . , |xn|

)
�ïîêîîðäèíàò-

íîå âû÷èñëåíèå àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî c ∈ {±1}n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

|Ac↓| = |Ac↓|.

Òàêèì îáðàçîì, c ∈ {±1}n ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà äëÿ ïîðîãîâîãî
îòîáðàæåíèÿ sgn(Ax↓) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà c ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àáñîëþò-
íîãî ìèíèìèìóìà äëÿ ïîðîãîâîãî îòîáðàæåíèÿ sgn(Ax↓).

Íàáîðû c, c ∈ {±1}n áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè ñòðîãîãî àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà

äëÿ ïîðîãîâîãî îòîáðàæåíèÿ sgn(Ax↓), åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀a ∈ {±1}n \ {c, c} |Ac↓| < |Aa↓|,

ãäå çíàê < îçíà÷àåò ñòðîãîå íåðàâåíñòâî â êàæäîé êîîðäèíàòå ñðàâíèâàåìûõ íàáîðîâ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü An �öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Anx

↓) íà ìíîæåñòâå {±1}n(
a1, . . . , a2n−1 , a1, . . . , a2n−1

)
ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ a2n−1 è a2n−1 :

∀a /∈ {a2n−1 , a2n−1} |Ana
↓| > |Ana

↓
2n−1| = 1↓.

Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ìàòðèöà An+1 =

(
2n− 1 2a2n−1

4a↓
1 3An

)
çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâ-

êó sgn(An+1x
↓)((

1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

))

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
1

a↓
2n−1

)
è

(
−1
a↓
2n−1

)
, ïðè

êîòîðûõ

∣∣∣∣An+1

(
1

a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣An+1

(
−1
a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = 1↓;
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2) ìàòðèöà An+1 =

(
2n− 1 2a2n−1

4a↓
1 3An

)
çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâ-

êó sgn(An+1x
↓)((

−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
−1
a↓
2n−1

)
è

(
1

a↓
2n−1

)
, ïðè

êîòîðûõ

∣∣∣∣An+1

(
−1
a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣An+1

(
1

a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = 1↓;

3) ìàòðèöà An+1 =

(
−2n+ 1 2a2n−1

4a↓
1 3An

)
çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòà-

íîâêó sgn(An+1x
↓)((

1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
−1
a↓
2n−1

)
è

(
1

a↓
2n−1

)
, ïðè

êîòîðûõ

∣∣∣∣An+1

(
−1
a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣An+1

(
1

a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = 1↓;

4) ìàòðèöà An+1 =

(
−2n+ 1 2a2n−1

4a↓
1 3An

)
çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòà-

íîâêó sgn(An+1x
↓)((

−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
−1
a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
−1
a↓
2n−1

))

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
1

a↓
2n−1

)
è

(
−1
a↓
2n−1

)
, ïðè

êîòîðûõ

∣∣∣∣An+1

(
1

a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣An+1

(
−1
a↓
2n−1

)∣∣∣∣ = 1↓.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç öåëî÷èñëåííîñòè ìàòðèöû An è óñëîâèÿ

∀a /∈ {a2n−1 , a2n−1} |Ana
↓| > |Ana

↓
2n−1| = (1, . . . , 1)T

ñëåäóåò, ÷òî

∀a /∈ {a2n−1 , a2n−1} |Ana
↓| ⩾ (2, . . . , 2)T, Ana

↓
2n−1 = a↓

1.

Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî âñåõ ñâîéñòâ ïðîâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé:
1)

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(±(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
±1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,
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An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(±(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
±1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
4n− 1

7a↓
1

)
, An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
−4n+ 1

7a↓
1

)
,

An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
−1
a↓
1

)
, An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
1

a↓
1

)
.

2)

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(±(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
±1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(±(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
±1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
−4n+ 1

7a↓
1

)
, An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
4n− 1

7a↓
1

)
,

An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
1

a↓
1

)
, An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
−1
a↓
1

)
.

3)

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(∓(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
∓1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(∓(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
∓1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
4n− 1

7a↓
1

)
, An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
−4n+ 1

7a↓
1

)
,

An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
−1
a↓
1

)
, An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
1

a↓
1

)
.

4)

An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(∓(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
∓1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,
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An+1

(
±1
a↓
i

)
=

(∓(2n− 1) + 2a2n−1a↓
i

±4a↓
1 + 3Ana

↓
i

)
⇒


sgn

(
An+1

(
±1
a↓
i

))
=

(
∓1
a↓
i+1

)
,∣∣∣∣An+1

(
±1
a↓
i

)∣∣∣∣ ⩾ (3, 2, . . . , 2)T,

1 ⩽ i < 2n−1,

An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
−4n+ 1

7a↓
1

)
, An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
4n− 1

7a↓
1

)
,

An+1

(
1

a↓
2n−1

)
=

(
1

a↓
1

)
, An+1

(
−1
a↓
2n−1

)
=

(
−1
a↓
1

)
.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Â óñëîâèè òåîðåìû 3 öåëî÷èñëåííîñòü ìàòðèöû An, à òàêæå íîð-
ìèðîâàííîå çíà÷åíèå àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà 1↓ = (1, . . . , 1)T èñïîëüçóþòñÿ èñêëþ÷è-
òåëüíî äëÿ ëàêîíè÷íîñòè ôîðìóëèðîâêè è ïðîñòîòû äîêàçàòåëüñòâà. Òàê, íàïðèìåð,
â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû An ðàçìåðà n× n, ÷òî îïðåäåëÿåò ïîëíî-
öèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Anx

↓) íà ìíîæåñòâå {±1}n(
a1, . . . , a2n−1 , a1, . . . , a2n−1

)
ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ a2n−1 è a2n−1 :

∃ε > 0 ∀a /∈ {a2n−1 , a2n−1} |Ana
↓| > (1 + ε)|Ana

↓
2n−1|,

ïðè ïîñòðîåíèè ïîëíîöèêëîâîãî ïðîäîëæåíèÿ sgn(An+1x
↓) ïåðâîãî òèïà ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ìàòðèöó

An+1 =

(
2n− 1 2a2n−1

−(1 + ε/2)Ana
↓
2n−1 An

)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ â òåîðåìå 3 êîíñòðóêöèÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíî-
öèêëîâîé ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè èç ïîëíîöèêëîâîé ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè ìåíüøåé
ðàçìåðíîñòè â ëþáîì èç ÷åòûð¼õ ïåðå÷èñëåííûõ âàðèàíòîâ äîïóñêàåò ðåêóðñèâíîå
ïðèìåíåíèå.

Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ïîëíîöèêëîâàÿ ïîðîãîâàÿ
ïîäñòàíîâêà ìíîæåñòâà {±1}n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà A1 = (−1)1×1 çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ
ïîäñòàíîâêó ñ äâóìÿ òî÷êàìè ñòðîãîãî àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà. Ïðèìåíÿÿ ê A1 ðåêóð-
ñèâíóþ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ â òåîðåìå 3, ìîæíî äëÿ ëþáîãî n ïîñòðîèòü ìàòðèöó An

ðàçìåðà n× n, êîòîðàÿ çàäà¼ò ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó sgn(Anx
↓).

Íà ïðàêòèêå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê ÷àñòî òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû îáðàùåíèå äàííîé ïîäñòàíîâêè òàêæå äîïóñêàëî ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå. Îêà-
çûâàåòñÿ, äëÿ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå ïîñòðîåíû ðåêóðñèâíûì îáðàçîì â ñî-
îòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3, îáðàòíûå ïîäñòàíîâêè òîæå ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè è ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû ðåêóðñèâíûì îáðàçîì.

Ñëåäñòâèå 7. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 ïóñòü Ân �öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìå-
ðà n × n, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îáðàòíóþ ê sgn(Anx

↓) ïîëíîöèêëîâóþ ïîðîãîâóþ ïîä-
ñòàíîâêó (

a↓
2n−1 , . . . , a

↓
1, a

↓
2n−1 , . . . , a

↓
1

)
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ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ a1 è a1:

∀a /∈ {a1, a1} |Âna
↓| > |Âna

↓
1| = 1↓.

Òîãäà ïîäñòàíîâêà, îáðàòíàÿ ê ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêå sgn(An+1x
↓), òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïîðîãîâîé è â êàæäîì èç ÷åòûð¼õ ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå 3 ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü
çàäàíà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöåé Ân+1:

1) ìàòðèöà Ân+1=

(
2n− 1 2a1

4a↓
2n−1 3Ân

)
çàäà¼ò ïîäñòàíîâêó sgn(Ân+1x

↓)=
(
sgn(An+1x

↓)
)−1

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
1

a↓
1

)
è

(
−1
a↓
1

)
;

2) ìàòðèöà Ân+1=

(
2n− 1 2a1

4a↓
2n−1 3Ân

)
çàäà¼ò ïîäñòàíîâêó sgn(Ân+1x

↓)=
(
sgn(An+1x

↓)
)−1

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
−1
a↓
1

)
è

(
1

a↓
1

)
;

3) ìàòðèöà Ân+1=

(
−2n+ 1 2a1

4a↓
2n−1 3Ân

)
çàäà¼ò ïîäñòàíîâêó sgn(Ân+1x

↓)=
(
sgn(An+1x

↓)
)−1

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
1

a↓
1

)
è

(
−1
a↓
1

)
;

4) ìàòðèöà Ân+1=

(
−2n+ 1 2a1

4a↓
2n−1 3Ân

)
çàäà¼ò ïîäñòàíîâêó sgn(Ân+1x

↓)=
(
sgn(An+1x

↓)
)−1

ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè â òî÷êàõ

(
−1
a↓
1

)
è

(
1

a↓
1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, ïðîäîëæåíèå ìàòðèöû Ân äî öåëî÷èñ-
ëåííîé ìàòðèöû Ân+1 ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ïîëíûé öèêë êàæäîãî èç ÷åòûð¼õ âîç-
ìîæíûõ òèïîâ ñ äâóìÿ ñòðîãèìè àáñîëþòíûìè ìèíèìóìàìè.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ïîëíîãî öèêëà sgn(An+1x
↓) òèïà 1 (2, 3 èëè 4) îáðàòíîé

áóäåò ïîäñòàíîâêà sgn(Ân+1x
↓), ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ òèïà 1 (2, 4 è 3

ñîîòâåòñòâåííî).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðåçóëüòàòû òåîðåìû 3 è ñëåäñòâèé 6, 7 íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ïîðîãîâóþ ïîäñòàíîâêó ñ ìàòðèöåé A1 = (−1)1×1. Î÷å-
âèäíî, ïîäñòàíîâêà sgn(A1x

↓) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîöèêëîâîé ñ äâóìÿ òî÷êàìè ñòðîãî àáñî-
ëþòíîãî ìèíèìóìà, à ìàòðèöà Â1 = (−1)1×1 çàäà¼ò îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó.

Äëÿ ìàòðèö A1 è Â1 âûïîëíèì ðåêóðñèâíîå ïðîäîëæåíèå òèïà 1:

A2 =

(
1 2
−4 −3

)
, Â2 =

(
1 −2
4 −3

)
.

Ïîëó÷åííûå ìàòðèöû ðåàëèçóþò ïîëíûå öèêëû:

A2 :

(
1

1

)
7→
(

1

−1

)
7→
(
−1
−1

)
7→
(
−1
1

)
,

Â2 :

(
−1
1

)
7→
(
−1
−1

)
7→
(

1

−1

)
7→
(
1

1

)
.

Òåïåðü äëÿ ìàòðèö A2 è Â2 âûïîëíèì ðåêóðñèâíîå ïðîäîëæåíèå òèïà 2:

A3 =

3 −2 2
4 3 6
4 −12 −9

 , Â3 =

 3 2 2
−4 3 −6
4 12 −9

 .
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Ïîñòðîåííûå ìàòðèöû ðåàëèçóþò ïîëíûå öèêëû:

A3 :

−11
1

 7→
−11
−1

 7→
−1−1
−1

 7→
−1−1

1

 7→
 1
−1
−1

 7→
 1
−1
1

 7→
1
1
1

 7→
 1

1
−1

 ,

Â3 :

 1
1
−1

 7→
1
1
1

 7→
 1
−1
1

 7→
 1
−1
−1

 7→
−1−1

1

 7→
−1−1
−1

 7→
−11
−1

 7→
−11

1

 .

Äëÿ ìàòðèö A3 è Â3 âûïîëíèì ðåêóðñèâíîå ïðîäîëæåíèå òèïà 3:

A4 =


−5 −2 −2 2
−4 9 −6 6
4 12 9 18
4 12 −36 −27

 , Â4 =


−5 −2 2 2
−4 9 6 6
−4 −12 9 −18
4 12 36 −27

 .

È òàê äàëåå.

4. Ïðèìåíåíèå ïîñòðîåííûõ ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê

Èññëåäóåì ñòðîåíèå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé âñåõ âîçìîæíûõ ïîëíîöèêëîâûõ ïîðî-
ãîâûõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ïîñðåäñòâîì
ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèè, ïðåäëîæåííîé â òåîðåìå 3, ñ òðèâèàëüíûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì, à òàêæå ñäåëàåì âûâîä î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ
ïîäñòàíîâîê íà ïðàêòèêå. Îïèñàíèå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïðîâåä¼ì â õîðîøî ðàçâè-
òîé òåðìèíîëîãèè ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ïîëåì (ïîäðîáíî
îçíàêîìèòüñÿ ñ ýòèì ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè ìîæíî â ìîíîãðàôèè [14], ñòàâøåé ìèðî-
âûì ñòàíäàðòîì â äàííîé îáëàñòè, à òàêæå â [15]).

Íàïîìíèì, ÷òî íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî çíàêàìè

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

,

(
k

k

)
α0,

(
k + 1

k

)
α1,

(
k + 2

k

)
α2, . . .

íàçûâàþò áèíîìèàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîðÿäêà k ñ êîðíåì α è îáîçíà÷àþò
÷åðåç α[k]. Äëÿ çíàêîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α[k] óäîáíî èñïîëüçîâàòü óíèâåðñàëüíóþ

ôîðìóëó α[k](i) =

(
i

k

)
αi−k, i ∈ N0, ïîëàãàÿ α[k](i) = 0 ïðè i < k. Áèíîìèàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α[k] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòîé ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì
(x− α)k+1.

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîè÷íûõ íàáîðîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè:

v1 :
v2 :
...

vn−1 :
vn :


0
0
...
0
0

 ,


0
0
...
0
1

 ,


0
0
...
1
0

 ,


0
0
...
1
1

 , . . .


0
1
...
1
1

 ,


1
0
...
0
0

 ,


1
0
...
0
1

 ,


1
0
...
1
0

 , . . .


1
1
...
1
1

 , (3)

êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè îòðåçêàìè áèíîìèàëüíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä ïîëåì F2:

v1 = 1[2
n−1](0, 2n − 1), v2 = 1[2

n−2](0, 2n − 1), . . . , vn−1 = 1[2
1](0, 2n − 1), vn = 1[2

0](0, 2n − 1).
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Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííûå îòðåçêè ÿâíûì îáðàçîì ñîäåðæàò âñþ èíôîðìàöèþ î ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿõ 1[2

0], 1[2
1], . . . , 1[2

n−2], 1[2
n−1] (2n � îáùèé ïåðèîä äëÿ äàííûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé), è ïîòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü äëÿ îòðåçêîâ

1[2
0](0, 2n − 1), 1[2

1](0, 2n − 1), . . . , 1[2
n−2](0, 2n − 1), 1[2

n−1](0, 2n − 1)

ëàêîíè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ 1[2
0], 1[2

1], . . . , 1[2
n−2], 1[2

n−1] � ýòî íå ïðèâåä¼ò ê ïóòàíèöå, ïî-
ñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé èññëåäóåìûõ ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãî-
âûõ ïîäñòàíîâîê â âèäå ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåîáõîäèìî ïå-
ðåéòè ê ñòàíäàðòíîìó áóëåâó ïðåäñòàâëåíèþ� äëÿ ýòîãî (−1) çàìåíèì íà 0, à 1 îñòà-
âèì áåç èçìåíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûå â òåîðåìå 3 âàðèàíòû ðåêóðñèâíîãî
ïðîäîëæåíèÿ ïîëíîöèêëîâûõ ïîäñòàíîâîê â áóëåâîì ïðåäñòàâëåíèè áóäóò èìåòü âèä

1)

((
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

))
;

2)

((
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))
;

3)

((
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

))
;

4)

((
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
0

a↓
1

)
, . . . ,

(
1

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

)
,

(
1

a↓
1

)
, . . . ,

(
0

a↓
2n−1

))
(÷åðòà ñâåðõó â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå îòðèöàíèå â áóëåâîé ëîãèêå).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü u1, . . . , un �êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïîëíîöèêëîâîé ïîäñòàíîâêè sgn(Anx

↓), ïîñòðîåííîé ðåêóðñèâíûì îáðàçîì
ïîñðåäñòâîì (n − 1)-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèé, ïðåäëîæåííûõ â òåîðåìå 3.
Òîãäà íàä ïîëåì F2 ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ

u1 = 1[2
n−1] + + a11

[20] + b11
[0],

u2 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + + a21
[20] + b21

[0],
. . .

un−2 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + an−21

[20] + bn−21
[0],

un−1 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + 1[2

1] + bn−11
[0],

un = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + 1[2

1] + 1[2
0] + bn1

[0],

â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû a1, . . . , an−2, b1, . . . , bn ∈ F2 çàâèñÿò îò âûáîðà òèïà ðåêóð-
ñèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåì øàãå ïîñòðîåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî n.
Á à ç à ïðè n = 1 î÷åâèäíà: ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîäñòàíîâêà

íà ìíîæåñòâå {0, 1} è å¼ öèêë ìîæåò áûòü çàïèñàí äâóìÿ ñïîñîáàìè: (0, 1) è (1, 0)�
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ðàçëîæåíèÿìè 1[2

0] è 1[2
0] + 1[0] ñîîòâåòñòâåííî.

Ø à ã è í ä ó ê ö è è ïðè n ⩾ 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîðîãî-
âàÿ ïîäñòàíîâêà

(
a↓
1, . . . , a

↓
2n−2 , a

↓
1, . . . , a

↓
2n−2

)
â áóëåâîì ïðåäñòàâëåíèè ñ êîîðäèíàòíûìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè u′2, . . . , u
′
n. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ê äàííîé ïîäñòà-

íîâêå êàêîãî-ëèáî èç âàðèàíòîâ ðåêóðñèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ, ïðåäëîæåííûõ â òåîðå-
ìå 3, ïðèâåä¼ò ê ïîëíîöèêëîâîé ïîäñòàíîâêå ñ êîîðäèíàòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

u1 = 1[2
n−1] + a 1[2

0] + b 1[0], u2 = 1[2
n−1] + u′2, . . . , un = 1[2

n−1] + u′n,
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ãäå êîýôôèöèåíòû a, b ∈ F2 çàâèñÿò îò âûáðàííîãî ñïîñîáà ðåêóðñèâíîãî ïðîäîëæå-
íèÿ. Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè n = 2 ñîâïàäàþò ðåêóðñèâíûå ñïîñîáû ïðîäîëæå-
íèÿ 1 è 3 (à òàêæå 2 è 4), ïîýòîìó êîýôôèöèåíò a îáÿçàòåëüíî ðàâåí 0. Äëÿ çàâåðøåíèÿ
øàãà èíäóêöèè îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè î ñòðîåíèè êîîð-
äèíàòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé u′2, . . . , u

′
n.

Ñëåäñòâèå 8. Ðåêóðñèâíîå (n−1)-êðàòíîå ïðèìåíåíèå êîíñòðóêöèé, ïðåäëîæåí-
íûõ â òåîðåìå 3, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü 22n−3 ðàçëè÷íûõ ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîä-
ñòàíîâîê ìíîæåñòâà {0, 1}n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîðîãîâàÿ ïîäñòà-
íîâêà íà ìíîæåñòâå {0, 1}. Ïðèìåíèì ê íåé âñå âîçìîæíûå (n − 1)-êðàòíûå êîìáè-
íàöèè ðåêóðñèâíûõ ïðîäîëæåíèé, ðàññìîòðåííûõ â òåîðåìå 3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ïîëíîöèêëîâûå ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå {0, 1}n, êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè
êîòîðûõ îáëàäàþò âñåìè âîçìîæíûìè áèíîìèàëüíûìè ðàçëîæåíèÿìè, óêàçàííûìè
â óñëîâèè òåîðåìû 4� âñåãî 22n−2 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ. Îäíàêî íåîáõîäèìî îòìåòèòü,
÷òî êàæäàÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà, ïîñòðîåííàÿ â ðåçóëüòàòå ðåêóð-
ñèâíûõ ïðîäîëæåíèé èç òåîðåìû 3, îáëàäàåò äâóìÿ òî÷êàìè ñòðîãîãî àáñîëþòíîãî
ìèíèìóìà è ïîòîìó äîïóñêàåò äâà ñïîñîáà çàïèñè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì
èç óñëîâèÿ òåîðåìû 3:

(
a↓
1, . . . , a

↓
2n−1 , a

↓
1, . . . , a

↓
2n−1

)
è
(
a↓
1, . . . , a

↓
2n−1 , a

↓
1, . . . , a

↓
2n−1

)
. Çíà-

÷èò, êàæäàÿ òàêàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ äâóõ
(n − 1)-êðàòíûõ êîìáèíàöèé ðåêóðñèâíûõ ïðîäîëæåíèé, ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî
ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå âîçìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïðèìåíåíèåì
ðåçóëüòàòà òåîðåìû 3, ðàâíî 22n−3.

Â äîïîëíåíèå ê ðåçóëüòàòó ñëåäñòâèÿ 8 çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì òåîðåìû 3 ïîëíîöèêëîâûå ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè ìîæíî ñîïðÿãàòü ïîäñòàíîâêàìè
èç ãðóïïû Äæåâîíñà � ðåçóëüòàòîì òàêîãî äåéñòâèÿ áóäóò ïîëíîöèêëîâûå ïîðîãîâûå
ïîäñòàíîâêè. Ïðè ýòîì èç îïèñàíèÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííîãî â òåîðåìå 4,
ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò îáëàäàåò òî÷íûì äåéñòâèåì, â òî âðåìÿ êàê
èíâåðñèè íå äîáàâëÿþò íè îäíîãî íîâîãî âàðèàíòà (èíâåðñèÿ i-é êîîðäèíàòû ïðèâî-
äèò ê çàìåíå ñëàãàåìîãî bi1

[0] â ðàçëîæåíèè i-é êîîðäèíàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà
ñëàãàåìîå bi1

[0]). Çíà÷èò, n!22n−3 � îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïîëíîöèêëîâûõ ïî-
ðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ñîïðÿæåíèé ýëåìåíòàìè
ãðóïïû Äæåâîíñà ìíîæåñòâà âñåõ ïîëíîöèêëîâûõ ïîðîãîâûõ ïîäñòàíîâîê, ïîñòðîåí-
íûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4. Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, âñÿ
ýòà ¾àðèôìåòèêà¿ íå èìååò íèêàêîãî ñìûñëà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíå-
íèÿ ïîñòðîåííûõ ïîäñòàíîâîê.

Ñëåäñòâèå 9. Ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíîöèêëîâàÿ ïîðîãîâàÿ ïîäñòàíîâêà, ïîñòðîåí-
íàÿ ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ïîñðåäñòâîì (n − 1)-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèé,
ïðåäëîæåííûõ â òåîðåìå 3, â áóëåâîì ïðåäñòàâëåíèè àôèííî ýêâèâàëåíòíà ïîëíîöèê-
ëîâîé ïîäñòàíîâêå, îïðåäåëÿåìîé ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì óïîðÿäî÷åíèåì âåêòîðîâ (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, . . . , un �êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîöèêëîâîé ïîðîãîâîé ïîäñòàíîâêè, ïîñòðîåííîé ðåêóðñèâíûì
îáðàçîì ïîñðåäñòâîì (n− 1)-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíñòðóêöèé, ïðåäëîæåííûõ â òåî-
ðåìå 3. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà ðàâåíñòâ
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u1 = 1[2
n−1] + + a11

[20] + b11
[0],

u2 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + + a21
[20] + b21

[0],
. . .

un−2 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + an−21

[20] + bn−21
[0],

un−1 = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + 1[2

1] + bn−11
[0],

un = 1[2
n−1] + 1[2

n−2] + . . . + 1[2
2] + 1[2

1] + 1[2
0] + bn1

[0]

ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà íàä ïîëåì F2 ñèñòåìå

u′1 = 1[2
n−1] + a11

[20] + b11
[0],

u′2 = 1[2
n−2] + (a1 + a2)1

[20] + (b1 + b2)1
[0],

. . .

u′n−2 = 1[2
2] + (an−3 + an−2)1

[20] + (bn−3 + bn−2)1
[0],

u′n−1 = 1[2
1] + an−21

[20] + (bn−2 + bn−1)1
[0],

u′n = 1[2
0] + (bn−1 + bn)1

[0],

êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé

u′′1 = 1[2
n−1] + (b1 + a1(bn−1 + bn))1

[0],

u′′2 = 1[2
n−2] + (b1 + b2 + (a1 + a2)(bn−1 + bn))1

[0],
. . .

u′′n−2 = 1[2
2] + (bn−3 + bn−2 + (an−3 + bn−2)(bn−1 + bn))1

[0],

u′′n−1 = 1[2
1] + (bn−2 + bn−1 + an−2(bn−1 + bn))1

[0],

u′′n = 1[2
0] + (bn−1 + bn)1

[0].

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî áèíîìèàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü 1[0] ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé 1.

Èòàê, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 9, âñå ïîëíîöèêëîâûå ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè, êîòîðûå
ìîæíî ïîëó÷èòü ðåêóðñèâíûì îáðàçîì ïîñðåäñòâîì (n−1)-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ êîí-
ñòðóêöèé, ïðåäëîæåííûõ â òåîðåìå 3, àôôèííî ýêâèâàëåíòíû ñ÷¼ò÷èêîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (3) è ñîîòâåòñòâåííî òàêæå ¾ïðîâàëüíû¿ ïî ðÿäó âàæíûõ êðèïòîãðàôè÷å-
ñêèõ õàðàêòåðèñòèê (àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòåïåíü, íåëèíåéíîñòü è äð.) [11]. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ óêàçàííûå ïîëíîöèêëîâûå ïîäñòàíîâêè èìååò
ñìûñë èñïîëüçîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ ãåíåðàöèè ïåðâè÷íûõ èëè óïðàâëÿþùèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé, ê êîòîðûì îáÿçàòåëüíî áóäåò ïðèìåíåíî óñëîæíåíèå.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Äåðòîóçîñ Ì. Ïîðîãîâàÿ ëîãèêà. Ì.: Ìèð, 1967.

2. Áóòàêîâ Å.À. Ìåòîäû ñèíòåçà ðåëåéíûõ óñòðîéñòâ èç ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ. Ì.: Ýíåð-
ãèÿ, 1970.

3. Çóåâ Þ.À. Ïîðîãîâûå ôóíêöèè è ïîðîãîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé // Ìàòå-
ìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. Âûï. 5. Ì.: Íàóêà, 1994.

4. Íèêîíîâ Â. Ã., Ñèäîðîâ Å.Ñ. Î ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
ïðè ïîìîùè êâàçèàäàìàðîâûõ ìàòðèö // Ëåñíîé âåñòíèê. 2009. �2. Ñ. 155�158.

5. Íèêîíîâ Â. Ã., Ëèòâèíåíêî Â.Ñ. Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó áèåêòèâíîñòè
îäíîãî êîîðäèíàòíî-ïîðîãîâîãî îòîáðàæåíèÿ // Comp. Nanotechnol. 2015. No. 1. P. 26�31.

6. Íèêîíîâ Â. Ã., Ëèòâèíåíêî Â.Ñ. Î áèåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé, çàäàâàåìûõ êâàçèà-
äàìàðîâûìè ìàòðèöàìè // Comp. Nanotechnol. 2016. No. 1. P. 6�13.



Äâîè÷íûå ïîðîãîâûå ïîäñòàíîâêè 27

7. Íèêîíîâ Â. Ã., Êîíîíîâ Ñ.À. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ êâàçèàäàìàðîâûõ ìàòðèö, çàäàþ-
ùèõ áèåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ // Comp. Nanotechnol. 2022. V. 9. No. 1. P. 32�38.

8. Íèêîíîâ Â. Ã., Çîáîâ À.È. Ïîñòðîåíèå îáðàòèìîãî ïîëíîöèêëîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïî-
ðîãîâîì áàçèñå // Comp. Nanotechnol. 2023. V. 10. No. 2. P. 36�41.

9. Øóðóïîâ À.Í. Êðèòåðèè ôóíêöèîíàëüíîé ðàçäåëèìîñòè êâàäðàòè÷íûõ áóëåâûõ ïîðî-
ãîâûõ ôóíêöèé // Ïðèêëàäíàÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. 2015. �2(28). Ñ. 37�45.

10. Øóðóïîâ À.Í. Íåêîòîðûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íûõ áóëåâûõ ïîðîãîâûõ
ôóíêöèé // Ïðèêëàäíàÿ äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà. Ïðèëîæåíèå. 2015. �8. Ñ. 48�51.

11. Ëîãà÷åâ Î.À., Ñàëüíèêîâ À.À., Ñìûøëÿåâ Ñ.Â., ßùåíêî Â.Â. Áóëåâû ôóíêöèè â òåî-
ðèè êîäèðîâàíèÿ è êðèïòîëîãèè. 2-å èçä. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2012. 584 ñ.

12. Garey M.R. and Johnson D. S. Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-
Completeness. N.Y.: W.H. Freeman and Company, 1979.

13. MacWilliams F. J. and Sloane N. J.A. The Theory of Error-Correcting Codes. Amsterdam:
Elsevier, 1977.

14. Ëèäë Ð., Íèäåðàéòåð Ã. Êîíå÷íûå ïîëÿ. Ò. 1. Ì.: Ìèð, 1988. 430 ñ.

15. Ãëóõîâ Ì.Ì., Åëèçàðîâ Â.Ï., Íå÷àåâ À.À. Àëãåáðà: ó÷åáíèê äëÿ âóçîâ. 5-å èçä.
ÑÏá.: Ëàíü, 2024. 608 ñ.

REFERENCES

1. Dertouzos M. L. Threshold Logic. Cambridge, MIT Press, 1965.

2. Butakov E.A. Metody sinteza releynykh ustroystv iz porogovykh elementov [Methods of
Synthesis of Relay Devices from Threshold Elements]. Moscow, Energiya, 1970. (in Russian)

3. Zuev Yu.A. Porogovye funktsii i porogovye predstavleniya bulevykh funktsiy [Threshold
functions and threshold representations of Boolean functions]. Matematicheskie Voprosy
Kibernetiki, iss. 5. Moscow, Nauka, 1994. (in Russian)

4. Nikonov V.G. and Sidorov E. S. O sposobe postroeniya vzaimno odnoznachnykh otobrazheniy
pri pomoshchi kvaziadamarovykh matrits [On a method for constructing bijective mappings
using quasi-Hadamard matrices]. Lesnoy Vestnik, 2009, no. 2, pp. 155�158. (in Russian)

5. Nikonov V.G. and Litvinenko V. S. Geometricheskiy podkhod k dokazatel'stvu biektivnosti
odnogo koordinatno-porogovogo otobrazheniya [Geometrical approach to the argumentum of
bijection of one coordinate-threshold re�ection]. Comp. Nanotechnol., 2015, no. 1, pp. 26�31.
(in Russian)

6. Nikonov V.G. and Litvinenko V. S. O biektivnosti preobrazovaniy, zadavaemykh
kvaziadamarovymi matritsami [About bijectivity of transformations determined by
quasi-Hadamard matrixes]. Comp. Nanotechnol., 2016, no. 1, pp. 6�13. (in Russian)

7. Nikonov V.G. and Kononov S.A. O nekotorykh svoystvakh kvaziadamarovykh matrits,
zadayushchikh biektivnye preobrazovaniya [About some properties of quasi-hadamard
matrices de�ning bijective transformations]. Comp. Nanotechnol., 2022, vol. 9, no. 1,
pp. 32�38. (in Russian)

8. Nikonov V.G. and Zobov A. I. Postroenie obratimogo polnotsiklovogo preobrazovaniya
v porogovom bazise [Construction of a reversible full-cycle transformation in a threshold
basis]. Comp. Nanotechnol., 2023, vol. 10, no. 2, pp. 36�41. (in Russian)

9. Shurupov A.N. Kriterii funktsional'noy razdelimosti kvadratichnykh bulevykh porogovykh
funktsiy [Functional decomposability criteria for quadratic threshold Boolean functions].
Prikladnaya Diskretnaya Matematika, 2015, no. 2(28), pp. 37�45. (in Russian)

10. Shurupov A.N. Nekotorye strukturnye svoystva kvadratichnykh bulevykh porogovykh
funktsiy [Some structural properties of quadratic Boolean threshold functions]. Prikladnaya
Diskretnaya Matematika. Prilozhenie, 2015, no. 8, pp. 48�51. (in Russian)



28 À.È. Çîáîâ, È. Â. ×åðåäíèê

11. Logachev O.A., Sal'nikov A.A., Smyshlyaev S.V., and Yashchenko V.V. Bulevy funktsii v
teorii kodirovaniya i kriptologii [Boolean Functions in Coding Theory and Cryptology].
Moscow, MCCME Publ., 2012. 584 p. (in Russian)

12. Garey M.R. and Johnson D. S. Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-
Completeness. N.Y., W.H. Freeman and Company, 1979.

13. MacWilliams F. J. and Sloane N. J.A. The Theory of Error-Correcting Codes. Amsterdam,
Elsevier, 1977.

14. Lidl R. and Niederreiter H. Finite Fields, 2nd ed. Cambridge, Cambridge University Press,
1996.

15. Glukhov M.M., Elizarov V. P., and Nechaev A.A. Algebra [Algebra]. Saint Petersburg, Lan
Publ., 2024. 608 p. (in Russian)


