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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïåðå÷èñëåíèè 2-äåðåâüåâ ñ îðèåíòèðîâàííûìè ÿ÷åé-
êàìè ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Ïîä 2-äåðåâîì ìû ïîíèìàåì ïðîñòîé ãðàô,
ïîëó÷åííûé èç K3 ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ñ êîí-
öàìè íåêîòîðîãî ðåáðà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿ÷åéêè 2-äåðåâà îðèåíòèðîâàíû, åñ-
ëè â êàæäîé ÿ÷åéêå (òðåóãîëüíèêå) âåðøèíû íåçàâèñèìî ïåðåíóìåðîâàíû ÷èñ-
ëàìè 1, 2, 3. ß÷åéêè ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàíû, åñëè â êàæäîé ÿ÷åéêå íåçàâèñèìî
îòìå÷åíà îäíà âåðøèíà. Ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ðåäôèëäà � Ïîéà è õàðàêòåðè-
ñòèêè íåïîäîáèÿ äëÿ êîðíåâûõ ñòðóêòóð âû÷èñëåíû ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ
÷èñëà 2-äåðåâüåâ ñ îðèåíòèðîâàííûìè è ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûìè ÿ÷åéêàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: 2-äåðåâüÿ, òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ Ïîéà, ïðîèçâîäÿùèå ôóíê-

öèè.

ENUMERATION OF 2-TREES WITH DIRECTED CELLS
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We consider the problem of enumerating 2-trees with oriented cells up to isomorphism.
A 2-tree is a simple graph obtained from K3 by the iterative addition of vertices
connected to the ends of some edge. The cells of a 2-tree are oriented if in each
cell (triangle) the vertices are independently labeled 1, 2, 3. The cells are partially
oriented if one vertex is independently labeled in each cell. Using the Redfield — Polya
theorem and dissymmetry lemma, we compute generating functions for the number
of 2-trees with oriented and partially oriented cells.
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Ââåäåíèå

Ïåðå÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ñ çàäàííîé íà íèõ ñòðóêòóðîé ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðèêè. Îáû÷íî â çàäà÷àõ
äàííîãî òèïà òðåáóåòñÿ ïðåäúÿâèòü íåêèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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{qn : n = 0, 1, 2, . . . }, ãäå qn �÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ñòðóêòóð, çàäàííûõ íà n-ýëåìåíò-
íîì ìíîæåñòâå. Ñóùåñòâóþò âåñüìà ýôôåêòèâíûå ðåàëèçàöèè ïåðåáîðíûõ àëãîðèò-
ìîâ, ïîçâîëÿþùèõ èñïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ
âñåõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ñòðóêòóð. Íàèáîëåå èçâåñòåí êîìïëåêñ óòèëèò nauty

and Traces, â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé ðàçðàáàòûâàåìûé Á. Ìàêêååì [1].
Êðîìå íåïîñðåäñòâåííîãî ïåðåáîðà âñåõ ñòðóêòóð äëÿ n ýëåìåíòîâ, ñóùåñòâóåò

ðÿä ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ âû÷èñëÿòü qn íàìíîãî áûñòðåå. Íåêîòîðûå çàäà÷è òàêî-
ãî òèïà ðåøàþòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû Á¼ðíñàéäà, îñíîâàííîé íà íåé òåîðåìû Ðåä-
ôèëäà�Ïîéà è ïîäõîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ â 1950�70-å ãîäû Ô. Õàðàðè, Ý. Ïàëìåðîì,
Ð. Ðîáèíñîíîì è äðóãèìè àâòîðàìè. Îáû÷íî ïðè ýòîì âûâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðî-

èçâîäÿùåé ôóíêöèè, φ(x) =
∞∑
k=0

qkx
k, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ óäà¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî

âû÷èñëÿòü å¼ êîýôôèöèåíòû. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ïåðåáîðíûõ àëãîðèòìîâ, îáú¼ì
âû÷èñëåíèé ðàñòåò ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, ÷åì qn.

Êëàññè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î ïåðå÷èñëåíèè íåïîìå÷åííûõ ãðàôîâ íà n âåðøè-
íàõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, íåïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ, 2-äåðåâüåâ. Ñîîòíîøåíèÿ,
ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè â ýòèõ ñëó÷àÿõ, ïðèâåäåíû â ìîíî-
ãðàôèè Ô. Õàðàðè è Ý. Ïàëìåðà [2]. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ äàííûé ïîäõîä áûë
ðàñïðîñòðàíåí íà íåïîìå÷åííûå 2-äåðåâüÿ ñ îðèåíòèðîâàííûìè ð¼áðàìè [3], 2-äåðå-
âüÿ ñ ìíîãîóãîëüíûìè ÿ÷åéêàìè [4], k-äåðåâüÿ [5], îðèåíòèðîâàííûå ãèïåðãðàôû [6],
k-îäíîðîäíûå ãèïåðãðàôû [7].

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûìè ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè Ïîéà áûëè çàäà÷è î ïåðå÷èñëåíèè
õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé [8], êîòîðûå ïðîäîëæàþò èçó÷àòüñÿ è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Õè-
ìè÷åñêèå ñâÿçè â ìîëåêóëå íå ìîãóò îáðàçîâûâàòü ïðîèçâîëüíîå 2-äåðåâî, ïîñêîëüêó
âàëåíòíîñòè àòîìîâ îãðàíè÷åíû. Òåì íå ìåíåå ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå ìåòîäû ïîñëå
àäàïòàöèè ïîä êîíêðåòíóþ çàäà÷ó ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ ñëîæíûõ
ìîëåêóë (íàïðèìåð, ñîåäèíåíèé ôóëëåðåíîâ è íàíîòðóáîê, ãåòåðîôóëëåðåíîâ, äðóãèõ
ïîëèöèêëè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé è èõ èçîòîïíûõ ìîäèôèêàöèé).

Â äàííîé ðàáîòå ðåøàþòñÿ äâå çàäà÷è î ïåðå÷èñëåíèè 2-äåðåâüåâ ñ n îðèåíòè-
ðîâàííûìè ÿ÷åéêàìè, ò. å. 2-äåðåâüåâ, â êîòîðûõ íà êàæäîì òðåóãîëüíèêå (ÿ÷åéêå)
íåçàâèñèìî ââåäåíà îðèåíòàöèÿ îäíîãî èç äâóõ òèïîâ (ðèñ. 1). Â ñðàâíåíèè ñ ïåðå÷èñ-
ëåíèåì íåïîìå÷åííûõ 2-äåðåâüåâ [2] áåç îðèåíòàöèè íåêîòîðûå ôîðìóëû óïðîùàþòñÿ,
íåêîòîðûå� íàîáîðîò, ñòàíîâÿòñÿ ñëîæíåå è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé.
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Ðèñ. 1. 2-Äåðåâî ñ îðèåíòèðîâàííûìè ÿ÷åéêàìè (à) è ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííîå 2-äåðåâî (á )

Ââåä¼ì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 1. Òðåóãîëüíèê K3 è ëþáîé ãðàô, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü èç K3

ïðè ïîìîùè îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ âåðøèíû, ñîåäèí¼ííîé ñ êîíöàìè íåêîòîðîãî ðåáðà,
áóäåì íàçûâàòü 2-äåðåâîì.

Íà êàæäîì øàãå èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ îäíà âåðøèíà, äâà ðåáðà
è îäèí òðåóãîëüíèê. Áóäåì íàçûâàòü òðåóãîëüíèêè ÿ÷åéêàìè.

Îïðåäåëåíèå 2. ß÷åéêà � ýòî òðåóãîëüíèê â 2-äåðåâå.

Ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü 2-äåðåâî êàê 3-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô, â êîòîðîì
êàæäàÿ ÿ÷åéêà ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãèïåðãðàôà. Ôàêòè÷åñêè ïîä îðèåíòàöèåé ÿ÷ååê ìû
ïîíèìàåì îðèåíòàöèþ ð¼áåð ñîîòâåòñòâóþùåãî ãèïåðãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿ÷åéêè 2-äåðåâà îðèåíòèðîâàíû, åñëè
â êàæäîé ÿ÷åéêå âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, 2, 3. Â ÿ÷åéêàõ, èìåþùèõ îáùèå
âåðøèíû, íóìåðàöèÿ âûáèðàåòñÿ íåçàâèñèìî.

Îïðåäåëåíèå 4. ×àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííîå 2-äåðåâî � ýòî 2-äåðåâî, â êîòîðîì
â êàæäîé ÿ÷åéêå âûäåëåíî ïî îäíîé âåðøèíå.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü 2-äåðåâüÿ ñ îðèåíòèðîâàííûìè è ÷àñòè÷íî îðèåíòè-
ðîâàííûìè ÿ÷åéêàìè îðèåíòèðîâàííûìè è ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûìè 2-äåðåâüÿìè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îðèåíòàöèÿ ÿ÷ååê.

Îïðåäåëåíèå 5. Òîðöåâîå ðåáðî 2-äåðåâà � ýòî ðåáðî, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò
òîëüêî îäíîé ÿ÷åéêå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ðåáðî uv (÷àñòè÷íî) îðèåíòèðîâàííîãî 2-äåðåâà G áóäåì íàçû-
âàòü ñèììåòðè÷íûì, åñëè ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì ψ ãðàôà G, äëÿ êîòîðîãî ψ(u) = v,
ψ(v) = u.

Îïðåäåëåíèå 7. Äâà ïîäãðàôà H1, H2 ãðàôà G íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîé àâòîìîðôèçì ψ ãðàôà G, ÷òî ψ(H1) = H2. Ãîâîðÿ ïðî íåïîäîáíûå ïîä-
ãðàôû (â ÷àñòíîñòè, âåðøèíû, ð¼áðà, ÿ÷åéêè), èìååì â âèäó, ÷òî òàêîãî àâòîìîðôèçìà
íå ñóùåñòâóåò.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïîäîáíûå âåðøèíû, ð¼áðà, ÿ÷åéêè. Ïîäîáèå çàäà¼ò
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ãîâîðÿ, ÷òî â ãðàôå åñòü k íåïîäîáíûõ îáúåêòîâ, áóäåì
ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî ìîæíî âûäåëèòü ìàêñèìóì k ïîïàðíî íåïîäîáíûõ îáúåêòîâ òàêîãî
âèäà, ò. å. k� ýòî ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

1. Òåîðåìà Ðåäôèëäà � Ïîéà

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåä¼ì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ðåäôèëäà�Ïîéà, êî-
òîðîãî äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü äàíà ãðóïïà ïîäñòàíîâîê A. Öèêëîâîé èíäåêñ ãðóï-
ïû A� ýòî ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ s1, s2, . . . , sn:

Z(A) = Z(A; s1, . . . , sn) = |A|−1
∑
α∈A

n∑
k=1

s
jk(α)
k ,

ãäå jk(α) îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî öèêëîâ äëèíû k â ïîäñòàíîâêå α.

Íàïðèìåð, äëÿ öèêëîâûõ èíäåêñîâ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

Z(S1) = s1, Z(S2) =
1

2
(s21+s2). Äàëåå Z(Sn) ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé

ôîðìóëû

Z(Sn) = n−1
n∑

k=1

skZ(Sn−k).
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Ñëåäóÿ [2], áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêîå îáîçíà÷åíèå: åñëè f(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-
öèÿ, òî Z(A; f(x))�ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè f(xk) âìåñòî sk â Z(A), k = 1, 2, . . . , n.
Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü Z(A1 − A2; f(x)) âìåñòî Z(A1; f(x))− Z(A2; f(x)).

Ïðèâåä¼ì òàêæå ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ ïðè
ïåðå÷èñëåíèè äåðåâüåâ, 2-äåðåâüåâ è ò. ä., ÷òîáû ó÷èòûâàòü àâòîìîðôèçìû, ïåðåñòàâ-
ëÿþùèå íåñêîëüêî ïîääåðåâüåâ, ïðèñîåäèí¼ííûõ ê êîðíåâîé âåðøèíå èëè êîðíåâîìó
ðåáðó:

Ëåììà 1 [2]. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè f(·) ñïðàâåäëèâî ñîîò-
íîøåíèå

∞∑
n=0

Z(Sn; f(x)) = exp

(
∞∑
k=1

f(xk)

k

)
. (1)

Êàê îáû÷íî, ïîëàãàåì, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ îò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè âû-
÷èñëÿåòñÿ ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè â ðÿä Ìàêëîðåíà, à ðàâåíñòâî ìåæäó ïîëó÷åííûìè ôîð-
ìàëüíûìè ðÿäàìè îçíà÷àåò ðàâåíñòâî âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ [9].

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ òåîðåìû Ðåäôèëäà�Ïîéà è ñôîðìóëèðóåì
åãî äëÿ âåðøèííûõ ðàñêðàñîê ãðàôà. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

� P �êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî öâåòîâ;
� êàæäûé öâåò p ∈ P èìååò íåîòðèöàòåëüíóþ öåëóþ ñòîèìîñòü w(p);
� çàäàíà f(x) = a0 + a1x + a2x

2 + . . .�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà öâåòîâ
ñòîèìîñòè k, òî åñòü ak îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî öâåòîâ ñòîèìîñòè k;

� G�íåêîòîðûé ãðàô íà n âåðøèíàõ;
� A = Aut(G) ⊆ Sn � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ G, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå âåðøèí;
� ñòîèìîñòü ðàñêðàñêè ãðàôà ðàâíà ñóììå ñòîèìîñòåé öâåòîâ âåðøèí;
� bk �÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàñêðàñîê ãðàôà G ñòîèìîñòè k.

Òåîðåìà 1 [2, 8]. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ B(x) äëÿ ÷èñëà ðàñêðàñîê ãðàôà G
ñòîèìîñòè k ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

B(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + . . . = Z(A; f(x)).

Âûäåëèì îñîáûé ñëó÷àé ðàñêðàñêè n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, êîãäà öâåòà äîëæíû
áûòü ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Óòâåðæäåíèå 1 [2]. Ïóñòü C(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ÷èñëà ðàñêðàñîê
âåðøèí ãðàôà Kn ñòîèìîñòè k ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè öâåòàìè ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæå-
íèÿõ, ÷òî è â òåîðåìå 1. Òîãäà

C(x) = Z(An − Sn; f(x)).

Ýôôåêòèâíûì ïðè¼ìîì, êîòîðûé ïîòðåáóåòñÿ â äàëüíåéøåì, ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò
ñòðóêòóð ñ âûäåëåííûì êîðíåì ê ñòðóêòóðàì áåç êîðíÿ, îñíîâàííûé íà íåêîòîðîì ëè-
íåéíîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó ÷èñëîì êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè (íåïîäîáíûõ êîðíåâûõ
ñòðóêòóð) â ãðàôå. Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêîé íåïîäîáèÿ, à ñîîò-
âåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå � ëåììîé î íåïîäîáèè (�dissymmetry lemma�, �dissymmetry
theorem�). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H1, H2, . . . , Hm � ñòðóêòóðû (âåðøèíû, ð¼áðà, ÿ÷åéêè),
êîòîðûå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü â êëàññå ãðàôîâ G. Îáîçíà÷èì #(Hi, G) ÷èñëî íåïî-
äîáíûõ ñòðóêòóð Hi â ãðàôå G. Ïóñòü φi(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ãðàôîâ
ñ âûäåëåííîé êîðíåâîé ñòðóêòóðîé Hi.
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Ëåììà 2 [2]. Åñëè ïðè ôèêñèðîâàííûõ êîýôôèöèåíòàõ α1, . . . , αm äëÿ ëþáîãî
ãðàôà G ∈ G âûïîëíåíî

m∑
i=1

αi ·#(Hi, G) = 1,

òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ φ(x) äëÿ ÷èñëà ãðàôîâ íà n âåðøèíàõ èç G óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

m∑
i=1

αiφi(x) = φ(x).

Äàëåå ýòà òåõíèêà ïðèìåíÿåòñÿ ê 2-äåðåâüÿì ñ îðèåíòèðîâàííûìè ÿ÷åéêàìè.

2. Ñëó÷àé îðèåíòèðîâàííûõ ÿ÷ååê

Äîêàæåì ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ â ñëó÷àå
îðèåíòèðîâàííûõ ÿ÷ååê, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî ïðîùå, ÷åì ñëó÷àé ÷àñòè÷íî
îðèåíòèðîâàííûõ ÿ÷ååê. Ïðè ýòîì ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè
êîðíåâûõ ñòðóêòóð, çàìåòíî óïðîùàþòñÿ â ñðàâíåíèè ñ íåîðèåíòèðîâàííûì ñëó÷àåì,
ïðèâåä¼ííûì â [2].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q�êîëè÷åñòâî íåïîäîáíûõ ð¼áåð â îðèåíòèðîâàííîì 2-äåðå-
âå G; s�êîëè÷åñòâî íåïîäîáíûõ ÿ÷ååê â G. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (õàðàêòåðè-
ñòèêà íåïîäîáèÿ äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ)

q − 2s = 1. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ÿ÷ååê. Â ñëó÷àå îäíîé îðèåí-
òèðîâàííîé ÿ÷åéêè èìååì âåðíîå ðàâåíñòâî 3− 2 = 1.

Ïóñòü äàíî îðèåíòèðîâàííîå 2-äåðåâî G, èìåþùåå k > 1 ÿ÷ååê. Ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ 2-äåðåâà, ñðåäè íèõ íàéä¼òñÿ ¾âèñÿ÷àÿ¿ ÿ÷åéêà uvw, êîòîðàÿ èìååò ñ îñòàëüíûìè
îäíî îáùåå ðåáðî. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ðàâåíñòâî (2) èìååò ìåñòî ïîñëå óäà-
ëåíèÿ uvw. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G′ ãðàô, ïîëó÷åííûé ïîñëå óäàëåíèÿ ýòîé ÿ÷åéêè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ââåä¼ííîé â ÿ÷åéêå îðèåíòàöèè âñå òðè ðåáðà uv, vw, uw ïîïàðíî
íå ïîäîáíû. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

1) Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ÿ÷åéêà íå ïîäîáíà ÿ÷åéêàì G′, òî ïðè å¼ äîáàâëåíèè
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿ÷ååê è íà 2�÷èñëî êëàññîâ ð¼áåð,
òàê êàê îäíî èç ð¼áåð uv, vw, uw ïðèíàäëåæàëî ãðàôó G′.

2) Åñëè uvw ïîäîáíà êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêå G′, òî å¼ ðåáðà ïîäîáíû ñîîòâåòñòâóþùèì
ð¼áðàì ÿ÷ååê èç å¼ êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, è ïðè äîáàâëåíèè uvw ÷èñëî êëàññîâ ð¼áåð
íå óâåëè÷èâàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàâåíñòâî (2) ñîõðàíÿåòñÿ ïîñëå äîáàâëåíèÿ ÿ÷åé-
êè uvw.

Îáîçíà÷èì:

� t△,1(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ ñ çàäàííûì ÷èñëîì
ÿ÷ååê;

� q(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ ñ âûäåëåííûì êîðíå-
âûì ðåáðîì;

� s(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ ñ êîðíåâîé ÿ÷åéêîé.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2, èç ðàâåíñòâà (2) ïîëó÷àåì

q(x)− 2s(x) = t△,1(x).
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Îïðåäåëåíèå 9. Îðèåíòèðîâàííîå 2-äåðåâî G ñ êîðíåâûì ðåáðîì uv áóäåì íà-
çûâàòü ñèììåòðè÷íûì, åñëè ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì G (ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ
ÿ÷ååê), êîòîðûé ïåðåâîäèò u â v, à v â u. Åñëè òàêîãî àâòîìîðôèçìà íå ñóùåñòâóåò,
áóäåì íàçûâàòü G íåñèììåòðè÷íûì.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé îðèåíòèðîâàííûõ
2-äåðåâüåâ ñ ðàçëè÷íûìè êîðíåâûìè ñòðóêòóðàìè:

� N1(x)� åñëè êîðíåì ÿâëÿåòñÿ òîðöåâîå ðåáðî uv è ãðàô íåñèììåòðè÷åí;
� M(x)� åñëè êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåáðî (íå îáÿçàòåëüíî òîðöåâîå) è ãðàô

ñèììåòðè÷åí;
� N(x)� åñëè êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåáðî è ãðàô íåñèììåòðè÷åí.

Îòìåòèì, ÷òî 2-äåðåâî ñ òîðöåâûì ðåáðîì íå ìîæåò áûòü ñèììåòðè÷íûì ñ ó÷¼òîì
îðèåíòàöèè. Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü èõ êîýôôèöèåíòû.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ íåñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ
2-äåðåâüåâ ñ êîðíåì â òîðöåâîì ðåáðå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

N1(x) = 3x(1 +M(x) + 2N(x))2. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì 2-äåðåâî, íà÷èíàÿ ñ îäíîé îðèåíòèðîâàííîé ÿ÷åé-
êè (ìíîæèòåëü x). Â íåé ìîæíî âûäåëèòü êîðåíü (òîðöåâîå ðåáðî) òðåìÿ ñïîñîáàìè
(ìíîæèòåëü 3).

Ê äâóì äðóãèì ð¼áðàì ìîæíî íè÷åãî íå ïðèñîåäèíÿòü (ñëàãàåìîå 1), ìîæíî ïðèñî-
åäèíèòü ñèììåòðè÷íûé ãðàô (ñëàãàåìîåM(x)) èëè íåñèììåòðè÷íûé äâóìÿ ñïîñîáàìè
(ñëàãàåìîå 2N(x)).

Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ÿ÷åéêà ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé, ó÷èòûâàòü ïåðåñòàíîâêè
ïðèñîåäèí¼ííûõ ãðàôîâ íå òðåáóåòñÿ, ò. å. ïîëó÷åííûé ìíîæèòåëü (1+M(x)+2N(x))2

ïåðå÷èñëÿåò âñå ñïîñîáû ïðèñîåäèíåíèÿ ïîäãðàôîâ ê ÿ÷åéêå.

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñèììåòðè÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ
2-äåðåâüåâ ñ êîðíåâûì (íå îáÿçàòåëüíî òîðöåâûì) ðåáðîì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

M(x) =
∞∑
n=1

Z(Sn;N1(x
2)). (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â îðèåíòèðîâàííîì 2-äåðåâå ðåáðî ìîæåò áûòü
ñèììåòðè÷íûì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ê íåìó ïðèñîåäèíåíû ïàðû ¾çåðêàëüíûõ¿
ïîäãðàôîâ, òàê êàê ïðè àâòîìîðôèçìå, ìåíÿþùåì ìåñòàìè êîíöû ðåáðà, îðèåíòèðî-
âàííàÿ ÿ÷åéêà íå ìîæåò ïåðåéòè â ñåáÿ.

Ïóñòü uv� ñèììåòðè÷íîå êîðíåâîå ðåáðî. Áóäåì ïðèñîåäèíÿòü ê íåìó ïàðû îäèíà-
êîâûõ ïîäãðàôîâ, ïåðå÷èñëÿåìûõ ôóíêöèåé N1(x). Ïðè ýòîì ÷èñëî ÿ÷ååê óäâàèâàåòñÿ,
ò. å. ïàðû ¾çåðêàëüíûõ¿ êîïèé ïåðå÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèåé N1(x

2). Òàêèõ ïàð âîçüì¼ì n
äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . . Òàê êàê íå èìååò çíà÷åíèÿ, â êàêîì ïîðÿäêå èõ ïðèñîåäèíÿòü,
òî ñëåäóåò ó÷åñòü äåéñòâèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.

Îòìåòèì, ÷òî ñóììèðîâàíèå çäåñü âåä¼òñÿ ñ n = 1, ïîñêîëüêó K2 áåç ïðèñîåäèí¼í-
íûõ ïîäãðàôîâ ïî îïðåäåëåíèþ íå ÿâëÿåòñÿ 2-äåðåâîì.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ ñ íåñèì-
ìåòðè÷íûì êîðíåâûì (íå îáÿçàòåëüíî òîðöåâûì) ðåáðîì ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óðàâ-
íåíèÿ

M(x) + 2N(x) =
∞∑
n=1

Z(Sn; 2N1(x)). (5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàâíû, òàê êàê îáå îïèñû-
âàþò îðèåíòèðîâàííûå 2-äåðåâüÿ ñ êîðíåâûì ðåáðîì uv è ïîìå÷åííûìè íåçàâèñèìî

îò îðèåíòàöèè ÿ÷ååê âåðøèíàìè u è v. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì ðàçëè÷íûìè íåñèììåò-
ðè÷íûå èçîìîðôíûå ãðàôû G1, G2, äëÿ êîòîðûõ èçîìîðôèçì ïåðåâîäèò u â v′, à v
â u′, ïðè÷¼ì uv�êîðíåâîå ðåáðî â G1, u

′v′ �êîðíåâîå ðåáðî â G2. Â îïðåäåëåíèè N(x)
è N1(x) âûøå ìû ñ÷èòàëè òàêèå ãðàôû îäèíàêîâûìè.

Â ñàìîì äåëå, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, áóäåì äåéñòâîâàòü àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû (4), íî ïðèñîåäèíÿòü íàäî íå äâå ¾çåðêàëüíûå¿ êîïèè
ïîäãðàôà, à îäèí íåñèììåòðè÷íûé ïîäãðàô îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ.

×òîáû ïîëó÷èòü ëåâóþ ÷àñòü, âûäåëèì èç ïðèñîåäèí¼ííûõ íåñèììåòðè÷íûõ ïîä-
ãðàôîâ ¾çåðêàëüíûå¿ ïàðû (åñëè îíè åñòü) è ñîñòàâèì èç íèõ ìàêñèìàëüíûé ïîä-
ãðàô ñ òåì æå êîðíåâûì ðåáðîì (íî ñèììåòðè÷íûì). Òàêèå ïîäãðàôû ïåðå÷èñëÿþòñÿ
ôóíêöèåéM(x). Îñòàëüíûå ïðèñîåäèí¼ííûå ïîäãðàôû îáðàçóþò ïîäãðàô ñ íåñèììåò-
ðè÷íûì êîðíåâûì ðåáðîì è ïåðå÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèåé 2N(x), ïîñêîëüêó ìû ïîëàãàåì,
÷òî âåðøèíû u, v ïîìå÷åíû. Äëÿ êàæäîãî ãðàôà, ïîëó÷åííîãî ïðèñîåäèíåíèåì ê uv
íåñêîëüêèõ ïîäãðàôîâ, ýòî ðàçëîæåíèå íà ñèììåòðè÷íóþ è íåñèììåòðè÷íóþ ñîñòàâ-
ëÿþùèå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1) ïðåîáðàçóåì ôîðìóëû (4), (5) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 +M(x) = exp

(
∞∑
n=1

N1(x
2n)

n

)
; (6)

1 +M(x) + 2N(x) = exp

(
∞∑
n=1

2N1(x
n)

n

)
. (7)

Òåïåðü ïðè ïîìîùè ôîðìóë (3), (6), (7) íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ M1(x), N1(x),
M(x), N(x). Ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëèì âðó÷íóþ. Äàëåå, çà ñ÷¼ò äîìíîæåíèÿ
íà x â ôîðìóëå N1(x), çíàÿ ñâîáîäíûé êîýôôèöèåíò ó M(x) è N(x), ìîæíî íàéòè
êîýôôèöèåíò ïðè x â N1(x), çàòåì êîýôôèöèåíò ïðè x â M(x) è N(x), çàòåì êîýôôè-
öèåíò ïðè x2 â N1(x) è ò. ä. Ïîñëå íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì

N1(x) = 3x+ 36x2 + 666x3 + 14268x4 + 3336231x5 + . . . ,

M(x) = 3x2 + 42x4 + 784x6 + 17163x8 + 409386x10 . . . ,

N(x) = 3x+ 45x2 + 910x3 + 20376x4 + 493803x5 + . . .

Íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ ñ êîðíåâûì ðåáðîì:

q(x) =M(x) +N(x) = 3x+ 48x2 + 910x3 + 20418x4 + 493803x5 + . . .

Óòâåðæäåíèå 5. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ
ñ êîðíåâîé ÿ÷åéêîé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

s(x) = x(1 +M(x) + 2N(x))3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì îðèåíòèðîâàííóþ êîðíåâóþ ÿ÷åéêó (ìíîæèòåëü x)
è ê òð¼ì å¼ ð¼áðàì ïðèñîåäèíèì ïîäãðàôû, ïåðå÷èñëÿåìûå ìíîæèòåëåì 1 +M(x) +
+2N(x). Ïîñêîëüêó êîðíåâàÿ ÿ÷åéêà îðèåíòèðîâàíà, ó÷èòûâàòü ïåðåñòàíîâêè ïîäãðà-
ôîâ íå òðåáóåòñÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûøå ðÿäû, ïîëó÷àåì

s(x) = x+ 18x2 + 387x3 + 9024x4 + 223893x5 + . . .
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Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2) ìîæíî íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ îðèåí-
òèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ:

t△,1(x) = q(x)− 2s(x) = x+ 12x2 + 136x3 + 2370x4 + 46017x5 + . . .

Âû÷èñëåíèå äàííûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ðåàëèçîâàíî â python. Êîä ðàçìåù¼í íà
Github [10].

3. Ñëó÷àé ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ ÿ÷ååê

Âûâîä ñîîòíîøåíèé äëÿ ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ âî ìíîãîì ïîâòî-
ðÿåò ïðåäûäóùèé ñëó÷àé, ïîýòîìó ÷àñòü ïîÿñíåíèé îïóùåíà.

Íà÷íåì ñ õàðàêòåðèñòèêè íåïîäîáèÿ.

Òåîðåìà 3. Åñëè äëÿ îäíîãî ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííîãî 2-äåðåâà q�êîëè÷åñòâî
íåïîäîáíûõ ðåáåð, s0 �êîëè÷åñòâî íåïîäîáíûõ ÿ÷ååê, ó êîòîðûõ âñå òðè ðåáðà íåïî-
äîáíû, s1 �êîëè÷åñòâî íåïîäîáíûõ ÿ÷ååê, ó êîòîðûõ äâà ðåáðà ïîäîáíû äðóã äðóãó,
òî

q − 2s0 − s1 = 1. (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ÿ÷ååê k, íà÷èíàÿ ñ îäíîé ÷à-
ñòè÷íî îðèåíòèðîâàííîé ÿ÷åéêè. Ïðè k = 1 èìååì s0 = 0, s1 = 1, è ðàâåíñòâî (8)
âåðíî.

Â 2-äåðåâå G ñ k + 1 ÿ÷åéêîé íàéä¼òñÿ ¾âèñÿ÷àÿ¿ ÿ÷åéêà uvw, ïðèñîåäèí¼ííàÿ ïî
ðåáðó vw. Ïóñòü äëÿ ãðàôà G′ = G \ u, â êîòîðîì ýòà ÿ÷åéêà óäàëåíà, ôîðìóëà (8)
âûïîëíåíà. Äîêàæåì, ÷òî îíà âûïîëíåíà è äëÿ G.

Åñëè ÿ÷åéêà uvw ïîäîáíà êàêîé-ëèáî ÿ÷åéêå G′, òî âñå å¼ ð¼áðà ïðèíàäëåæàò êëàñ-
ñàì ýêâèâàëåíòíîñòè èç G′, à çíà÷èò, ïðè äîáàâëåíèè ýòîé ÿ÷åéêè ÷èñëà q, s0, s1 íå
èçìåíÿþòñÿ.

Åñëè íîâàÿ ÿ÷åéêà íå ïîäîáíà ÿ÷åéêàì G′, òî âîçíèêàåò åù¼ äâà ñëó÷àÿ:
1) ×àñòè÷íàÿ îðèåíòàöèÿ uvw âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòìå÷åíà îäíà èç âåð-

øèí v, w. Òîãäà ð¼áðà uv, vw, uw íåïîäîáíû äðóã äðóãó, à çíà÷èò, q óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 2, s0 íà 1, s1 íå èçìåíÿåòñÿ.

2) Îòìå÷åíà âåðøèíà u, ð¼áðà uv, uw ïîäîáíû. Òîãäà q óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, s0 íå
èçìåíÿåòñÿ, s1 óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà (8) ñïðàâåäëèâà äëÿ G.

Ïåðå÷èñëèì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé êîðíåâûõ ñòðóêòóð íà ÷à-
ñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüÿõ:

� s0(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ÿ÷åéêà ñ ïîïàðíî íåïîäîáíûìè ð¼áðàìè;
� s1(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ÿ÷åéêà ñ äâóìÿ ïîäîáíûìè ð¼áðàìè;
� q(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåáðî;
� N1(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ òîðöåâîå ðåáðî, ãðàô íåñèììåòðè÷åí;
� M1(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ òîðöåâîå ðåáðî, ãðàô ñèììåòðè÷åí;
� N(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåáðî, ãðàô íåñèììåòðè÷åí;
� M(x)�êîðíåì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåáðî, ãðàô ñèììåòðè÷åí.

Ïóñòü t△,2(x)�ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 2, èç (8) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé:

q(x)− 2s0(x)− s1(x) = t△,2(x). (9)

Íàéä¼ì ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ êîðíåâûõ
ñòðóêòóð.
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Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ ñëó÷àÿ òîðöåâîãî ðåáðà è ñèììåòðè÷íîãî ãðàôà èìååì

M1(x) = x(1 +M(x2) + 2N(x2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ãðàô, íà÷èíàÿ ñ îäíîé ÿ÷åéêè ñ îòìå÷åííîé âåð-
øèíîé, ñîäåðæàùåé êîðíåâîå ðåáðî (ìíîæèòåëü x).

Êîðíåì îáÿçàíî áûòü ðåáðî íàïðîòèâ îòìå÷åííîé âåðøèíû, òàê êàê ãðàô ñèì-
ìåòðè÷åí. Ê äðóãèì äâóì ð¼áðàì èñõîäíîé ÿ÷åéêè ìîæíî íè÷åãî íå ïðèñîåäèíÿòü
(ñëàãàåìîå 1), ïðèñîåäèíèòü äâà îäèíàêîâûõ ñèììåòðè÷íûõ ãðàôà (ñëàãàåìîå M(x2))
èëè ïðèñîåäèíèòü äâà îäèíàêîâûõ íåñèììåòðè÷íûõ ãðàôà îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ
(ñëàãàåìîå 2N(x2)).

Óòâåðæäåíèå 7. Äëÿ ñëó÷àÿ òîðöåâîãî ðåáðà è íåñèììåòðè÷íîãî ãðàôà èìååì

N1(x) = 3xZ (A2 − S2, 1 +M(x) + 2N(x)) + x(1 +M(x2) + 2N(x2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ÿ÷åéêó ñ âûäåëåííûì òîðöåâûì ðåáðîì uv áåç êàêîé-
ëèáî îðèåíòàöèè (ìíîæèòåëü x). Îòäåëüíî ðàçáåð¼ì äâà ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåð-
âîìó è âòîðîìó ñëàãàåìîìó. Â ïåðâîì ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íîñòü îáåñïå÷èâàþò ïðèñî-
åäèí¼ííûå ãðàôû, âî âòîðîì� îðèåíòàöèÿ èñõîäíîé ÿ÷åéêè:

1) Ê äðóãèì äâóì ð¼áðàì ïðèñîåäèíèì ðàçëè÷íûå ïîäãðàôû, ïåðå÷èñëÿåìûå ôóíê-
öèåé 1 +M(x) + 2N(x). Ïîäñòàíîâêà â öèêëîâîé èíäåêñ Z(A2 − S2) = (s21 − s2)/2 ïîç-
âîëÿåò ïåðå÷èñëèòü òîëüêî òå ñëó÷àè, êîãäà ïðèñîåäèí¼ííûå ãðàôû ðàçëè÷íû. Çàòåì
ìû òðåìÿ ñïîñîáàìè ìîæåì âûäåëèòü âåðøèíó â èñõîäíîé ÿ÷åéêå (ìíîæèòåëü 3).

2) Ìíîæèòåëü 1+M(x2)+2N(x2) îçíà÷àåò, ÷òî ê ÿ÷åéêå ïðèñîåäèíåíû äâà îäèíà-
êîâûõ ïîäãðàôà. Â ýòîì ñëó÷àå îðèåíòàöèÿ ÿ÷åéêè, íàðóøàþùàÿ ñèììåòðèþ, åäèí-
ñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî àâòîìîðôèçìà.

Óòâåðæäåíèå 8. Â ñëó÷àÿõ ïðîèçâîëüíîãî (íå îáÿçàòåëüíîãî òîðöåâîãî) ñèì-
ìåòðè÷íîãî èëè íåñèììåòðè÷íîãî êîðíåâîãî ðåáðà ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

M(x) =
∞∑
n=1

Z(Sn;M1(x) +N1(x
2)); (10)

M(x) + 2N(x) =
∞∑
n=1

Z(Sn;M1(x) + 2N1(x)). (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðÿäû äëÿ M(x) è M(x) + 2N(x) ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íî ôîð-
ìóëàì (4) è (5). Îòëè÷èå òîëüêî â òîì, ÷òî â ñëó÷àå ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ
2-äåðåâüåâ ñóùåñòâóþò ñèììåòðè÷íûå ïîäãðàôû ñ êîðíåì â òîðöåâîì ðåáðå, ïîýòî-
ìó â ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïîäñòàâëÿåòñÿ â öèêëîâîé èíäåêñ, åñòü ñëàãàåìîå M1(x).

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëû (10) è (11) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1):

1 +M(x) = exp

(
∞∑
n=1

M1(x
n) +N1(x

2n)

n

)
;

1 +M(x) + 2N(x) = exp

(
∞∑
n=1

M1(x
n) + 2N1(x

n)

n

)
.

Òàê êàê ðÿäû äëÿ M1(x) è N1(x) ñîäåðæàò äîìíîæåíèå íà x, à ðÿäû M(x) è
M(x)+2N(x)�íåò, òî ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè âñå èõ êîýôôèöèåíòû. Çàòåì
âû÷èñëèì ðÿä q(x) =M(x) +N(x):

N1(x) = x+ 9x2 + 84x3 + 921x4 + 10914x5 + . . . ,
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M1(x) = x+ 3x3 + 24x5 + 235x7 + 2649x9 . . . ,

N(x) = x+ 11x2 + 115x3 + 1317x4 + 16077x5 + . . . ,

M(x) = x+ 2x2 + 5x3 + 15x4 + 42x5 + . . . ,

q(x) = 2x+ 13x2 + 120x3 + 1332x4 + 16119x5 + . . .

Ïåðåéä¼ì ê ïðîèçâîäÿùèì ôóíêöèÿì äëÿ ãðàôîâ ñ êîðíåâûìè ÿ÷åéêàìè.

Óòâåðæäåíèå 9. Â ñëó÷àå êîðíåâîé ÿ÷åéêè ñ äâóìÿ ïîäîáíûìè ð¼áðàìè ïðîèç-
âîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä s1(x) =M1(x)(1 +M(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ãðàôû, ïåðå÷èñëÿåìûå M1(x), è îáúÿâèì, ÷òî ÿ÷åé-
êà, êîòîðàÿ ðàíüøå ñîäåðæàëà êîðíåâîå ðåáðî uv, òåïåðü ÿâëÿåòñÿ êîðíåâîé. Ê ðåáðó
uv ìîæíî íè÷åãî íå ïðèñîåäèíÿòü (ñëàãàåìîå 1) èëè ïðèñîåäèíèòü ñèììåòðè÷íûé ãðàô
(ñëàãàåìîå M(x)).

Óòâåðæäåíèå 10. Â ñëó÷àå êîðíåâîé ÿ÷åéêè ñ òðåìÿ íåïîäîáíûìè ðåáðàìè èìå-
åò ìåñòî ðàâåíñòâî

s0(x)=xZ(A2−S2; 1+M(x)+ 2N(x))(1+M(x)+ 2N(x))+xN(x)(1+M(x2)+ 2N(x2)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà êîðíåâàÿ ÿ÷åéêà uvw ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé u
(ìíîæèòåëü x). Íåïîäîáèå ð¼áåð uv, uw ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî ëèáî òåì, ÷òî ê íèì
ïðèñîåäèíåíû ðàçëè÷íûå ïîäãðàôû, ëèáî òåì, ÷òî ê ðåáðó vw ïðèñîåäèí¼í íåñèììåò-
ðè÷íûé ïîäãðàô. Óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ âîçíèêíóò èìåííî òàêèå ñëàãàå-
ìûå, êàê â ïðèâåä¼ííîé ôîðìóëå:

1) Ê ð¼áðàì uv, uw ïðèñîåäèíèì ðàçëè÷íûå ãðàôû, ïåðå÷èñëÿåìûå 1 + M(x) +
+2N(x). Ïîäñòàíîâêà â öèêëîâîé èíäåêñ Z(A2−S2) îáåñïå÷èâàåò, ÷òî ïðèñîåäèíÿåìûå
ãðàôû ðàçëè÷íû. Ê ðåáðó vw ïðèñîåäèíèì ïðîèçâîëüíûé ãðàô ñ êîðíåâûì ðåáðîì
(âîçìîæíî, ïóñòîé). Ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü ðàâåí 1 +M(x) + 2N(x).

2) Ê ðåáðó vw ïðèñîåäèí¼í íåñèììåòðè÷íûé ïîäãðàô (ìíîæèòåëü N(x)), ê ð¼á-
ðàì uv, uw ïðèñîåäèíåíû îäèíàêîâûå ïîäãðàôû (ìíîæèòåëü 1 +M(x2) + 2N(x2)).

Âû÷èñëèì s0 è s1:

s0(x) = 4x2 + 47x3 + 578x4 + 7254x5 + . . . ,

s1(x) = x+ x2 + 5x3 + 8x4 + 45x5 + . . .

Ïîäñòàâèâ èõ â ôîðìóëó (9), íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷àñòè÷íî îðèåíòè-
ðîâàííûõ 2-äåðåâüåâ:

t△,2(x) = q(x)− 2s0(x)− s1(x) = x+ 4x2 + 21x3 + 168x4 + 1566x5 + . . .

Êîä, âû÷èñëÿþùèé äàííûå êîýôôèöèåíòû, òàêæå ðàçìåù¼í íà Github [10].

Çàêëþ÷åíèå

Ïðèâåä¼ííûå ôîðìóëû è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîãóò áûòü àäàïòèðîâàíû
ê äðóãèì çàäà÷àì î k-äåðåâüÿõ è ãèïåðãðàôàõ, íî ïðè ýòîì ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ áîëåå
èçîùð¼ííûå êîìáèíàòîðíûå ðàññóæäåíèÿ.

Óêàæåì êëàññû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ íà äàííûé ìîìåíò íå íàéäåíû ìåòîäû ïåðå-
÷èñëåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, îñíîâàííûå íà òåîðèè Ïîéà: ãðàôû, ñâîáîäíûå
îò çàäàííîãî ïîäãðàôà, â ÷àñòíîñòè ãðàôû áåç òðåóãîëüíèêîâ; (p, q)-ðàçðåæåííûå ãðà-
ôû íà n âåðøèíàõ (ò. å. ãðàôû, â êîòîðûõ èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô íà m âåðøèíàõ
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ñîäåðæèò íå áîëåå pm − q ð¼áåð); ÷àñòè÷íî îðèåíòèðîâàííûå k-îäíîðîäíûå ãèïåð-
ãðàôû.

Åñëè íåêîòîðàÿ çàäà÷à î ïåðå÷èñëåíèè èçâåñòíîãî êëàññà ãðàôîâ (íàïðèìåð, ãðà-
ôîâ áåç òðåóãîëüíèêîâ) â äåéñòâèòåëüíîñòè íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè ìåòîäà
èòåðàòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, òî äîêàçàòåëüñòâî íåðàçðåøèìî-
ñòè, âåðîÿòíî, òàêæå ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ, íî ýòîò âîïðîñ íàõîäèòñÿ
äàëåêî çà ðàìêàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû.
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