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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îïòèìèçàöèåé ýêî-
íîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâàíèÿ êâîò íà âûáðîñû. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè
ó÷èòûâàåòñÿ àêòóàëüíàÿ ðîññèéñêàÿ ïðàêòèêà îáðàùåíèÿ ñ óãëåðîäíûìè åäèíèöà-
ìè. Ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ïðî-
åêòà, ïðè ðåàëèçàöèè êîòîðîãî èñïîëüçóþòñÿ óãëåðîäíûå êâîòû. Êðèòåðèåì îï-
òèìàëüíîñòè âûñòóïàåò ðàçíèöà ìåæäó äîõîäàìè è ðàñõîäàìè, îáóñëîâëåííûìè
îïåðàöèÿìè ñ óãëåðîäíûìè åäèíèöàìè. Îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷è âûñòóïàþò îðãà-
íèçàöèîííûå è òåõíîëîãè÷åñêèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàáîòàìè, à òàêæå ïðåäåëü-
íûé ñðîê çàâåðøåíèÿ ïðîåêòà. Âñå ïàðàìåòðû ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðî-
âàííûìè. Côîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî çàäà÷à êàëåíäàðíîãî
ïëàíèðîâàíèÿ ñ êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâà-
íèÿ êâîò íà âûáðîñû ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â ñëó÷àå ðàáîò
åäèíè÷íîé äëèòåëüíîñòè. Âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïðîåêòíûìè ðàáîòàìè ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Ýòî ïîçâîëÿåò â ïðîöåññå äîêà-
çàòåëüñòâà èñïîëüçîâàòü ñâåäåíèå ê äàííîé çàäà÷å çàäà÷è î êëèêå, NP-òðóäíîñòü
êîòîðîé èçâåñòíà. Ðàññìîòðåíû òàêæå îñîáûå ñëó÷àè ñîîòíîøåíèé ìåæäó öåíà-
ìè êâîò è øòðàôàìè. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà è
ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå öåí è øòðàôîâ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè çàäà÷à êàëåíäàð-
íîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îïòèìèçàöèåé ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâàíèÿ
êâîò íà âûáðîñû ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê èçâåñòíîìó âàðèàíòó çàäà÷è êàëåíäàðíî-
ãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè è êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV.
Äëÿ ðåøåíèÿ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ èñïîëüçîâàíà ìîäèôèêàöèÿ ðàçðàáîòàííîé ðà-
íåå ïðîãðàììû äëÿ IBM ILOG CPLEX.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåê-

òîâ, óãëåðîäíûå êâîòû, çàäà÷à î êëèêå, NP-òðóäíîñòü.
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COMPLEXITY OF THE SCHEDULING PROBLEM WITH
THE CRITERION OF OPTIMISATION OF ECONOMIC EFFECT

FROM THE USE OF EMISSION QUOTAS

A.M. Bulavchuk

Siberian Federal University, Krasnoyarsk, Russia

We consider a scheduling model that optimizes the economic impact of using emis-
sion quotas. When constructing the model, the current Russian practice of handling
carbon units is taken into account. The model involves searching for the optimal
schedule of an investment project, the implementation of which uses carbon quotas.
The optimality criterion is the difference between income and expenses resulting from
transactions with carbon units. The problem constraints include the organizational
and technological dependencies between activities, as well as the project deadline. All
model parameters are deterministic. We prove that the scheduling problem with the
objective of optimizing the economic impact of emission quotas is strongly NP-hard,
even when all tasks have the same duration. We show that the relationships between
project activities can be represented in the form of an undirected graph. This allowed
us to use a reduction of the clique problem, whose NP-hardness is known, to this prob-
lem during the proof process. Special cases of relationships between quota prices and
fines are also considered. It was proved that, assuming constant prices and fines over
time, the problem of scheduling to optimize the economic effect of emission quotas
can be reduced to the well-known scheduling problem with unlimited resources and
the NPV maximization criterion. To solve numerical examples, a modification of the
previously developed algorithm for IBM ILOG CPLEX was used.

Keywords: project scheduling problem, carbon quotas, clique problem, NP-hardness.

Ââåäåíèå

Ñîêðàùåíèå âûáðîñîâ ïàðíèêîâûõ ãàçîâ � âàæíàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à, îäèí èç
ïóòåé ðåøåíèÿ êîòîðîé� ââåäåíèå ïðàêòèêè îáîðîòà óãëåðîäíûõ åäèíèö. Ïðàâèòåëü-
ñòâîì Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ïîñëåäíèå ãîäû ïðåäïðèíÿòû âàæíûå øàãè â ýòîì
íàïðàâëåíèè, ïåðâûì èç êîòîðûõ ñòàëî ïðèíÿòèå Ôåäåðàëüíîãî çàêîíà �296-ÔÇ
¾Îá îãðàíè÷åíèè âûáðîñîâ ïàðíèêîâûõ ãàçîâ¿ [1]. Äàííûé äîêóìåíò çàêðåïèë êëþ÷å-
âûå ïîêàçàòåëè îáðàùåíèÿ ñ óãëåðîäíûìè åäèíèöàìè è ñîçäàë îñíîâó äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ îïåðàöèé ñ êâîòàìè. Íà÷àòûé â 2022 ã. íà òåððèòîðèè Ñàõàëèíñêîé îáëàñòè ýêñ-
ïåðèìåíò äîëæåí ñòàòü îñíîâîé äëÿ ðàñøèðåíèÿ ïðàêòèêè îáðàùåíèÿ ñ óãëåðîäíûìè
åäèíèöàìè [2]. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëèðîâàíèå îáðàùåíèÿ ñ óãëåðîäíûìè åäèíèöàìè
ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì â ñôåðå êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöè-
îííûõ ïðîåêòîâ.

Â ðàáîòå [3] ñôîðìóëèðîâàíà ìîäåëü çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòè-
öèîííûõ ïðîåêòîâ ñ êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâà-
íèÿ êâîò íà âûáðîñû. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íîâîé â ðÿäó çàäà÷ êàëåíäàðíîãî ïëà-
íèðîâàíèÿ ñ ýêîíîìè÷åñêèìè êðèòåðèÿìè îïòèìàëüíîñòè. Ïðåäøåñòâóþùèå èññëåäî-
âàíèÿ àêöåíòèðîâàëè âíèìàíèå íà îïòèìèçàöèè ñðîêîâ ðåàëèçàöèè ïðîåêòîâ è ÷èñòîé
ïðèâåä¼ííîé ñòîèìîñòè. Íàïðèìåð, â [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëà-
íèðîâàíèÿ ñî ñêëàäèðóåìûìè ðåñóðñàìè è äèðåêòèâíûìè ñðîêàìè. Àâòîðû ïðèõîäÿò
ê âûâîäó î ñóùåñòâîâàíèè âàðèàíòà ýòîé çàäà÷è, êîòîðûé ðàçðåøèì çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ.
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Â ðàáîòå [5] òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñî ñêëàäèðóåìûìè ðåñóðñàìè, íî ñ êðè-
òåðèåì ÷èñòîé ïðèâåä¼ííîé ñòîèìîñòè. Àâòîðû äîêàçûâàþò, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåò-
ñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå ïðè ðàáîòàõ åäèíè÷íîé äëèòåëüíîñòè. Äðóãîé
âàðèàíò ñõîæåé çàäà÷è, ïðåäïîëàãàþùèé èñïîëüçîâàíèå êðåäèòîâ, ðàññìîòðåí â [6].
Ïîêàçàíà NP-òðóäíîñòü çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçìåð èñ-
ïîëüçóåìîãî êðåäèòà íå îãðàíè÷åí. Ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè çàäà÷è êàëåíäàð-
íîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòüþ ïîòðåáëåíèÿ è ïîñòóïëåíèÿ ðåñóðñîâ
íåñêëàäèðóåìîãî òèïà ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàáîòå [7], ãäå äîêàçàíî, ÷òî åñëè øèðèíà
çàäàííîãî íà ìíîæåñòâå ðàáîò ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, òî çàäà÷à
ïñåâäîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, ÿâëÿÿñü ïðè ýòîì NP-òðóäíîé.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïîäîáíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ
âàæíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à êàëåí-
äàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ïðîåêòà ñ êâîòàìè íà îáú¼ìû âûáðîñîâ óãëå-
êèñëîãî ãàçà òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà-
÷å êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ ñ êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè
÷èñòîé ïðèâåä¼ííîé ñòîèìîñòè (NPV).

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì èíâåñòèöèîííûé ïðîåêò, â õîäå êîòîðîãî òðåáóåòñÿ âûïîëíèòüN ðàáîò.
Êàæäàÿ ðàáîòà õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ â öåëûõ ïåðèîäàõ dj, j ∈ {1, 2, . . . , N}.
Òåõíîëîãè÷åñêèå è îðãàíèçàöèîííûå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàáîòàìè ìîæíî çàäàòü â âè-
äå óñëîâèé ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà E. Áóäåì íàçûâàòü ðàñïèñàíèåì ïðîåêòà âåêòîð
S = (s1, s2, . . . , sN), êîìïîíåíòû êîòîðîãî sj îïðåäåëÿþò ìîìåíòû íà÷àëà ðàáîòû
j ∈ {1, 2, . . . , N}. Äëÿ êàæäîé ïàðû ðàáîò (i, j) ∈ E äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
si + di ⩽ sj. Åñëè ñðîê ðåàëèçàöèè ïðîåêòà ñîñòàâëÿåò T ïåðèîäîâ, òî 0 ⩽ sj ⩽ T − dj.

Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû j â ïåðèîä å¼ ðåàëèçàöèè τ ∈ {1, . . . , dj} âûáðàñû-
âàþòñÿ ïàðíèêîâûå ãàçû â îáú¼ìå gj(τ). Áóäåì ñ÷èòàòü ýòè ïàðàìåòðû äåòåðìèíèðî-
âàííûìè, õîòÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî è íå÷¼òêîãî
ñëó÷àåâ [3].

Ðåñóðñàìè ïðîåêòà âûñòóïàþò êâîòû íà âûáðîñû q(t), âûäåëÿåìûå â ïåðèîä t ∈
∈ {1, 2, . . . , T}. Åäèíèöåé âûïîëíåíèÿ êâîòû e(t) áóäåì íàçûâàòü ðàçíèöó ìåæäó êâî-
òîé è ñóììàðíûìè âûáðîñàìè îò âñåõ ðàáîò, ðåàëèçóåìûõ â ïåðèîä t. Ôîðìóëà ðàñ÷¼òà
åäèíèöû âûïîëíåíèÿ êâîòû èìååò âèä

e(t) = q(t)−
∑

j∈V (t)

gj(t− sj),

ãäå V (t)�ìíîæåñòâî ðàáîò, âûïîëíÿåìûõ â èíòåðâàëå [t − 1, t). Åñëè â êàêîé-ëèáî
ìîìåíò âðåìåíè e(t) < 0, òî â êîíöå ïåðèîäà t âíîñèòñÿ ïëàòà çà ïðåâûøåíèå êâî-
òû h(t). Ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå e(t) ñîîòâåòñòâóåò íåèçðàñõîäîâàííîé ÷àñòè êâîòû.
Íåèçðàñõîäîâàííûå åäèíèöû âûïîëíåíèÿ êâîòû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ïî öåíå p(t).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ïðîåêòà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êâîò íà âûáðîñû çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ðàñïèñàíèÿ S, ìàêñèìèçè-
ðóþùåãî ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò R(S) îò îïåðàöèé ñ åäèíèöàìè âûïîëíåíèÿ êâîòû.
Îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷è âûñòóïàþò óñëîâèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ðàáîò è
ïðåäåëüíûé ñðîê ðåàëèçàöèè ïðîåêòà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è èìååò âèä

R(S) =
∑
t∈t+

e(t)p(t)

(1 + r0)t
+
∑
t∈t−

e(t)h(t)

(1 + r0)t
→ max

S
; (1)
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si + di ⩽ sj, (i, j) ∈ E; (2)

0 ⩽ sj ⩽ T − dj, j ∈ {1, 2, . . . , N}, (3)

ãäå r0 � ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ äëÿ îäíîãî ïåðèîäà; t+ �ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè, â êîòîðûå e(t) ⩾ 0; t− �ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûå e(t) < 0.

2. Ñëîæíîñòü çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïðîåêò, ñîñòîÿùèé èç ðàáîò åäèíè÷íîé äëèòåëüíîñòè, ñâÿçàííûõ óñëî-
âèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà E. Ïóñòü öåíà ïðîäàæè åäèíèöû êâîòû â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè ðàâíà p, à øòðàô çà ïðåâûøåíèå êâîòû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâåí

h > p(1 + r0)
2. (4)

Âåëè÷èíó âûáðîñîâ äëÿ êàæäîé ðàáîòû ïðèìåì ðàâíîé 1. Äëÿ èçâåñòíûõ êâîò q(t) òðå-
áóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ðàñïèñàíèå ñî çíà÷åíèåì ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà
íå ìåíåå íåêîòîðîé âåëè÷èíû R∗.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèâåäåííîé â [8] èäååé ñâåäåíèÿ ê äàííîé çàäà÷å çàäà÷è î êëèêå.

Çàäà÷à î êëèêå

Óñëîâèå: èìååòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô (W,U) è äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k.
Âîïðîñ: cóùåñòâóåò ëè â í¼ì ïîëíûé ïîäãðàô ñ ÷èñëîì âåðøèí íå ìåíüøå k?

Çàäà÷à î êëèêå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå [9].
Íà îñíîâå ãðàôà (W,U) ïîñòðîèì ïðîåêò, ñîñòîÿùèé èç |U | + |W | ðàáîò. Ðàáî-

òû uij, ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áðàì (i, j) ∈ U , áóäåì íàçûâàòü ð¼áåðíûìè, à ðàáîòû wj,
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì j ∈ W , � âåðøèííûìè. Ð¼áåðíóþ ðàáîòó uij áóäåì ñ÷è-
òàòü ïðåäøåñòâóþùåé ðàáîòàì wi è wj. Âñå ðàáîòû èìåþò åäèíè÷íóþ äëèòåëüíîñòü
è õàðàêòåðèçóþòñÿ åäèíè÷íûìè âûáðîñàìè. Ïóñòü îáùèé ñðîê ðåàëèçàöèè ïðîåêòà
ñîñòàâëÿåò 3 ãîäà, à êâîòû íà âûáðîñû ðàñïðåäåëåíû ïî ãîäàì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q(1) = |U | − k(k − 1)/2; (5)

q(2) = |W | − k + k(k − 1)/2; (6)

q(3) = k. (7)

Ñóììàðíàÿ êâîòà ðàâíà |U |+ |W | è ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîé ïîòðåáíîñòüþ âñåõ ðàáîò
ïðîåêòà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà â äàííîé
ïîñòàíîâêå íå ìîæåò ïðåâûøàòü íóëÿ. Èç óñëîâèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî ïðîäàæà íåèçðàñõî-
äîâàííûõ êâîò íåâûãîäíà, ïîñêîëüêó, ñ ó÷¼òîì ðåèíâåñòèðîâàíèÿ, êàæäàÿ ïðîäàííàÿ
êâîòà ìîæåò ÷åðåç äâà ãîäà ïðèíåñòè p(1 + r0)

2, à óáûòîê h èç-çà íåõâàòêè êâîò ýòó
âåëè÷èíó ïðåâûøàåò. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà ýêîíîìè÷åñêîãî ýô-
ôåêòà íåîáõîäèìî ïîëíîñòüþ ðàñõîäîâàòü êâîòû â êàæäîì ãîäó.

Ëåììà 1. Ïóñòü ïðîåêò èç |U | + |W | ðàáîò ïîñòðîåí íà îñíîâå ãðàôà (W,U) è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5)�(7). Â ãðàôå (W,U) ñóùåñòâóåò êëèêà ðàçìåðà k òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ çàäà÷è (1)�(3) ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèå ðàáîò ïðîåêòà, äëÿ
êîòîðîãî ðàçìåð ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà ðàâåí R∗ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî êàêèå-òî k âåðøèííûõ ðàáîò îáðàçóþò
êëèêó. Ýòîé êëèêå ñîîòâåòñòâóþò k(k− 1)/2 ð¼áåðíûõ ðàáîò. Â ïåðâûé ãîä êâîòà ïîç-
âîëÿåò âûïîëíèòü |U | − k(k − 1)/2 ð¼áåðíûõ ðàáîò. Âî âòîðîé ãîä ìîæíî âûïîëíèòü
îñòàâøèåñÿ ð¼áåðíûå ðàáîòû è âñå âåðøèííûå, êîòîðûå íå âõîäÿò â êëèêó. Ñâÿçûâàþ-
ùèå èõ ðåá¼ðíûå ðàáîòû áûëè âûïîëíåíû â ïåðâûé ãîä. Ïîñêîëüêó ïîñëå âòîðîãî ãî-
äà îñòàþòñÿ íåâûïîëíåííûìè òîëüêî âåðøèííûå ðàáîòû, âõîäÿùèå â êëèêó, ðåñóðñîâ
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êâîòû â ðàçìåðå k â òðåòüåì ãîäó áóäåò äîñòàòî÷íî äëÿ çàâåðøåíèÿ ïðîåêòà. Òàêèì
îáðàçîì, íàëè÷èå êëèêè ïîçâîëÿåò â êàæäîì ãîäó èçðàñõîäîâàòü êâîòû è ïîëó÷èòü
R∗ = 0.

Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî R∗ = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êâîòû êàæäîãî ãîäà èçðàñõîäî-
âàíû ïîëíîñòüþ. Ïîñëå ïåðâîãî ãîäà îñòàëèñü íåâûïîëíåííûìè k(k − 1)/2 ð¼áåðíûõ
ðàáîò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ êëèêà â ãðàôå èìååò ðàçìåðíîñòü m < k.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî âåðøèííûõ ðàáîò, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ð¼áåðíûå, íóæíî îñòàâèòü íåâûïîëíåííûìè ð¼áåðíûå ðàáîòû, ñâÿ-
çûâàþùèå âåðøèíû êëèêè. Îñòàâøèåñÿ k(k − 1)/2 − m(m − 1)/2 ðàáîò, âûïîëíåíèå
êîòîðûõ îòêëàäûâàåòñÿ äî âòîðîãî ãîäà, áóäåì âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè
ñâÿçûâàëè êàêèå-òî k − m âåðøèí äðóã ñ äðóãîì è ñ âåðøèíàìè êëèêè. Èç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î ðàçìåðå ìàêñèìàëüíîé êëèêè m < k ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà ð¼áåðíàÿ
ðàáîòà áóäåò âûáðàíà íå ïî ýòîìó ïðàâèëó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àëî áû íàëè-
÷èå êëèêè ðàçìåðà k. Òîãäà ïîñëå ïåðâîãî ãîäà íå áóäóò âûïîëíåíû ð¼áåðíûå ðàáîòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå, ïî ìåíüøåé ìåðå, k + 1 âåðøèííîé. Äîïîëíèòåëüíàÿ ðàáîòà, äëÿ
êîòîðîé íå âûïîëíåíà ð¼áåðíàÿ, íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíà âî âòîðîì ãîäó, ÷òî ïðè-
âåä¼ò ê íåïîëíîìó èñïîëüçîâàíèþ êâîòû. Îäíàêî ïðè íåïîëíîì èñïîëüçîâàíèè êâîòû
R∗ < 0. Âîçíèêøåå ïðîòèâîðå÷èå ðàçðåøàåòñÿ ïðè m = k.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ (1)�(3) ñ êðèòåðèåì îïòèìèçà-
öèè ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâàíèÿ êâîò íà âûáðîñû ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé
â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â ñëó÷àå ðàáîò åäèíè÷íîé äëèòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåíèå çàäà÷è î êëèêå ê çàäà÷å (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíî-
ìèàëüíûì, òàê êàê äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ òðåáóåòñÿ íå áîëåå O ((|U |+ |W |)2) îïåðàöèé.
Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ îçíà÷àåò ðåøåíèå çà-
äà÷è î êëèêå. Îäíàêî çàäà÷à î êëèêå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (1)�(3) òîæå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå.

Ïðèìåð 1. Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèâåä¼ííûå â äîêàçàòåëüñòâå ðàññóæäåíèÿ íà
ïðèìåðå óñëîâíîãî ïðîåêòà. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàô è ñåòåâîé ãðàôèê ïðîåêòà èç
âîñüìè ðàáîò, |U | = 4, |W | = 4. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíî ðàñïðå-
äåëåíèå êâîò, à òàêæå îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà. Ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò äëÿ
ýòîãî ðàñïèñàíèÿ R∗ = 0.

Ðèñ. 1. Ãðàô è ñåòåâîé ãðàôèê ïðîåêòà, N = 8

Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå äëÿ ñëó÷àÿ k = 3 ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 2. Ïîñêîëüêó â ãðà-
ôå îòñóòñòâóåò êëèêà ðàçìåðà 3, îïòèìàëüíûé ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò îòðèöàòåëåí.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ îáðàùåíèå ñ êâîòàìè áóäåò óáûòî÷íûì, ÷òî,
îäíàêî, íå ïðåïÿòñòâóåò ðåàëèçàöèè ïðîåêòà.
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Òà á ë è ö à 1
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà

(N = 8, k = 2)

t 1 2 3
Ðàáîòû u12, u23, u34 u14, w2, w3 w1, w4

q(t) 3 3 2
e(t) 0 0 0

Åñëè p = 1, h = 2, r0 = 0,1, òî R∗ =
1

(1 + 0,1)2
− 2

(1 + 0,1)3
= −0,676.

Òà á ë è ö à 2
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà

(N = 8, k = 3)

t 1 2 3
Ðàáîòû u12 u23, u34, u14 w1, w2, w3, w4

q(t) 1 4 3
e(t) 0 1 −1

Äîáàâèì â ãðàô ðåáðî u13 (ðèñ. 2). Äëÿ äàííîãî ïðîåêòà |U | = 5, |W | = 4. Ïîñêîëüêó
â ïîëó÷èâøåìñÿ ãðàôå èìååòñÿ êëèêà ðàçìåðà 3, òî åñòü è ðàñïèñàíèå, äëÿ êîòîðîãî
R∗ = 0 (òàáë. 3).

Ðèñ. 2. Ãðàô è ñåòåâîé ãðàôèê ïðîåêòà, N = 9

Òà á ë è ö à 3
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà

(N = 9, k = 3)

t 1 2 3
Ðàáîòû u12, u23 u13, u34, u14, w2 w1, w3, w4

q(t) 2 4 3
e(t) 0 0 0

3. Îñîáûå ñëó÷àè

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå NP-òðóäíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìû èñõîäèëè èç ïðåä-
ïîëîæåíèÿ, ÷òî øòðàô çà ïðåâûøåíèå êâîòû ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò öåíó å¼ ïðîäà-
æè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà ýòî ïðåäïîëîæåíèå íàðóøàåòñÿ.
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Ïóñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî p(t) = h(t). Òîãäà öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ çàäà÷è ïðèìåò âèä

R(S) =
T∑
t=1

e(t)p(t)

(1 + r0)t
.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äàííûé âàðèàíò îïèñûâàåò ñèòóàöèþ, êîãäà ïðè íåäî-
ñòàòêå êâîò îíè ìîãóò áûòü ïðèîáðåòåíû íà ðûíêå, à öåíû ïîêóïêè è ïðîäàæè ñîâ-
ïàäàþò. Ñðàâíèì ýòîò ñëó÷àé ñ çàäà÷åé êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííûõ
ïðîåêòîâ ñ êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV [10]. Ââåä¼ì ôèêòèâíóþ ðàáîòó, äëèòåëü-
íîñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíûì ñðîêîì ðåàëèçàöèè ïðîåêòà T , à äîõîä îò å¼
ðåàëèçàöèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàâåí p(t)q(t). Äàííàÿ ðàáîòà ïîçâîëèò ó÷èòû-
âàòü äîõîäû îò ðåàëèçàöèè êâîò, åñëè â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè ðàáîòû ïî ïðîåêòó
íå îñóùåñòâëÿþòñÿ. Âûáðîñû ïàðíèêîâûõ ãàçîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïóùåííóþ
âûãîäó îò ðåàëèçàöèè êâîò.

3.1. Ñ ë ó ÷ à é p(t) = h(t) = const

Åñëè p(t) = p = const, òî êàæäàÿ èç ðàáîò õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîòîêîì ïëàòåæåé
ñ êîìïîíåíòàìè p · gj(τ). Âåëè÷èíà p

(
q(t) −

∑
j∈V (t)

gj(t − sj)
)
â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-

íè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñóììà êîìïîíåíòîâ ïîòîêîâ ïëàòåæåé
∑

j∈V (t)

cj(t − sj).

Òîãäà äëÿ ñëó÷àÿ p(t) = h(t) = p öåëåâûå ôóíêöèè ñðàíèâàåìûõ çàäà÷ èäåíòè÷íû.
Ñîâïàäàþò òàêæå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîðÿäîê ðàáîò è ïðåäåëüíûé ñðîê çàâåðøåíèÿ ïðî-
åêòà. Îäíàêî â çàäà÷å (1)�(3) îòñóòñòâóþò áþäæåòíûå îãðàíè÷åíèÿ. Òàêîé âàðèàíò
íîñèò íàçâàíèå çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè è
êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëîæåíû ðåêóðñèâíûå àëãîðèò-
ìû íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ [11, 12], ïðè ýòîì âîïðîñ î å¼ ïîëèíîìèàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè îñòà¼òñÿ îòêðûòûì. Ñëîæíîñòü ýòîãî âàðèàíòà òðåáóåò äîïîëíèòåëü-
íûõ èññëåäîâàíèé. Ðåêóðñèâíûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü êàê ïîëèíîìèàëüíûìè, òàê è
ýêñïîíåíöèàëüíûìè [13]. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà è ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå öåí è øòðàôîâ
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ îïòèìèçàöèåé ýêîíî-
ìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâàíèÿ êâîò íà âûáðîñû ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê èçâåñò-
íîìó âàðèàíòó çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè è
êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV.

Ïîñêîëüêó äàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâà-
íèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ âîñïîëüçóåìñÿ ðàçðàáîòàííîé ðàíåå ïðîãðàì-
ìîé äëÿ ðåøàòåëÿ IBM ILOG CPLEX [10]. Ìîäåëü çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïðîãðàììà, èìååò âèä

R(X) =
T∑
t=1

N∑
j=1

ztj · xtj → max
X
,

T∑
t=1

xtj · t ⩽ T − dj, j = 1, . . . , N,

T∑
t=1

(xti − xtj) t ⩽ −di, (i, j) ∈ E,

ãäå X �ìàòðèöà, ýëåìåíòû êîòîðîé xtj = 1, åñëè sj = t, è xtj = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
j ∈ {1, . . . , N}, t ∈ {1, . . . , T}. Êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî
ôîðìóëå
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ztj =
dj−1∑
τ=0

cj(τ)

(1 + r0)τ+t
,

ãäå t ∈ {1, . . . , T}�ìîìåíò íà÷àëà ðàáîòû j; cj(τ) = p(τ +1) q(τ +1)�äëÿ ôèêòèâíîé
ðàáîòû è cj(τ) = −p(t+ τ) gj(τ + 1)�äëÿ îñòàëüíûõ.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðîåêòà, ñåòåâîé ãðàôèê êîòîðîãî ïðèâåä¼í íà
ðèñ. 2. Ïóñòü p(t) = h(t) = 1. Ââåä¼ì ôèêòèâíóþ ðàáîòó f , äîõîä îò êîòîðîé â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè ðàâåí ñòîèìîñòè ïðîäàæè èìåþùèõñÿ êâîò. Ýòà ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ
â òå÷åíèå âñåãî ñðîêà ðåàëèçàöèè ïðîåêòà è íå ñâÿçàíà óñëîâèÿìè ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà
ñ äðóãèìè ðàáîòàìè.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 4. Îïòèìàëüíûé ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò
îò èñïîëüçîâàíèÿ êâîò ñîñòàâëÿåò R∗ = 0,24. Ðåøåíèå, ïðèâåä¼ííîå â òàáë. 3, òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, íî â íîâûõ óñëîâèÿõ íóëåâîé áàëàíñ êâîò íå îáåñïå÷èâàåò
îïòèìàëüíîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà. Äîõîäû îò ïðîäàæè êâîò â ïåðâîì ïåðèîäå
êîìïåíñèðóþò øòðàôû â ïîñëåäóþùèõ.

Òà á ë è ö à 4
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà

(N = 9, p(t) = h(t) = 1)

t 1 2 3
Ðàáîòû f u12, u13 u14, u23, u24 w1, w2, w3, w4

q(t) 2 4 3
e(t) 2 −1 −1

3.2. Ñ ë ó ÷ à é p(t) = h(t) ̸= const

Åñëè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè p(t) = h(t) ̸= const, òî çàäà÷à íå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êà-
ëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV. Ïðè ïåðåõîäå ê äåíåæíûì
îöåíêàì îò íàòóðàëüíûõ ìû áóäåì ïîëó÷àòü ðàçíûå ïîòîêè ïëàòåæåé äëÿ ðàçëè÷íûõ
ìîìåíòîâ íà÷àëà ðàáîòû. Îäíàêî èìåþùèéñÿ àëãîðèòì ëåãêî àäàïòèðóåòñÿ äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ. Ìîäèôèêàöèè ïîäâåðãàþòñÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàñòóùèõ öåí. Ïóñòü p(1) = 1, p(2) = 1,2 è
p(3) = 1,5. Â òàáë. 5 ïðèâåäåíî îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà. Ýêîíîìè÷åñêèé ýô-
ôåêò äëÿ ýòîãî ðàñïèñàíèÿ ñîñòàâëÿåò R∗ = 0,654. Ðàñòóùèå öåíû, à çíà÷èò, è øòðàôû
âûíóæäàþò ïðîèçâîäèòåëÿ íà÷èíàòü ïðîåêò êàê ìîæíî ðàíüøå è ïðîäàâàòü ïîäîðî-
æàâøèå êâîòû â ïîñëåäíèé ãîä. Åñëè öåíû êàæäûé ãîä ñíèæàþòñÿ, òî îïòèìàëüíîå
ðàñïèñàíèå áóäåò ñîâïàäàòü ñ ïðèâåä¼ííûì â òàáë. 4.

Òà á ë è ö à 5
Îïòèìàëüíîå ðàñïèñàíèå ïðîåêòà

(N = 9, p(t) = h(t) ̸= const)

t 1 2 3
Ðàáîòû f , u12, u13 u14, u23, u24 w1, w2, w3, w4 �
q(t) 2 4 3
e(t) −3 0 3
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3.3. Ñ ë ó ÷ à é p(t) > h(t)

Ïóñòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p(t) > h(t). Î÷åâèäíî,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå öåëîñîîáðàçíîé áóäåò ïðîäàæà âñåõ èìåþùèõñÿ êâîò. Ïðåäñòàâèì
ýêîíîìè÷åñêèé ýôôåêò â âèäå ðàçíèöû R(S) = Rq−Rg(S), ãäå Rq �äîõîä îò ïðîäàæè
êâîò; Rg(S)�äèñêîíòèðîâàííàÿ ñóììà øòðàôîâ çà âûáðîñû:

R(S) =
T∑
t=1

q(t)p(t)

(1 + r0)t
−

T∑
t=1

h(t)
∑

j∈V (t)

gj(t− sj)

(1 + r0)t
.

Ïîñêîëüêó ïåðâîå ñëàãàåìîå íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî ðàñïèñàíèÿ, ðåøåíèå çàäà÷è
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðàñïèñàíèÿ, ìèíèìèçèðóþùåãî øòðàôû. Ïðè h(t) = h = const
ñíîâà ïîëó÷àåì çàäà÷ó êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè è
êðèòåðèåì ìàêñèìèçàöèè NPV.

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èíâåñòèöèîííûõ
ïðîåêòîâ ñ êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ýêîíîìè÷åñêîãî ýôôåêòà îò èñïîëüçîâàíèÿ êâîò íà
âûáðîñû ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
å¼ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Íàïðèìåð, ïîä óñëî-
âèÿ çàäà÷è ìîãóò áûòü àäàïòèðîâàíû ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì è àëãîðèòì èìèòàöèè
îòæèãà, ðàçðàáîòàííûå äëÿ ñõîæåé çàäà÷è [10]. Äëÿ íåñêîëüêèõ ïðèìåðîâ ïîêàçàíî,
÷òî òî÷íûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ IBM
ILOG CPLEX.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ðåêîìåíäàöèè,
ïîçâîëèâøèå óëó÷øèòü ñîäåðæàíèå ðàáîòû, à òàêæå áëàãîäàðèò Äàðüþ Âëàäèñëàâîâ-
íó Ñåìåíîâó çà ïîìîùü è êðèòèêó.
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