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Èññëåäóåòñÿ ñîâìåñòíîå êîíñòðóèðîâàíèå òîïîëîãèé ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ïî
äèàìåòðó öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé C(N ;±1,±s2) è ðåàëèçóåìûõ äëÿ íèõ àëãîðèòìîâ
ìàðøðóòèçàöèè ñëîæíîñòè O(1). Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ìàðøðóòèçàöèè îñíî-
âàí íà èñïîëüçîâàíèè ìàñøòàáèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ ïëîò-
íîé óêëàäêè ãðàôîâ íà ïëîñêîñòè äëÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé. Îïðåäåëåíû
àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû çàâèñèìîñòè ýòèõ ïàðàìåòðîâ îò äèàìåòðà ãðàôîâ äëÿ
ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé C(N ;±1,±s2), ñîêðàùàþùèå ñëîæíîñòü èõ ðàñ÷¼òà
äî O(1). Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ñ èçâåñòíûì àëãîðèòìîì
ìàðøðóòèçàöèè, ìîäèôèêàöèåé êîòîðîãî îí ÿâëÿåòñÿ, ïî çàòðàòàì âðåìåíè íà
ìàðøðóòèçàöèþ â ñåìåéñòâàõ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ è ïîêàçàíî óìåíüøåíèå âðå-
ìåíè åãî èñïîëíåíèÿ â ñðåäíåì â 2 ðàçà. Âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå èññëåäóåìîãî
àëãîðèòìà â êà÷åñòâå îñíîâû ìàðøðóòèçàòîðà ñåòè íà êðèñòàëëå íà ÿçûêå îïèñà-
íèÿ àïïàðàòóðû Verilog. Ïîëó÷åíû äàííûå ñðàâíåíèÿ åãî ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè
ìàðøðóòèçàöèè ïî çàíèìàåìûì ëîãè÷åñêèì ðåñóðñàì è ðåñóðñàì ïàìÿòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåîðèåíòèðîâàííàÿ öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü, àëãîðèòì ìàðøðó-

òèçàöèè, ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ, ñåòè íà êðèñòàëëå.
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In this paper, we investigate the joint construction of topologies of families of optimal
diameter circulant networks C(N ;±1,±s2) and the routing algorithms of complex-
ity O(1) implemented for them. The proposed routing algorithm is based on the use
of scalable parameters of L-shaped dense graph packing patterns on the plane for
families of optimal networks. Analytical formulas for the dependence of these pa-
rameters on the graph diameter of families of optimal networks C(N ;±1,±s2) are
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determined, reducing the complexity of their calculation to O(1). A comparison of
the proposed algorithm with the routing algorithm on which it is based was carried
out. In families of optimal graphs, the proposed algorithm showed an average two-fold
decrease in execution time. The implementation of the investigated routing algorithm
as the basis for a network-on-a-chip router is carried out in the hardware description
language Verilog. The data of its comparison with other routing algorithms based on
the occupied logical and memory resources have been obtained.

Keywords: undirected circulant network, routing algorithm, families of optimal cir-
culant networks, network-on-a-chip.

Ââåäåíèå

Ñòðóêòóðà öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé ñòåïåíè ÷åòûðå èçó÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàä-
íûõ îáëàñòÿõ è â êà÷åñòâå òîïîëîãèè ñåòåé ñâÿçè êëàñòåðîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì
è ñåòåé íà êðèñòàëëå [1�8]. Ðàáîòû èññëåäîâàòåëåé ïîñâÿùåíû â îñíîâíîì èçó÷åíèþ
èõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, îòêðûòèþ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, ìåòîäîâ èõ
ñèíòåçà, ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè è ìåòîäîâ èõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìå-
íåíèÿ.

Öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü ñòåïåíè ÷åòûðå (äâóìåðíàÿ öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô C(N ;±s1,±s2) ñ 1 ⩽ s1 < s2 < N/2 è ìíîæåñòâîì
âåðøèí V = ZN = {0, 1, . . . , N − 1}, ãäå êàæäàÿ âåðøèíà i ñâÿçàíà ñ âåðøèíàìè
i ± s1 mod N è i ± s2 mod N . ×èñëà s1, s2 � îáðàçóþùèå ãðàôà, N �ïîðÿäîê. Ãðàô
C(N ;±s1,±s2) ñâÿçåí, åñëè ÍÎÄ(N, s1, s2) = 1. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíî èçîáðàæåíèå öèð-
êóëÿíòíîé ñåòè C(21;±1,±6). Äèàìåòð ãðàôà� äëèíà ìàêñèìàëüíîãî êðàò÷àéøåãî
ïóòè íà ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ ïàð âåðøèí, ñðåäíåå ðàññòîÿíèå � ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå âñåõ äëèí êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó ïàðàìè âåðøèí. Îïòèìàëüíûì ãðà-
ôîì íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíòíûé ãðàô C(N ;±s1,±s2) ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì äèà-
ìåòðîì äëÿ çàäàííîãî N . Èçâåñòíà òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà äèàìåòðà îïòèìàëüíîãî
ãðàôà ñ N âåðøèíàìè: ulb(N) = ⌈(−1 +

√
2N − 1)/2⌉ [2]. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ìèíè-

ìèçàöèè äèàìåòðà (ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ) ãðàôîâ ñâÿçàíî ñ îïòèìèçàöèåé çàäåðæåê
ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ, ñêîðîñòè êîììóíèêàöèé è, â êîíå÷íîì èòîãå, ïðîèçâîäèòåëüíî-
ñòè ñèñòåìû [1�3, 9,10]. Äðóãàÿ àêòóàëüíàÿ ïðîáëåìà ïðè èñïîëüçîâàíèè öèðêóëÿíòîâ
â êà÷åñòâå ñåòåé ñâÿçè ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè
äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ìåæäó ïàðàìè óçëîâ [11]. Àëãîðèòì ìàðøðóòèçàöèè íàçû-
âàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè ïåðåäà÷à ñîîáùåíèé ïðîèñõîäèò âäîëü êðàò÷àéøèõ ïóòåé
èç èñòî÷íèêà â ïðè¼ìíèê. Èçâåñòíî íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè äëÿ öèð-
êóëÿíòîâ ñòåïåíè ÷åòûðå ñ ðàçíûìè îöåíêàìè ñëîæíîñòè (ñì. îáçîð â [4]).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû, èìåþùèå êîíñòàíò-
íóþ îöåíêó ïî âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ìàðøðóòà èç èñòî÷íèêà â ïðè¼ìíèê è íå òðå-
áóþùèå òàáëèö ìàðøðóòèçàöèè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâîì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
ìàñøòàáíûõ ñåòåé íà êðèñòàëëå. Ê íèì ïðèíàäëåæàò àëãîðèòìû àíàëèòè÷åñêîãî òè-
ïà [4, 5, 12, 13], ðàçðàáîòàííûå äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ,
è àëãîðèòìû ñ ïðåäâàðèòåëüíîé ïîäãîòîâêîé òîïîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñåòè äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ ìàðøðóòèçàöèè [13�15]. Ê ÷èñëó ïîñëåäíèõ, êàê íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé èç
íèõ äëÿ ñåòåé íà êðèñòàëëå, îòíîñèòñÿ àëãîðèòì èç [14], ïðèìåíèìûé äëÿ äâóìåð-
íûõ öèðêóëÿíòîâ îáùåãî âèäà C(N ;±s1,±s2). Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïàðàìåò-
ðîâ L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ [16�18], çàäàþùèõ ïëîòíóþ óêëàäêó ãðàôîâ C(N ;±s1,±s2)
íà ïëîñêîñòè Z2 (ïàðàìåòðû a, b, p, q íà ðèñ. 2,à). Íà ðèñ. 2,á è â ïîêàçàíû L-îáðàç-
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íûå øàáëîíû ïðåäñòàâëåíèé öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ C(10;±1,±4) è C(12;±1,±4), íà
ðèñ. 3 �ôðàãìåíò óêëàäêè ãðàôà C(10;±1,±4) íà ïëîñêîñòè. Àëãîðèòì ìàðøðóòèçà-
öèè èç [14] òðåáóåò ðåøåíèÿ x, y ñðàâíåíèÿ s1x+ s2y ≡ 1 (mod N) è ïðåäâàðèòåëüíîãî
îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b, p, q äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî öèðêóëÿíòà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû ñî ñëîæíîñòüþ O(N) [18] èëè
O(logN) [16], ÷òî ÿâëÿåòñÿ çàòðàòíûì ïðè ðàñ÷¼òàõ â ìàñøòàáíûõ ñåòÿõ ñ áîëüøèì
êîëè÷åñòâîì óçëîâ.

Ðèñ. 1. Öèðêóëÿíòíàÿ ñåòü C(21;±1,±6)

Ðèñ. 2. Ïàðàìåòðû L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ äëÿ öèðêóëÿíòîâ C(N ;±1,±s2)

Ðèñ. 3. Ïëîòíàÿ óêëàäêà íà ïëîñêîñòè L-îáðàçíîãî øàáëîíà ãðàôà C(10;±1,±4)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíî ñîâìåñòíîå êîíñòðóèðîâàíèå òîïîëîãèé ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ ïî äèàìåòðó öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé C(N ;±1,±s2) è ðåàëèçóåìûõ äëÿ íèõ
îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè ñëîæíîñòè O(1). Ñ òî÷êè çðåíèÿ âûáîðà ýô-
ôåêòèâíîãî àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè äëÿ ñåòåé íà êðèñòàëëå ðàññìîòðåíî ìíîæåñòâî
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ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ñåòåé âèäà C(N ;±1,±s2), çàäàâàåìûõ àíàëèòè÷åñêè è ìàñøòà-
áèðóåìûõ ïî ïàðàìåòðàì L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ. Îïèñàí àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(1)
ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ïàðàìåòðîâ a, b, p, q ìàñøòàáèðóåìûõ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ;±1,±s2). Íà ïðèìåðå ðÿäà òàêèõ ñåìåéñòâ ïðîâåäåíî
ñðàâíåíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ñëîæíîñòè O(1) ñ àëãîðèòìîì ìàðøðóòèçàöèè
èç [14] ïî ñðåäíåìó âðåìåíè ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè â ñåòè íà êðèñòàëëå è ñðàâíåíèÿ
åãî ïî ðåñóðñíûì çàòðàòàì ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè. Ñäåëàíû âûâîäû îá
ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà è åãî ïðèìåíèìîñòè â ñåòÿõ íà êðèñòàëëå.

1. Ïëîòíàÿ óêëàäêà öèðêóëÿíòîâ íà ïëîñêîñòè
â âèäå L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ

Â [16�18] îïèñàíû àëãîðèòìû óêëàäêè îðèåíòèðîâàííûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðà-
ôîâ C(N ; s1, s2) íà ïëîñêîñòè Z2 â âèäå L-îáðàçíûõ øàáëîíîâ (äàëåå äëÿ êðàòêîñòè
L-øàáëîíîâ). Â àëãîðèòìå 1 ïðèâåä¼í ïñåâäîêîä ïîñòðîåíèÿ L-øàáëîíîâ è íàõîæäåíèÿ
ïàðàìåòðîâ a, b, p, q äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±s1,±s2). Àëãî-
ðèòì 1 èñïîëüçîâàëñÿ äàëåå ïðè âñåõ ïîñòðîåíèÿõ L-øàáëîíîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ãðà-
ôîâ. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ L-øàáëîíà ãðàôà ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåííûì â ðàáîòå [18],
íî â îòëè÷èå îò íåãî øàãè 1�3 àëãîðèòìà 1 îïèñûâàþò ÿâíûì îáðàçîì âû÷èñëåíèå ïà-
ðàìåòðîâ a, b, p, q. Â [16] çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿìN, s1, s2
ãðàôà äðóãèì àëãîðèòìîì� ñ ðåêóðñèâíûì èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà äåëåíèÿ Åâ-
êëèäà, íî â ðåçóëüòàòå íå ñòðîèòñÿ ñàì L-øàáëîí.

Àëãîðèòì 1. Âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ a, b, p, q äëÿ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ
C(N ;±s1,±s2)

Âõîä: öèðêóëÿíòíûé ãðàô C(N ;±s1,±s2).
Âûõîä: Çíà÷åíèÿ a, b, p, q L-øàáëîíà ãðàôà.
1: Íà ïëîñêîñòè Z2 îïðåäåëèòü íóëåâóþ òî÷êó ðåø¼òêè (0, 0). Îáõîäèòü òî÷êè ïåðâî-
ãî êâàäðàíòà ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ïî äèàãîíàëÿì â ñëåäóþùåì
ïîðÿäêå: (0, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 0), (0, 3) è ò. ä. Â êàæäóþ ïîñåù¼ííóþ
òî÷êó (x, y) çàïèñàòü íîìåð âåðøèíû k = (xs1 + ys2) mod N , åñëè ýòî çíà÷åíèå
íå âñòðå÷àëîñü ðàíåå. Çàêîí÷èòü ïîñòðîåíèå L-øàáëîíà ãðàôà, êîãäà âñå çíà÷åíèÿ
0 ⩽ k ⩽ N − 1 çàïèñàíû.

2: Â ïîëó÷åííîì ìàññèâå òî÷åê {(x, y, k)} îïðåäåëèòü äâå òî÷êè: (x1, y1, k1) ñ
max

x
max

y
{(x, y, k)} è (x2, y2, k2) ñ max

y
max

x
{(x, y, k)}; a := x2 + 1, b := y1 + 1.

3: Åñëè ab ̸= N , òî
4: p := x2 − x1, q := y1 − y2, ïåðåéòè â ï. 11,
5: èíà÷å
6: â ìàññèâå {(x, y, k)} îïðåäåëèòü òî÷êó (x3, y3, N − s2).
7: Åñëè x3 ̸= 0, òî
8: p := a− x3, q := 0, ïåðåéòè â ï. 11,
9: èíà÷å
10: â ìàññèâå {(x, y, k)} âûáðàòü òî÷êó (x4, y4, N − s1), p := 0, q := b− y4.
11: Êîíåö àëãîðèòìà.

Íà ðèñ. 2,á ïîêàçàí L-øàáëîí ãðàôà C(10;±1,±4), ãäå a = 4, b = 3, p = 2, q = 1;
íà ðèñ. 2,â �L-øàáëîí ãðàôà C(12;±1,±4), ãäå a = 4, b = 3, p = 0 è q = 1. Â [17]
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äîêàçàíî, ÷òî L-øàáëîí äâóìåðíîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà âñåãäà îáðàçóåò ïëîòíóþ
óêëàäêó íà ïëîñêîñòè, è íàéäåíà ñèñòåìà ñðàâíåíèé äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ íóëåâûõ âåð-
øèí (âåðøèí ñ íîìåðîì 0) íà ïëîñêîñòè, ñïðàâåäëèâàÿ êàê äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ, òàê
è íåîðèåíòèðîâàííûõ öèðêóëÿíòîâ:

as1 − qs2 ≡ 0 (mod N),

−ps1 + bs2 ≡ 0 (mod N).
(1)

Ïðè ýòîì ÷èñëî âåðøèí ãðàôà ðàâíî N = ab− pq. Ñîãëàñíî [17], åñëè åñòü íåñêîëüêî
L-øàáëîíîâ ðàçìåðà N äëÿ çàäàííîé ïîçèöèè íóëåâûõ âåðøèí íà ïëîñêîñòè, òî îíè
âñå ñîîòâåòñòâóþò îäíèì è òåì æå îáðàçóþùèì s1 è s2.

2. Ìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàìåòðîâ L-øàáëîíîâ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ;±1,±s2)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà àíàëèòè÷åñêè
çàäàâàåìûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±1,±s2). Ïî ïîñòðîåíèþ
êàæäîå òàêîå ñåìåéñòâî ñîñòîèò èç îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ, ò. å. ãðàôîâ ñ ìèíèìàëüíî
âîçìîæíûì äèàìåòðîì d äëÿ çàäàííîãî ïîðÿäêà ãðàôà. Ãðàôû êàæäîãî ñåìåéñòâà
îïèñàíû ïîëèíîìàìè îò äèàìåòðà d: N �êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, s2 �ëèíåéíàÿ èëè
êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ. ×ëåíû ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò ïðè äèàìåòðàõ

d = dm + kP, k ⩾ 0, (2)

ãäå dm �ìèíèìàëüíûé äèàìåòð, ïðè êîòîðîì ÷ëåí ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
ãðàôîì; P = const ∈ {1, 2, . . .}�ïåðèîä ïîÿâëåíèÿ ãðàôîâ ñåìåéñòâà. Ìíîæåñòâî àíà-
ëèòè÷åñêè çàäàâàåìûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±1,±s2) ïðåä-
ñòàâëåíî â Èíòåðíåòå â îòêðûòîì äîñòóïå (äàëåå DLN-äàòàñåò): https://github.com/
mila0411/Double-loop-networks/tree/main/Dataset. Â DLN-äàòàñåòå ñîäåðæèòñÿ
áîëåå 2000 ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ. Ïî ýòîé ññûëêå â îòêðûòîì äîñòóïå ìîæíî
íàéòè ñïèñîê ïàðàìåòðîâ {N, s2, d} îïèñàíèé âñåõ îïòèìàëüíûõ ïî äèàìåòðó öèðêó-
ëÿíòîâ âèäà C(N ;±1,±s2) äëÿ âñåõ 12 ⩽ N ⩽ 50000 è âñåõ èõ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé
îáðàçóþùèõ s2 < N/2. Ýòó ÷àñòü áàçû äàííûõ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ¾äàòàñåò¿.

Â [19] ââåäåíî ïîíÿòèå L-ìàñøòàáèðóåìîñòè àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìûõ ñåìåéñòâ
îïòèìàëüíûõ ñåòåé C(N(d);±1,±s2(d)), ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðè óêëàäêå íà ïëîñêî-
ñòè Z2 ÷ëåíû ñåìåéñòâ îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè L-øàáëîíîâ ñ ïàðàìåòðàìè a, b,
p, q, àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìûìè â âèäå ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ îò äèàìåòðà d. Ðàññìîò-
ðèì êðàòêî îñíîâíûå ïðèíöèïû êîíöåïöèè L-ìàñøòàáèðóåìîñòè ñåìåéñòâ.

Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî L-ìàñøòàáèðóåìûõ îïòèìàëüíûõ àíàëèòè÷åñêè çàäàâàå-
ìûõ öèðêóëÿíòîâ C(N(d);±1,±s2(d)), ãäå äèàìåòð d ⩾ dm, P ∈ {1, 2, . . .} è âûïîë-
íÿåòñÿ (2). Äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ñåìåéñòâà âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ïîëè-
íîìîâ N(d), s2(d) ïðè d1 = dm è d2 = d1 + P . Ïîëó÷èì ãðàôû C(N(d1);±1,±s2(d1))
è C(N(d2);±1,±s2(d2)). Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì 1 âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ a, b, p, q ê íàé-
äåííûì ãðàôàì, îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ a(d1), b(d1), p(d1), q(d1) è a(d2), b(d2), p(d2), q(d2).
Äëÿ L-ìàñøòàáèðóåìîãî ñåìåéñòâà äèàìåòðà d ôîðìóëû äëÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ èìå-
þò ñëåäóþùèé âèä:

a(d) = (∆a/P )d+ a(d1)− (∆a/P )d1,

b(d) = (∆b/P )d+ b(d1)− (∆b/P )d1,

p(d) = (∆p/P )d+ p(d1)− (∆p/P )d1,

q(d) = (∆q/P )d+ q(d1)− (∆q/P )d1,

(3)
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ïðè óñëîâèè ∆a = a(d2) − a(d1) ⩾ 0, ∆b = b(d2) − b(d1) ⩾ 0, ∆p = p(d2) − p(d1) ⩾ 0,
∆q = q(d2) − q(d1) ⩾ 0. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñòîðîí L-øàáëîíîâ óêëàäêè ãðàôîâ ñåìåéñòâà íà ïëîñêîñòè óâåëè÷èâàþòñÿ ëèíåéíî
ïðè ðîñòå äèàìåòðà ãðàôà. Îäíà èç íèõ ïðè ýòîì ìîæåò ñîõðàíÿòü ñâîþ äëèíó êàê,
íàïðèìåð, ïàðàìåòð q = 1 íà ðèñ. 4.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a, b, p, q ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1
ïðè äâóõ ìàëûõ çíà÷åíèÿõ äèàìåòðà d1 = dm è d2 = d1 + P äà¼ò ôîðìóëû (3) äëÿ
íèõ, ñïðàâåäëèâûå ïðè ëþáûõ âîçìîæíûõ äèàìåòðàõ (2) ãðàôîâ ñåìåéñòâà. Ïî ôîð-
ìóëàì (3) ìîæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû L-øàáëîíà ïðè áîëüøèõ N , òàêèì îáðàçîì,
ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ L-øàáëîíîâ O(logN) [16] ñî-
êðàùàåòñÿ äî O(1).

Äëÿ âñåõ áîëåå ÷åì 2000 àíàëèòè÷åñêè çàäàâàåìûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêó-
ëÿíòîâ èç DLN-äàòàñåòà ïðîâåäåíà ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1) è ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïîäòâåðæäåíà L-ìàñøòàáèðóåìîñòü îêîëî 90% ñåìåéñòâ. Â òàáë. 1 ïðèâåä¼í
ôðàãìåíò ñïèñêà L-ìàñøòàáèðóåìûõ ñåìåéñòâ ãðàôîâ, ñóùåñòâóþùèõ ïðè êàæäîì
äèàìåòðå d ⩾ dm, ò. å. ïðè P = 1. Ôðàãìåíò ïðåäñòàâëåííûõ ñåìåéñòâ âêëþ÷àåò çíà÷å-
íèÿ ìèíèìàëüíîãî äèàìåòðà dm, ïîëèíîìû äëÿ N è s2, êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ d
äëÿ ïîëèíîìîâ ïàðàìåòðîâ a, b, p, q.

Òà á ë è ö à 1
Ôðàãìåíò DLN-äàòàñåòà L-ìàñøòàáèðóåìûõ ñåìåéñòâ

îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ

dm {N, s2} {a1, a0} {b1, b0} {p1, p0} {q1, q0}
3 {2− 2d+ 2d2, −1 + 2d} {2, −1} {1, 0} {1, −2} {0, 1}
10 {−8− d+ 2d2, 4 + 2d} {1, 0} {3, −7} {1, −4} {1, −2}
5 {−3− d+ 2d2, 2 + 2d} {1, 1} {2, −3} {0, 0} {1, −1}
8 {−13 + 2d2, −5 + 2d} {2, −5} {1, 3} {1, −2} {0, 1}
7 {−11 + 2d2, −5 + 2d} {2,−5} {1, 3} {1, −4} {0, 1}
4 {−4 + 2d2, −3 + 2d} {2, −3} {1, 2} {1, −2} {0, 1}
2 {2d2, −1 + 2d} {2, −1} {1, 1} {1, −1} {0, 1}
10 {−28 + d+ 2d2, 8 + 2d} {1, 4} {2, −7} {0, 0} {1, −3}
3 {−1 + 2d+ 2d2, 3 + 2d} {1, 1} {3, −1} {1,0} {1, 0}
1 {1 + 2d+ 2d2, 1 + 2d} {2, 1} {1, 1} {1, 0} {0, 1}

Ïðîâåä¼ííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà îãðàíè÷åíà ðàçìåðàìè äàòàñåòà (N ⩽
⩽ 50000, d ⩽ 158). Äîêàæåì íà íåêîòîðûõ ïðèìåðàõ, ÷òî ñâîéñòâî L-ìàñøòàáèðó-
åìîñòè ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ïîñòðîåííûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ èç DLN-
äàòàñåòà ïðè ëþáûõ äèàìåòðàõ èç îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ (2). Ðàññìîòðèì èçâåñòíîå
â ëèòåðàòóðå (äëÿ ññûëîê ñì. [2]) ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ � îïòèìàëü-
íûõ äâóìåðíûõ ãðàôîâ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì âåðøèí ïðè ëþáîì äèà-
ìåòðå, ó êîòîðûõ äèàìåòð ðàâåí òî÷íîé íèæíåé ãðàíèöå ulb(N).

Óòâåðæäåíèå 1 [19]. Ïàðàìåòðû L-øàáëîíîâ äëÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèð-
êóëÿíòîâ C(2d2 + 2d + 1;±1,±(2d + 1)) ðàâíû a(d) = 2d + 1, b(d) = d + 1, p(d) = d,
q(d) = 1 ïðè ëþáîì äèàìåòðå d ⩾ 1.

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû L-øàáëîíû óêëàäêè íà ïëîñêîñòè òð¼õ ãðàôîâ ñåìåéñòâà
èç óòâåðæäåíèÿ 1: C(13;±1,±5), C(25;±1,±7), C(41;±1,±9) ñ äèàìåòðàìè d = 2, 3, 4
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 4. Ìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàìåòðîâ L-øàáëîíîâ äëÿ ãðàôîâ ñåìåéñòâà èç óòâåðæäåíèÿ 1

Óòâåðæäåíèå 2. Ïàðàìåòðû L-øàáëîíîâ äëÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêó-
ëÿíòîâ C(2d2;±1,±(2d − 1)) ðàâíû a(d) = 2d − 1, b(d) = d + 1, p(d) = d − 1, q(d) = 1
ïðè ëþáîì äèàìåòðå d > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d1 = 2, d2 = 3. Ïðèìåíèâ àëãîðèòì 1, ïîëó÷èì ∆a =
= 9− 7 = 2, ∆b = 17− 11 = 6, ∆p = 8− 6 = 2, ∆q = 6− 4 = 2. Â ñèëó (3) a(d) = 2d− 1,
b(d) = d+ 1, p(d) = d− 1, q(d) = 1. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ (1) äà¼ò ïðè ëþáîì d > 1

2d− 1− (2d− 1) = 0,

−(d− 1) + (d+ 1)(2d− 1) = 2d2 = N.

Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïàðàìåòðû L-øàáëîíîâ äëÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêó-
ëÿíòîâ C(2d2 + d − 1;±1,±(2d + 2)) ðàâíû a(d) = d + 1, b(d) = 2d − 1, p(d) = 0,
q(d) = d ïðè ëþáîì äèàìåòðå d > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d1 = 3, d2 = 4. Ïðèìåíèâ àëãîðèòì 1, ïîëó÷èì ∆a =
= 8 − 6 = 2, ∆b = 12 − 8 = 4, ∆p = 0, ∆q = 5 − 3 = 2. Â ñèëó (3) a(d) = d + 1,
b(d) = 2d− 1, p(d) = 0, q(d) = d. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ (1) äà¼ò ïðè ëþáîì d > 2

(d+ 1)− d(2d+ 2) = −2d2 − d+ 1 = −N,
−0 + (2d− 1)(2d+ 2) = 4d2 + 2d− 2 = 2N.

Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïàðàìåòðû L-øàáëîíîâ äëÿ ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèðêó-
ëÿíòîâ C(2d2 + d − 28;±1,±(2d + 8)) ðàâíû a(d) = d + 4, b(d) = 2d − 7, p(d) = 0,
q(d) = d− 3 ïðè ëþáîì äèàìåòðå d ⩾ 10.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d1 = 10, d2 = 11. Ïðèìåíèâ àëãîðèòì 1, ïîëó÷èì
∆a = 15 − 14 = 1, ∆b = 15 − 13 = 2, ∆p = 0, ∆q = 8 − 7 = 1. Â ñèëó (3) a(d) = d + 4,
b(d) = 2d− 7, p(d) = 0, q(d) = d− 3. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ (1) äà¼ò ïðè ëþáîì d ⩾ 10

(d+ 4)− (d− 3)(2d+ 8) = −2d2 − d+ 28 = −N,
−0 + (2d− 7)(2d+ 8) = 4d2 + 2d− 56 = 2N.

Óòâåðæäåíèå 4 äîêàçàíî.

Ðàâåíñòâî p(d) = 0 â óòâåðæäåíèÿõ 3 è 4 ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâàì ñ ïðÿìîóãîëü-
íûì òèïîì L-øàáëîíà. Êàê ïîêàçàíî â [16], ïðÿìîóãîëüíûé òèï L-øàáëîíîâ èìååò ìå-
ñòî, åñëè bs2 ≡ 0 (mod N). Â íàøèõ ñëó÷àÿõ N = (d+1)(2d−1) è N = (d+4)(2d−7) ñî-
îòâåòñòâåííî. Îïòèìàëüíûå ãðàôû, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò L-øàáëîíû ïðÿìîóãîëü-
íîãî âèäà (ðåø¼ò÷àòûå ñòðóêòóðû), õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
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â êà÷åñòâå òîïîëîãèé ñåòåé íà êðèñòàëëå áëàãîäàðÿ ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ëèíèé ñâÿçè è íåçàâèñèìîñòè äëèíû ìàêñèìàëüíîé ëèíèè ñâÿçè îò ÷èñëà óç-
ëîâ [20, 21], ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâîì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ìàñøòàáíûõ ñåòåé íà
êðèñòàëëå. Ïîèñê ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì
òèïîì L-øàáëîíîâ, êîòîðûå ê òîìó æå ñóùåñòâåííî ìåíüøå ïî äèàìåòðó äâóìåðíûõ
òîðîèäàëüíûõ ñòðóêòóð òîãî æå ðàçìåðà, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ïðè ïðîåêòè-
ðîâàíèè òîïîëîãèé ñåòåé íà êðèñòàëëå.

3. Àëãîðèòì ìàðøðóòèçàöèè äëÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ

Â ñèëó ñèììåòðèè öèðêóëÿíòîâ ïðè ïîèñêå êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó äâóìÿ âåð-
øèíàìè äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç 0 âî âñå âåðøèíû
öèðêóëÿíòà. Èçâåñòíûå àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè [9, 12�15] ðåøàþò ïðîáëåìó ïîèñ-
êà êðàò÷àéøèõ ïóòåé äëÿ äâóìåðíîãî öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà, èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòû
äåâÿòè, ñåìè èëè ïÿòè ñîñåäíèõ íóëåé â ïëîòíîé óêëàäêå ãðàôà íà ïëîñêîñòè è îïðå-
äåëÿÿ êðàò÷àéøèé ïóòü ê âåðøèíå êàê ìèíèìóì ðàññòîÿíèé îò íå¼ äî ýòèõ íóëåé.

Â ðàáîòå [19] äëÿ îïòèìàëüíûõ ñåòåé âèäà C(N ;±1,±s2) ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ
àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè èç [14], èñïîëüçóþùåãî êîîðäèíàòû ïÿòè ñîñåäíèõ íóëåé.
Îáîçíà÷èì ýòè íóëè êàê (0, 0), (u, v), (−a0, b0), (−u,−v) è (a0,−b0). Äàëåå ïðèâåä¼í
òåêñò ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè (àëãîðèòì 2). Çàïèñü òèïà a1 + b1[s2]
îçíà÷àåò, ÷òî ïóòü èç 0 â âåðøèíó i ñîäåðæèò a1 øàãîâ ïî îáðàçóþùåé s1 = 1 ïëþñ
b1 øàãîâ ïî îáðàçóþùåé s2. Çíàêè a1 è b1 îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî
îáðàçóþùåé (+) èëè ïðîòèâ (−). Çàïèñü round(x) îçíà÷àåò îïåðàöèþ îêðóãëåíèÿ:
round(x) = ⌊x+ 0,5⌋.

Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï íàñòðîéêè àëãîðèòìà 2 äëÿ ãðàôîâ îïòèìàëüíîãî ñåìåéñòâà
C(N(d);±1,±s2(d)), ãäå d óäîâëåòâîðÿåò (2), ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïî ôîðìóëàì (3)
îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû a(d), b(d), p(d), q(d) äëÿ L-øàáëîíà ãðàôîâ ñåìåéñòâà. Ðåøå-
íèåì (x, y) ñðàâíåíèÿ x + s2(d)y ≡ 1 (mod N) â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ x = 1, y = 0.
Ýòîò ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï äåëàåòñÿ îäèí ðàç ïðè ôîðìèðîâàíèè òîïîëîãèè ñèñòåìû
â âèäå ãðàôà C(N ;±1,±s2).

Àëãîðèòì 2. Âû÷èñëåíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç 0 â ëþáóþ âåðøèíó ãðàôà
C(N ;±1,±s2)

Âõîä: ïàðàìåòðû N, s2, a, b, p, q, u = a − p, v = b − q, íîìåð âåðøèíû ïðè¼ìíèêà
i ∈ {1, . . . , N − 1}.

Âûõîä: êðàò÷àéøèé ïóòü èç 0 â âåðøèíó i ãðàôà.
1: Åñëè u ⩾ v, òî

a0 := p; b0 := b;
2: èíà÷å
3: a0 := a; b0 := q.

4: (a1, b1) := (i, 0)− (round(ib0/N), round(−iv/N))

(
u v

−a0 b0

)
.

5: P1 := a1 + b1[s2], P2 := a1 − u+ (b1 − v)[s2], P3 := a1 + a0 + (b1 − b0)[s2],
P4 := a1 + u+ (b1 + v)[s2], P5 := a1 − a0 + (b1 + b0)[s2].

6: Èç ïóòåé P1�P5 âûáðàòü ìèíèìàëüíûé ïî ñóììå øàãîâ ïî äâóì îáðàçóþùèì êðàò-
÷àéøèé ïóòü P

′
èç 0 â âåðøèíó i.

Â ñèëó ñèììåòðèè öèðêóëÿíòîâ êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû i â âåðøèíó j ðàâåí
êðàò÷àéøåìó ïóòè èç 0 â âåðøèíó (j−i) mod N , ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè îïòèìàëüíî-
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ãî ìàðøðóòà èç ëþáîãî èñòî÷íèêà â ïðè¼ìíèê äåëàåòñÿ óêàçàííàÿ ïîïðàâêà ñ ïîìîùüþ
öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà íîìåðîâ âåðøèí.

Àëãîðèòì 2 ðåàëèçîâàí íà PC ñ AMD Ryzen 5 5500U â ñèñòåìå âûñîêîóðîâíåâî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ Wolfram Mathematica (WM) è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðåí íà ìíî-
æåñòâå îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±1,±s2) èç äàòàñåòà ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ
ñ ðàáîòîé àëãîðèòìà Äåéêñòðû, âçÿòîì èç áèáëèîòåêè ïîäïðîãðàìì WM. Â ñèëó ñèì-
ìåòðèè öèðêóëÿíòîâ â êà÷åñòâå èñòî÷íèêîâ ñîîáùåíèé ðàññìàòðèâàëèñü íóëåâûå âåð-
øèíû ãðàôîâ, â êà÷åñòâå ïðè¼ìíèêîâ � êàæäàÿ âåðøèíà i = 1, 2, . . . , N − 1. Äëÿ âñåõ
ïîðÿäêîâ ãðàôîâ 12 ⩽ N ⩽ 2048 è âñåõ èõ îïòèìàëüíûõ îáðàçóþùèõ s2 èç äàòàñåòà
îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ àëãîðèòì 2 ïîêàçàë 100%-å ñîâïàäåíèå ïî âû÷èñëÿåìîé
äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè. Òàêæå âûáîðî÷íî ïðîâåðÿëèñü îòäåëüíûå ñòðóêòóðû ñ ÷èñ-
ëîì âåðøèí äî N = 25000.

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì 2 ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè [14],
ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ðàáîòû ñ îïòèìàëüíûìè ãðàôàìè äàòàñåòà, à íå åãî ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ïðè t = ⌊p/u⌋ = 0 (èëè t = ⌊q/v⌋ = 0), ïîñêîëüêó øàã 1 àëãîðèòìà 2 ïðàâèëüíî
çàäà¼ò êîîðäèíàòû ñîñåäíåãî íóëÿ (−a0, b0) è ïðè t = 1.

4. Ðåçóëüòàòû ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïî âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà 2 ñ àëãîðèòìîì èç [14]. Â êà÷å-
ñòâå òåñòîâûõ çàäàíèé âçÿòû ãðàôû ñåìåéñòâ èç óòâåðæäåíèé 1�3. Íà ðèñ. 5�7 ïðèâå-
äåíû ñðåäíèå îöåíêè âðåìåíè T (â ñåêóíäàõ) ðàáîòû àëãîðèòìà 2 è àëãîðèòìà èç [14],
ïîëó÷åííûå äëÿ òð¼õ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ èç óòâåðæäåíèé 1�3 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Çäåñü d�äèàìåòð ãðàôîâ; èñòî÷íèê ñîîáùåíèé� íóëåâàÿ âåðøèíà; ïðè¼ìíèêè�
âñå âåðøèíû ãðàôà. Òî÷êàìè íà ãðàôèêàõ îáîçíà÷åíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèò-
ìà 2, êâàäðàòàìè� àëãîðèòìà èç [14]. Òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü íà PC ñ ïàðàìåòðàìè
AMD Ryzen 5 5500U, 16 Ãáàéò, Windows 11.

Ðèñ. 5. Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè íà ãðàôàõ
ñåìåéñòâà èç óòâåðæäåíèÿ 1



Ìîäåëèðîâàíèå è îöåíêà ðåñóðñíûõ çàòðàò àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè 121

Ðèñ. 6. Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè íà ãðàôàõ
ñåìåéñòâà èç óòâåðæäåíèÿ 2

Ðèñ. 7. Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè íà ãðàôàõ
ñåìåéñòâà èç óòâåðæäåíèÿ 3

Íîâûé àëãîðèòì ïîêàçàë çàòðàòû âðåìåíè äëÿ ðàñ÷¼òà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ñðåä-
íåì â 2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì àëãîðèòì èç [14]. Êðîìå òîãî, îí ìîæåò ðàáîòàòü íà ñå-
ìåéñòâàõ îïòèìàëüíûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±1,±s2), â îòëè÷èå îò àë-
ãîðèòìîâ èç [9, 12, 13], ïðèìåíèìûõ äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ãðàôîâ.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ìàðøðóòà ìåæäó äâóìÿ óçëàìè íå çàâèñèò îò ÷èñëà óçëîâ â ñåòè.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ãðàôîâ ñ ïðÿìîóãîëüíûì L-êîíòóðîì óêëàäêè íà ïëîñêîñòè (òà-
êèõ, êàê ãðàôû èç óòâåðæäåíèé 3 è 4) âðåìÿ èñïîëíåíèÿ àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè
ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óìåíüøåíî çà ñ÷¼ò ñîêðàùåíèÿ äî òð¼õ èëè ÷åòûð¼õ êîëè÷å-
ñòâà íåîáõîäèìûõ äëÿ ìàðøðóòèçàöèè ñîñåäíèõ íóëåé.
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5. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè â ñåòè
íà êðèñòàëëå: îöåíêè ðåñóðñíûõ çàòðàò

Äëÿ ñåòåé íà êðèñòàëëå îñíîâíûìè êðèòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè, îãðàíè÷èâàþùè-
ìè âîçìîæíîñòè êðèñòàëëà, ÿâëÿþòñÿ çàòðàòû ïàìÿòè è ëîãè÷åñêèõ áëîêîâ, â òîì
÷èñëå ïðè ñðàâíåíèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè.

Âûïîëíåíî ìîäåëèðîâàíèå àëãîðèòìà 2 (îáîçíà÷èì åãî LR) â êà÷åñòâå îñíîâû
ìàðøðóòèçàòîðà ñåòè íà êðèñòàëëå è ïðîâåðåíà êîððåêòíîñòü åãî ðàáîòû â ïðîãðàììå
íèçêîóðîâíåâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ HDLNoCGen [22]. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà LR â ñå-
òè íà êðèñòàëëå íà ÿçûêå îïèñàíèÿ àïïàðàòóðû Verilog øàã 2 àëãîðèòìà áûë ÷àñòè÷íî
èçìåí¼í. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ åãî ðàáîòû íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü äåëåíèå è
ðåàëèçîâàòü ìàòåìàòèêó ðàáîòû ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ðåñóðñîçà-
òðàòíîé çàäà÷åé äëÿ ÏËÈÑ. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå (a1, b1) ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò âû÷èñëåíèå îêðóãë¼ííûõ çíà÷åíèé x1, x2:

� x1 := ib0 div N ; åñëè ib0x1 ⩾ N/2, òî x1 := x1 + 1;
� x2 := −iv div N ; åñëè −ivx2 ⩾ N/2, òî x2 := x2 − 1.

Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèò äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå øàãà 2:

� (a1, b1) := (i− x1u+ x2a0,−x1v − x2b0).
Øàãè 3 è 4 àëãîðèòìà LR ëîãè÷åñêè îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé, îòëè÷èå � â ïîñëå-

äîâàòåëüíîé îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé P1, . . . , P5 ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ðå-
ãèñòðîâ, íåîáõîäèìîãî äëÿ õðàíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Ôîðìóëà äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷¼òà ðåñóðñîâ ïàìÿòè â áèòàõ äëÿ îáùåãî âèäà
àëãîðèòìà LR: 2⌈log2N⌉ + 10⌈log2 2d⌉, ãäå N �êîëè÷åñòâî óçëîâ â ñåòè; d�äèàìåòð
ãðàôà; ⌈log2N⌉�íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî áèòîâ äëÿ õðàíåíèÿ ïîðÿäêîâîãî íîìåðà
ìàðøðóòèçàòîðà â ñåòè è îáùåãî êîëè÷åñòâà ìàðøðóòèçàòîðîâ; ⌈log2 2d⌉�íåîáõîäè-
ìîå êîëè÷åñòâî áèòîâ äëÿ õðàíåíèÿ îäíîé ïåðåìåííîé äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëå-
íèé. Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ a, b, p, q ïðîèñõîäèò ÷åðåç äèàìåòð öèðêó-
ëÿíòà d, õðàíèòü èõ íå òðåáóåòñÿ.

Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ïðîâîäèëîñü äëÿ ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ èç
óòâåðæäåíèé 1�4. Òàê êàê àïïàðàòíûå çàòðàòû ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò âèäà ñå-
ìåéñòâ, ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ íà ïðèìåðå ñåìåéñòâà îïòèìàëüíûõ öèð-
êóëÿíòîâ èç óòâåðæäåíèÿ 1 (òàáë. 2 è 3), èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ðîñò ïîòðåáëåíèÿ
ðåñóðñîâ ÷èïà ïðè ðîñòå ÷èñëà óçëîâ ìîæåò áûòü îïèñàí êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ.
Ïðè ýòîì íå íàáëþäàåòñÿ ðåçêèõ âûáðîñîâ íà äàííûõ, òî åñòü çàâèñèìîñòü ìîæíî
îïèñàòü ãëàäêîé ôóíêöèåé ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé àïïà-
ðàò ìàòåìàòè÷åñêîé áèáëèîòåêè Python, íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ïðàêòè÷åñêèõ äàííûõ
íàéäåíû ñëåäóþùèå àïïðîêñèìàöèîííûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷¼òà ðåñóðñîâ ïàìÿòè è ëî-
ãè÷åñêèõ ðåñóðñîâ:

Ureg = 0,0484N2 + 34,71N + 114,27,

Ualm = 0,4566N2 + 221,28N − 1141,2.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àëãîðèòìà LR è àëãîðèòìà èç [14], ïðèìåíèìîãî äëÿ öèð-
êóëÿíòîâ C(N ;±s1,±s2). Îíè ïîêàçàëè ñîèçìåðèìûå õàðàêòåðèñòèêè ïî çàíèìàåìûì
ëîãè÷åñêèì ðåñóðñàì è ðåñóðñàì ïàìÿòè. Íî àëãîðèòì LR ëó÷øå àëãîðèòìà èç [14],
êàê áûëî ïîêàçàíî â ï. 4, ïî÷òè â 2 ðàçà ïî âðåìåíè ðàñ÷¼òà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå.

Ïðîâåäåíî òàêæå ñðàâíåíèå àëãîðèòìà LR ñ ÷åòûðüìÿ ðàíåå ìîäåëèðîâàííûìè
â ñåòè íà êðèñòàëëå àëãîðèòìàìè ìàðøðóòèçàöèè: AA [23] � àäàïòèâíûì àëãîðèòìîì
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Òà á ë è ö à 2
Ðåñóðñû ïàìÿòè â ðåãèñòðàõ REG

Öèðêóëÿíò N Äèàìåòð
Îäèí ìàðøðó-

Âñÿ ñåòü, REG
òèçàòîð, REG

C(25; 1, 7) 25 3 23 745
C(41; 1, 9) 41 4 27 1410
C(61; 1, 11) 61 5 27 2089
C(85; 1, 13) 85 6 31 3367
C(113; 1, 15) 113 7 31 4468
C(145; 1, 17) 145 8 35 6431
C(181; 1, 19) 181 9 35 8069
C(221; 1, 21) 221 10 35 9816

Òà á ë è ö à 3
Ëîãè÷åñêèå ðåñóðñû â ALM-áëîêàõ

Öèðêóëÿíò N Äèàìåòð
Îäèí ìàðøðó-

Âñÿ ñåòü, ALM
òèçàòîð, ALM

C(25; 1, 7) 25 3 139 3415
C(41; 1, 9) 41 4 184 7682
C(61; 1, 11) 61 5 184 11537
C(85; 1, 13) 85 6 237 20679
C(113; 1, 15) 113 7 237 27496
C(145; 1, 17) 145 8 301 44561
C(181; 1, 19) 181 9 301 55683
C(221; 1, 21) 221 10 301 67956

äëÿ öèðêóëÿíòîâ C(N ;±1,±s2); AC [23], PEA [4], GRBT [9] � àëãîðèòìàìè, ïðèìåíè-
ìûìè äëÿ ñåìåéñòâà öèðêóëÿíòîâ âèäà C(N ;±d,±(d + 1)) ïðè d > 1 è èñïîëüçóþ-
ùèìè ðàçíûå ïðèíöèïû âû÷èñëåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôàõ. Íà îñíîâå äàííûõ
î çàíèìàåìûõ ðåñóðñàõ ïàìÿòè (REG) è ëîãè÷åñêèõ ðåñóðñàõ (ALM), ïðèâåä¼ííûõ
â [4, 9, 23], ñîçäàíû àïïðîêñèìàöèîííûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ðåñóðñîâ
äëÿ öèðêóëÿíòîâ ñ êîëè÷åñòâîì óçëîâ, îïðåäåëÿåìûì ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1. Ðå-
çóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 4 è 5, ãäå àëãîðèòìû ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ òðåáóåìûõ ðåñóðñîâ.

Òà á ë è ö à 4
Ðåñóðñû ïàìÿòè REG äëÿ ðàçíûõ

àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè

N AA LR PEA AC GRBT
25 305 745 1286 1319 2550
41 554 1410 2293 2536 5007
61 913 2089 3569 4273 8232
85 1415 3367 5125 6674 12326
113 2100 4468 6975 9913 17413
145 3011 6431 9135 14190 23635
181 4202 8069 11624 19736 31155
221 5729 9816 14461 26811 40158

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: ïî çàíèìàåìûì ðåñóðñàì ïàìÿòè àëãîðèòì LR
ëó÷øå âñåõ ðàññìîòðåííûõ â òàáë. 4, êðîìå àëãîðèòìà AA. Àëãîðèòì ÀÀ� ëó÷øå ïî
ðåñóðñàì ïàìÿòè, íî ïðîèãðûâàåò LR â áûñòðîäåéñòâèè èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà
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Òà á ë è ö à 5
Ëîãè÷åñêèå ðåñóðñû ALM äëÿ ðàçíûõ

àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè

N PEA LR GRBT AC AA
25 3560 3415 4755 6350 12524
41 7004 7682 9198 13666 25829
61 11352 11537 14435 26066 44121
85 16632 20679 20255 45721 68508
113 22879 27496 26405 75235 100319
145 30132 44561 32589 117648 141106
181 38438 55683 38470 176433 192639
221 47848 67956 43667 255495 256914

îïåðàöèé äåëåíèÿ è ïðèñâàèâàíèÿ [23]. Ïî ëîãè÷åñêèì ðåñóðñàì LR ëó÷øå àëãîðèòìîâ
AA è AC. Ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì GRBT îí ïîêàçàë ñåáÿ ëó÷øå ïî ALM äëÿ ñåòè
ñ ðàçìåðîì äî 61 óçëà, íî àëãîðèòì GRBT â 4 ðàçà õóæå ïî òðåáóåìûì çàòðàòàì
ïàìÿòè.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì àíàëèòè÷åñêîãî òèïà PEA îí îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå ïî-
÷òè â 1,5 ðàçà ïî ðåñóðñàì ïàìÿòè, íî ïðîèãðûâàåò äî 30% ïî ëîãè÷åñêèì ðåñóðñàì.
Òàê êàê ALM îáû÷íî ìåíåå öåííûé ðåñóðñ, ÷åì ïàìÿòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïðåäåëü-
íî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ìàðøðóòèçàòîðîâ â ñåòè íà êðèñòàëëå, òî ïðåäëîæåííûé
àëãîðèòì äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì àëãîðèòìû PEA è GRBT. Â îòëè-
÷èå îò àëãîðèòìîâ PEA è GRBT, ïðèìåíèìûõ äëÿ îïòèìàëüíûõ öèðêóëÿíòîâ âèäà
C(N ;±d,±(d+ 1)), àëãîðèòì LR îðèåíòèðîâàí íà èñïîëüçîâàíèå â ñåòè íà êðèñòàëëå
òîïîëîãèè êîëüöåâûõ öèðêóëÿíòîâ C(N ;±1,±s2). Îòìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ îáðàçóþ-
ùàÿ s1 = 1 ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîñòûõ ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ ìàðø-
ðóòèçàöèè è ñëîæíûõ àäàïòèâíûõ è îòêàçîóñòîé÷èâûõ âû÷èñëåíèé, è äëÿ òàêîé òî-
ïîëîãèè ñåòè íà êðèñòàëëå ìîæíî ïðèìåíÿòü ãîòîâûå 4-ïîðòîâûå ìàðøðóòèçàòîðû,
èñïîëüçóåìûå äëÿ òîðîèäàëüíûõ òîïîëîãèé.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå íà óðîâíÿõ âûñîêîóðîâíåâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñèñòåìå Wolfram
Mathematica è íèçêîóðîâíåãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñåòè íà êðèñòàëëå HDLNoCGen èññëå-
äîâàí êîìïëåêñíûé ïîäõîä ê êîäèçàéíó òîïîëîãèé è àëãîðèòìîâ ìàðøðóòèçàöèè äëÿ
ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ ïî äèàìåòðó êîëüöåâûõ äâóìåðíûõ öèðêóëÿíòíûõ ñåòåé. Ïðî-
âåäåíî ìîäåëèðîâàíèå â ñåòè íà êðèñòàëëå òîïîëîãèé ñåìåéñòâ îïòèìàëüíûõ êîëü-
öåâûõ öèðêóëÿíòîâ. Íà òàêèõ òîïîëîãèÿõ ðåàëèçîâàí è èññëåäîâàí íîâûé àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ïî îöåíêàì âðåìåííûõ è ðåñóðñíûõ çàòðàò. Ðåàëèçàöèÿ
ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ìàðøðóòèçàöèè â êà÷åñòâå îñíîâû ìàðøðóòèçàòîðà â ñåòè
íà êðèñòàëëå è ïðîâåä¼ííîå ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè ïîèñêà êðàò÷àéøèõ
ïóòåé ïîêàçàëè ïðèåìëåìûå çíà÷åíèÿ åãî ðåñóðñíûõ çàòðàò ïî ïàìÿòè è ëîãè÷åñêèì
ðåñóðñàì è ýôôåêòèâíîñòü ïî çàòðàòàì âðåìåíè ïðè ðàñ÷¼òå êðàò÷àéøèõ ïóòåé.
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