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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ АНАЛОГИ РЯДОВ
В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ1

Исследуются интегральные аналоги условно сходящихся рядов в банаховых
пространствах. Показано, что область значений интегрального аналога ряда
есть аффинное подпространство.  Его можно найти способом, описанным в
теореме Штейница об области сумм рядов в конечномерных пространствах.
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сумм ряда, перестановка интеграла, область значений интеграла.

Рассмотрим  сходящийся ряд 
1

i
i

x
∞

=
∑  в банаховом пространстве  Е над полем R.

Интегральным аналогом этого ряда назовём несобственный интеграл Бохнера

0 0

( ) lim ( )x t dt x t dt
→+∞ τ

τ→+∞
=∫ ∫ , где x(t) = xi при  t∈[i – 1, i), i ∈ N. Заметим, что собст-

венный интеграл Бохнера
0

( )x t dt
+∞

∫ существует тогда и только тогда, когда сущест-

вует 
10

( ) i
i

x t dt x
+∞ ∞

=
= ∑∫ , однако несобственный интеграл

0

( )x t dt
→+∞

∫  определен  и

его значение  совпадает с суммой ряда 
1

i
i

x
∞

=
∑ . Пусть члены ряда переставлены

биекцией  π: N→N. Тогда интегральный аналог можно переставить соответствую-

щим образом:
0 0

( ( )) lim ( ( ))x t dt x t dt
→+∞ τ

τ→+∞
δ = δ∫ ∫ , где δ: [0;+∞)→ [0;+∞), δ([i – 1, i)) =

= [π(i) – 1, π(i)). В общем случае под перестановкой интеграла 
0

( )x t dt
→+∞

∫  пони-

маем 
0

( ( ))x t dt
→+∞

δ∫ , где δ: [0;+∞)→ [0;+∞) – биекция, сохраняющая меру Лебега,

то есть перестановка (cм. [1]). Аналогично области сумм ряда (см. [2]) опреде-
лим  область значений несобственного интеграла, как множество всех таких
элементов  y∈E , что найдётся  перестановка δ: [0;+∞)→ [0;+∞), для которой не-

собственный интеграл 
0

( ( ))x t dt
→+∞

δ∫  сходится к y.

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инно-
вационной России».  Госконтракт П937 от 20 августа 2009 года.
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В работе [1] рассмотрен  ряд Корнилова (см. [3]) 
1

i
i

∞

=
ϕ∑ , φi∈Lp(0;1), область

сумм которого состоит из двух точек Lp(0,1), а именно, из функций, тождественно
равных 0 и 1 на интервале (0;1). В [1] показано, что интегральный аналог этого

ряда 
0

( )t dt
→+∞

ϕ∫  имеет область значений, состоящую из всех постоянных функций

в Lp(0,1).  Цель нашей работы – доказать, что интегральный аналог любого услов-
но сходящегося ряда в банаховом пространстве Е  имеет в качестве области зна-
чений аффинное подпространство  в пространстве  Е. А именно, докажем сле-
дующую теорему.

Теорема. Пусть дан  условно сходящийся ряд 0
1

i
i

x s
∞

=
=∑  в банаховом про-

странстве Е. Тогда для его интегрального аналога 
0

( )x t dt
→+∞

∫ выполнено:

ОС (
0

( )x t dt
→+∞

∫ ) = s0 + *

1
: ( ) ( ) 0i

i
x E f E f x f x

∞

=

⎧ ⎫
∈ ∀ ∈ < +∞⇒ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ .

Отметим, что множество s0 + *

1
: ( ) ( ) 0i

i
x E f E f x f x

∞

=

⎧ ⎫
∈ ∀ ∈ < +∞⇒ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  есть,

согласно теореме Штейница,   область сумм ряда 
1

i
i

x
∞

=
∑ , если пространство  Е ко-

нечномерно (см. [2]). В случае бесконечномерного пространства Е область сумм
ряда лишь содержится в этом множестве, но она может быть незамкнутой, огра-
ниченной и даже состоять из конечного числа элементов [3].  Наличие в беско-
нечномерном пространстве рядов, область сумм которых не подчиняется теореме
Штейница (например, состоит из конечного числа точек), можно объяснить суще-
ствованием несжимаемых систем (см. [4]). А именно, в любом бесконечномерном
банаховом пространстве для всякого М > 0 найдется система векторов

{x1, x2, …, xn}, такая, что ( )1 11
max max

j

i jj n j ni
x M xπ

≤ ≤ ≤ ≤=
≥ ⋅∑ +

1

n

i
i

x
=
∑  для любой переста-

новки π:{1,2,…,n}→ {1,2,…,n}. Такие системы называются М-несжимаемыми.
Приведём пример 3-несжимаемой системы в пространстве с0 с нулевой суммой.
Система состоит из 6 векторов:

x1 = (  1,   1,   1,   1,   1,   1,   1,   1,   1,   1, 0, 0,...)
x2 = (  1, –1,   1, –1, –1, –1, –1,   1,   1, –1, 0, 0,...)
x3 = (  1,   1, –1,   1, –1,   1, –1, –1, –1, –1, 0, 0,...)
x4 = (–1,   1, –1, –1,   1, –1, –1,   1, –1,   1, 0, 0,...)
x5 = (–1, –1,   1, –1,   1,   1,   1, –1, –1, –1, 0, 0,...)
x6 = (–1, –1, –1,   1, –1, –1,   1, –1,   1,   1, 0, 0,...)
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Число ненулевых координат в каждом векторе этой системы равно 3
6

1 10
2

C = ,

то есть число –1 поставлено на любые 3 из 6 мест по вертикали, а потом убраны
столбцы, которые получаются из встретившихся раньше умножением на –1.

Следующая лемма показывает, что при переходе к интегральному аналогу ря-
да любую систему векторов можно сжать.

Лемма 1. Пусть дана система векторов {x1, x2, …, xn} в пространстве Е. Пусть

xk = 0 ∀k > n,
0

( )x t dt
→+∞

∫ – интегральный аналог ряда 
1

k
k

x
∞

=
∑ . Тогда для любого ε > 0

найдется перестановка δ: [0;+∞)→ [0;+∞), такая, что 
0 10

sup ( ( ))
n

i
n i

x t dt x
τ

<τ< =
δ < + ε∑∫ ,

причем δ([0; n)) = [0; n), [ ; ) ( )n t t+∞δ = , то есть перестановка δ отлична от тождест-
венной только на множестве [0; n).

Доказательство. Зафиксируем ε > 0. Пусть 
1 11
max max

j

i ij n i ni
x M x

≤ ≤ ≤ ≤=
=∑ . Найдем

N∈N такое, что 
1

1 max ii n

M x
N ≤ ≤

+
< ε . Строим искомую перестановку δ. Каждый по-

луинтервал [i – 1, i) (i = 1, 2,…, n) делим на N равных промежутков
[i – 1+(k–1)/N, i–1+k/N),  k = 1, 2,…, N.

На первом шаге составляем подряд первые промежутки из каждого полуин-
тервала:

δ ([(i–1)/N; i/N)) = [i –1, i –1+1/N), i = 1, 2 ,…, n.
Вторым шагом составляем подряд вторые промежутки из каждого полуинтер-

вала:
δ ([n/N+(i–1)/N; n/N +i/N)) = [i –1+1/N, i –1+2/N), i = 1, 2 ,…, n.

Соответственно на K-м шаге δ ([(K–1)n/N +(i–1)/N; (K–1)n/N +i/N)) = 
= [i –1+(K–1)/N, i –1+K/N), i = 1, 2,…, n.

Сделав N шагов, мы закончим построение функции δ на полуинтервале [0; n).
Осталось положить [ ; ) ( )n t t+∞δ =  и построение нужной перестановки δ закончено.

Оценим 
0 0

sup ( ( ))
n

x t dt
τ

<τ<
δ∫ . Заметим, что при K = 1, 2, ..., N

( )

1 /

1 1 11 1 ( 1) /

1 1( ( )) ( )

Kn
i K NN n n n

i i
i i iK n i K N

N

x t dt x t dt x x
N N

− +

= = =− − + −

δ = = =∑ ∑ ∑∫ ∫ .

Пусть  τ∈[ Kn
N

+ j/N; Kn
N

+(j+1)/N) при некоторых K, j. Имеем

0 0

( ( )) ( ( )) ( ( ))

Kn
N

Kn
N

x t dt x t dt x t dt
τ τ

δ ≤ δ + δ ≤∫ ∫ ∫
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1 ( 1) /

1 1 1 / / /

( ) ( ( ))
i K Njn

i
i i i K N j N Kn N

K x x t dt x t
N

− + + τ

= = − + +

≤ + + δ ≤∑ ∑ ∫ ∫

≤ 
1 1

1jn

i i
i i

x x
N= =

+∑ ∑ + ||xj+1||/N.

Поэтому

1 1 10 1 1 1 10

1 1sup ( ( )) max max max
jn n n

i i i i i ij n i n i nn i i i i

Mx t dt x x x x x x
N N

τ

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤<τ< = = = =

⎛ ⎞ +
δ ≤ + + = + < +ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑∫ ,

что и требовалось. ■
Замечание. Ниже нам понадобится обобщенный вариант леммы 1:
Пусть дана система {x1, x2, …, xn} векторов в пространстве Е,

{ai, i = 0, 1, 2,…, n} – возрастающая система вещественных чисел,  x(t) = xi при
t∈[ai – 1, ai), x(t) = 0 при остальных t, αi = ai – ai–1 . Тогда для любого ε > 0 найдется

перестановка δ, такая, что 
0 0 1
sup ( ( ))

n

n

i i
a a ia

x t dt x
τ

<τ< =
δ < α + ε∑∫ , причем δ отлична от

тождественной только на множестве [a0; an).
Доказательство проводится аналогично лемме 1, а именно,  нужно разделить

каждый полуинтервал [ai–1, ai) на N равных промежутков, где 
1

1max i ii n

M x
N ≤ ≤

+
α < ε ,

число М получено из равенства 
1 11
max max

j

i i i ij n i ni
x M x

≤ ≤ ≤ ≤=
α = α∑ .

Для работы с интегралом нам понадобится
Лемма 2. Пусть функция : [0, )f +∞ → R  интегрируема по Лебегу на [0;+∞).

Тогда для любой перестановки δ: [0;+∞)→ [0;+∞)  интеграл Лебега 
0

( ( ))f t dt
+∞

δ∫

существует и выполнено равенство:
0 0

( ) ( ( ))f t dt f t dt
+∞ +∞

δ=∫ ∫ .

Доказательство. Используем определение интеграла Лебега. Множество
простых функций на [0;+∞) обозначим через ([0, ))+∞P , σ-алгебру измеримых по
Лебегу множеств в [0;+∞) – через [0, )+∞L . Пусть последовательность Коши

1{ }n n
∞
=ϕ  такова, что ( ) ( )n n

t tf
→∞

ϕ →  почти всюду. А именно, 
,,

1

n

i n

k

n i n A
i

a
=

ϕ = χ∑ ,

,i na ∈R ,  , [0, )i nA ∈ +∞L , , ,i n j nA A∩ = ∅  при i j≠ ,

,

,

,

1, ,
( )

0, .i n

i n
A

i n

t A
t

t A
∈⎧

χ = ⎨ ∉⎩
Тогда по определению

, ,
10

( ) lim
nk

i n i nn i
f t dt a A

+∞

→∞ =
= μ∑∫ .
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Докажем, что последовательность простых функций 1{ }n n
∞
=ϕ πD  является по-

следовательностью Коши в пространстве ([0, ))+∞P и сходится к функции f πD
почти всюду. Заметим, что χА◦π = 1A−π

χ для любого [0, )A∈ +∞L .
Пусть 0ε > . Выберем N ∈N  так, что

, :p q N∀ >  
0

( ) ( )p q p qt t dt
+∞

ϕ −ϕ = ϕ −ϕ < ε∫P
.

Тогда для любых , :p q N>

, , ,

, , ,
, , ,

, , ,1 1 1 1

p q p q

i p j q i j

k k n n
i j i p j q

p q i p A j q A i j B
i j i p j qi j i j

B A A
a a b

b a a= = = =

= ∩
ϕ −ϕ = χ − χ = = χ =

= −∑ ∑ ∑∑P
P P

1
,

, , ,
1 1 1 1

p q p q

i j

n n n n

i j i j i j B
i j i j

b B b −π
= = = =

= μ = χ =∑∑ ∑∑
P

1 1
, ,

1

, ,1 1
, , 1 1

, p q

i p j q

k k

i p j qA A
i p j q i j

Bi j
a a

A A − −

−

− − π π
= =

π =
= χ − χ =

= π ∩π ∑ ∑
P

, ,, ,
1 1

p q

i p j q

k k

i p A j q A p q
i j

a a
= =

= χ π− χ π = ϕ π−ϕ π∑ ∑D D D D
P

P

,

Следовательно, p qϕ π−ϕ π < εD D
P

.

Пусть множество [0, )M ∈ +∞L таково, что 0Mμ =  и lim ( ) ( )nn
t f t

→∞
ϕ =  для лю-

бых [0, ) \t M∈ +∞ . Тогда ( )1 0M−μ π =  и ( ) ( )lim ( ) ( )nn
t f t

→∞
ϕ π = π  для любых

1[0, ) \t M−∈ +∞ π .
Осталось заметить, что

( )1
, , , ,

1 10 0 0

( ( )) lim lim lim ( )
n nk k

n i n i n i n i nn n ni i
f t dt a A a A f t dt

+∞ +∞ +∞
−

→∞ →∞ →∞= =
π = ϕ π = μ π = μ =∑ ∑∫ ∫ ∫D .

Лемма доказана.
Нам понадобится следующая лемма (см.  [2]).

Лемма 3. Пусть дан условно сходящийся ряд 
1

i
i

x
∞

=
∑  в банаховом пространстве Е.

Пусть y ∈ E, ( )1
1

{ } : 0 1, 1, 2,...
N

i i i i i
i

Q x x N∞
=

=

⎧ ⎫
= λ ≤ λ ≤ =⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑  (замыкание множества

конечных сумм элементов ряда 
1

i
i

x
∞

=
∑ с весами от 0 до 1),

*
0 1

1
({ } ) : ( ) ( ) 0i i i

i
x x E f E f x f x

∞
∞
=

=

⎧ ⎫
Γ = ∈ ∀ ∈ < +∞⇒ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  (аннулятор множест-

ва функционалов сходимости ряда
1

i
i

x
∞

=
∑ ).
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Тогда для каждого элемента ( )1{ }i ix y Q x ∞
=∈ +  множество 0 1({ } )i ix x ∞

=+ Γ  со-

держится в ( )1{ }i iy Q x ∞
=+ .

Доказательство теоремы.

1. Покажем, что  ОС (
0

( )x t dt
→+∞

∫ ) ⊃ s0 + 0 1({ } )i ix ∞
=Γ . Для простоты записи обо-

значим Г0= 0 1({ } )i ix ∞
=Γ . Пусть s∈s0 + Г0.

Построим сначала перестановку σ:[0;+∞)→ [0;+∞) и возрастающую последо-

вательность положительных чисел (τk)→∞ так, что 
0

lim ( ( ))
k

k
x t dt s

τ

→∞
σ =∫ . Зафикси-

руем числовую последовательность (εk)→0,  εk > 0. Так как s0 ∈ 1({ } )i iQ x ∞
= , то по

лемме 3 имеем: s ∈s0 + Г0 ⊂ 1({ } )i iQ x ∞
= , то есть найдутся [ ]1 0;1iλ ∈ , для которых

выполнено условие 
1

1
1

1

N

i i
i

s x
=

− λ < ε∑ . Положим τ1=
1

1 1
1

1
(1 )

N

i
i=

λ + −λ∑ . Перестановку σ

на [0; τ1) зададим так: для каждого i∈{1, 2,…, N1}, такого, что 1 0iλ > , возьмем

промежуток [i – 1, 1
iλ + (i – 1)), затем составим эти промежутки подряд в порядке

следования индекса i и добавим в конце промежуток  [1 – 1
1λ ; 1), если 1

1λ ≠1.  Мы
не будем указывать точную формулу для перестановки σ, отметим только еще
раз, что объединение вышеназванных промежутков есть σ([0; τ1)) и это множество
содержит полностью промежуток [0; 1). Получаем

1 1
1 1

1 1 1 1
10

( ( )) (1 )
N

i i
i

x t dt s x x s x
τ

=
σ − = λ + −λ − < + ε∑∫ .

Обозначим 
1

1
0

( ( ))x t dt s
τ

σ =∫ . Отметим, что

{ } { }( )
1

1
0 1 11 (1 ) , 2,3,...,i i ii Ns s Q x x i N∞

= +∈ + ∪ −λ = ,

множество  { } { }( )
1

1
0 11 (1 ) , 2,3,...,i i ii Nx x i N∞

= +Γ ∪ −λ =  совпадает с 0 1({ } )i ix ∞
=Γ , так

как изменилось только конечное число членов ряда. Тогда по лемме 3
{ } { }( )

1

1
0 0 1 11 (1 ) , 2,3,...,i i ii Ns s s Q x x i N∞

= +∈ + Γ ⊂ + ∪ −λ = , то есть найдутся

[ ]2 0;1iλ ∈ , для которых выполнено условие 
2

2
1 2

2

N

i i
i

s s x
=

− − λ < ε∑ . При этом оче-

видно, что 2 1
11 , 2,3,...,i i i Nλ ≤ −λ = и можно считать, что N2 ≥ N1. Положим

τ2=
2

2 1 2
1 2 2

2
(1 )

N

i
i=

τ + λ + −λ − λ∑ . Перестановку σ на [τ1; τ2) зададим так: для каждого

i∈{2, 3,…, N1}, такого, что 2 0iλ > , возьмем промежуток [ 1
iλ +(i – 1), 2 1

i iλ + λ +(i – 1)),
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а при i∈{ N1+1,…, N2} – промежуток [i – 1, 2
iλ +(i – 1)), составим эти промежутки

подряд в порядке следования индекса i, а в конце добавим промежуток
[2– 1 2

2 2λ − λ , 2), если он не пуст. В результате определено множество σ([0; τ2)), ко-
торое содержит полностью промежуток [0, 2), причем

2 2
2 1 2

1 2 2 2 2 2
20

( ( )) (1 )
N

i i
i

x t dt s s x x s x
τ

=
σ − = + λ + − λ −λ − < + ε∑∫ .

Построение τ3 аналогично построению  τ2. Обозначим 
2

2
0

( ( ))x t dt s
τ

σ =∫ . Имеем

{ } { } { }( )
2

2 1 2
0 2 1 1 21 (1 ) , 3,..., (1 ) , 1,...,i i i i i ii Ns s Q x x i N x i N N∞

= +∈ + ∪ −λ −λ = ∪ −λ = + ,

следовательно, по лемме 3

s∈s0 + г0⊂ { } { } { }( )
2

2 1 2
2 1 1 21 (1 ) , 3,..., (1 ) , 1,...,i i i i i ii Ns Q x x i N x i N N∞

= ++ ∪ −λ −λ = ∪ −λ = + .

Находим [ ]3 0;1iλ ∈ , такие, что 
3

3
2 3

3

N

i i
i

s s x
=

− − λ < ε∑ . Положим

τ3=
3

3 1 2 3
2 3 3 3

3
(1 )

N

i
i=

τ + λ + −λ −λ −λ∑ .

Перестановку σ на [τ2, τ3) зададим так: для каждого i∈{3,…, N1}, такого,
что 3 0iλ > , возьмем промежуток [ 2 1

i iλ + λ +(i – 1), 3 2 1
i i iλ + λ + λ +(i – 1)), при

i∈{N1+1,…, N2} – промежуток [ 2
iλ +(i – 1), 3 2

i iλ + λ +(i – 1)), а при i∈{N2+1,…, N3}

– промежуток [i – 1, 3
iλ +(i – 1)). Составим эти промежутки подряд в порядке сле-

дования индекса i, а в конце добавим промежуток [3– 1 2 3
3 3 3λ −λ −λ , 3), если он не

пуст. В результате определено множество σ([0, τ3)), которое содержит полностью
промежуток [0, 3), причем

3

3 3
0

( ( ))x t dt s x
τ

σ − < + ε∫ .

Построение дальнейших членов последовательности (τk)  и перестановки σ на
промежутках [τk–1, τk) аналогично, при этом всякий раз σ([0, τk)) содержит [0, k) и

0

( ( ))
k

k kx t dt s x
τ

σ − < + ε∫ .

Теперь «исправим» перестановку σ отдельно на каждом промежутке [τk–1,τk),

построив перестановку δ:[0;+∞)→[0;+∞) такую, что 
0

( ( ))x t dt s
→+∞

σ δ =∫ D . Для каж-

дого k∈N рассмотрим систему элементов { k
jα xj, j∈Jk},

{ } { }1 1 2
1, 1,..., (1 ... )k k

i i k k k k kx i k N x+
+λ = + ∪ −λ −λ − −λ ={ k

jα xj, j∈Jk},
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которая состоит из элементов, добавленных к значению
0

( ( ))
k

ks x t dt
τ

= σ∫ для полу-

чения 
1

1
0

( ( ))
k

ks x t dt
+τ

+ = σ∫ . Заметим, что 
k

k
j j

j J
x

∈
α∑ =

1

0

( ( ))
k

x t dt
+τ

σ∫ –
0

( ( ))
k

x t dt
τ

σ∫ →0

при k→∞, где k
jα – длина промежутка, на котором зафиксирован соответствую-

щий элемент xj . К системе {xj}, j∈Jk ,  применим обобщенный вариант леммы 1 и
получим перестановку δk,  отличную от тождественной на [τk; τk+1) и такую, что

1

sup ( ( ( )))
k k kk

k
k j j k

j J
x t dt x

+

τ

τ <τ<τ ∈τ

σ δ < α + ε∑∫ . Перестановку δ построим так:

δ(t) = δk (t) при t∈[τk, τk+1), δ(t) = t при t∈[0, τ1). Имеем

0 0

( ( ( ))) ( ( ( ))) ( ( ( )))
k

k

kx t dt s x t dt s x t dt
ττ τ

τ

σ δ − ≤ σ δ − + σ δ =∫ ∫ ∫

0

( ( )) ( ( ( ))) 0
k

kk

k
k k k j j k

j J
x t dt s x t dt x x

τ τ

∈τ

= σ − + σ δ < + ε + α + ε →∑∫ ∫ при τ → +∞,

что и требовалось доказать.

2. Покажем, что ( )0 0 1
0

OC ( ) { }i ix t dt s x
→+∞

∞
=

⎛ ⎞
⊂ + Γ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ .

Заметим, что 0
0

( )x t dt s
→+∞

=∫ . Допустим сначала, что ( )0 1{ }i ix E∞
=Γ = , то есть не

существует функционалов сходимости: для каждого f E∗∈  ряд 
1
| ( ) |i

i
f x

∞

=
∑  расхо-

дится. Тогда ( )0 0 1 0{ }i is x s E E∞
=+ Γ = + =  и по доказанному  в п.1 теоремы

( )0 0 1
0

OC ( ) { }i ix t dt s x E
→+∞

∞
=

⎛ ⎞
⊃ + Γ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . Таким образом,

( )0 0 1
0

OC ( ) { }i ix t dt E s x
→+∞

∞
=

⎛ ⎞
= = + Γ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ,

что и требовалось доказать.
Рассмотрим теперь случай, когда функционалы сходимости существуют. За-

фиксируем такое f E∗∈ , что 
1
| ( ) |i

i
f x

∞

=
< +∞∑ . Заметим, что для функции

[ ): 0;f x +∞ →D R  существует собственный интеграл Лебега 
0

( ( ))f x t dt
+∞

∫ , по-

скольку
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[ ]

[ ]
10 0 [ ]

( ( )) lim ( ( )) lim ( ) ( )i
i

f x t dt f x t dt f x f x dt
+∞ τ ττ

τ
τ→+∞ τ→+∞ = τ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫ ∫ ∫

[ ] [ ] 1

[ ]
1 1 1

lim ( ) ( [ ]) ( ) lim ( ) ( )i i i
i i i

f x f x f x f x
τ τ + ∞

τ
τ→+∞ τ→+∞= = =

⎛ ⎞
= + τ − τ ≤ = < +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ .

Согласно лемме 2, для любой перестановки δ: [0;+∞)→ [0;+∞) существует инте-

грал 
0 0

( ( )) ( )f t dt f t dt
+∞ +∞

δ =∫ ∫ . Зафиксируем 
0

OC ( )y x t dt
→+∞⎛ ⎞

∈ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ , 

0

( ( ))y x t dt
→+∞

= δ∫ .

Заметим, что для всех 0γ >  
0 0

( ) ( ( ))f x t dt f x t dt
γ γ⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫  (см. [5, теорема III.6.20]).

Имеем

0 0 0

( ) ( ( )) lim ( ( )) lim ( ( ))f y f x t dt f x t dt f x t dt
γ γ→+∞

γ→+∞ γ→+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= δ = δ = δ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫

( ) ( )
0 0

lim ( ( )) ( ( ))f x t dt f x t dt
γ →+∞

γ→+∞
= δ = δ =∫ ∫ ( )

0

( ( ))f x t dt
+∞

δ =∫

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

( ) ( ) lim ( ) lim ( )f x t dt f x t dt f x t dt f x t dt
γ γ+∞ →+∞

γ→+∞ γ→+∞

⎛ ⎞
= = = = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫

0
0 0

lim ( ) ( ) ( )f x t dt f x t dt f s
γ →+∞

γ→+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ .

Тогда 0( ) 0f s y− =  и ( )0 0 1{ }i iy s x ∞
=∈ + Γ . Доказательство теоремы завершено.
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