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ОЦЕНКИ ИСКАЖЕНИЯ МОДУЛЕЙ ДЛЯ ОТОБРАЖЕНИЙ
С S-УСРЕДНЕННОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ1

В настоящей работе исследуются геометрические свойства отображений с s-
усредненной характеристикой. Для таких отображений доказаны теоремы об
оценке искажения модуля семейства кривых и модуля образа семейства кри-
вых. Полученные результаты дают возможность установить эквивалент-
ность геометрического и аналитического определений отображений с s-
усредненной характеристикой и позволяют расширить математический ап-
парат  при их исследовании.

Ключевые слова: отображения с s-усредненной характеристикой, модуль
семейства кривых, оценка искажения модуля.

Метод модулей является мощным средством для изучения различных свойств
пространственных отображений. Метод опирается на неравенства, описывающие
поведение модуля семейства кривых, когда семейство преобразуется данным ото-
бражением, а также на некоторые оценки для модулей. Основные результаты в
этом направлении описаны в работах Väisälä [1], Шабата [2], Сычева [3] при изу-
чении пространственных гомеоморфных отображений; Martio, Ricman, Väisälä [4],
Решетняка [5], а также Полецкого [6] при изучении пространственных негомео-
морфных отображений; Стругова [7], Кругликова [8], Малютиной [9] при изуче-
нии отображений с искажением, ограниченным в среднем и при изучении ото-
бражений с s-суммируемой характеристикой.

Цель данной работы – показать, что метод модулей можно распространить на
класс отображений с s-усредненной характеристикой.

Пусть D – область в nR  и отображение : nf D → R  – открытое, непрерывное,

изолированное, ( )1
,n locf W D∈ � . Можно считать, что  якобиан отображения J (x, f)

сохраняет знак почти всюду в D (для определенности возьмем J (x, f ) > 0).
Известно (см. напр. [3, 9]), что для отображения  ( )1

,n locf W D∈ � , определены
следующие величины:

( , )( , )
( , )I n

J x fK x f
l f x

= , (1)

KI (x, f ) – внутренняя дилатация отображения  f, ( ) ( )
1

, min
h

l x f f x h
=

′= ;

                                                          
1 Работа (частично) профинансирована Федеральным агентством по науке и инновациям России по
контракту № 02.740.11.0238 и по контракту П937 по ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры
инновационной России» на 2009 – 2013 годы.
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( ) ( )
( )

,
,

,

n

О
L x f

K x f
J x f

= , (2)

KO (x, f ) – внешняя дилатация отображения  f, ( ) ( )
1

, max
h

L x f f x h
=

′= ;

а также выполнены неравенства
( ) ( ) ( )( ), min , , ,I OK x f K x f K x f≤ ≤

( ) ( ) ( )( ) ( )12 , max , , , , ,
n

n
I OK x f K x f K x f K x f−≤ ≤ ≤  (3)

где ( ) ( )
( )

2, ,
,

n nf x
x f n

J x f

− ∇
λ =    ( ) ( )

( )
, .

,
f x

K x f
l x f

′
=  (4)

 Пусть A ⊂ D – открытое множество. Для x∈A обозначим через N (y, f, A), как и
в [11], число точек из 1( )A f y−∩  и положим, что N ( f, A) = sup N (y, f, A)  по всем

y ∈ nR . Ясно, что N ( f, A) ≥ 1.

Пусть A ⊂ nR  – некоторое множество. Под кривой γ ∈ A, как и в [6], мы будем
понимать непрерывное отображение, непостоянное на любом отрезке, а также
множество { : ( ), [0,1]}x x t tγ = ∈ = γ ∈1R .

Пусть :f A → mR  – непрерывное отображение  и γ ∈ A – кривая. Тогда

f γ ∈D mR , согласно [1], – тоже кривая. Если  f ° γ  локально спрямляемая кривая и

если : fρ γ →D 1R  – неотрицательная борелевская функция, тогда  определен ли-
нейный интеграл от функции ρ по кривой  f ° γ.

 Пусть Γ⊂ A – произвольное семейство кривых и :f A → nR  – непрерывное
отображение. Образом семейства Γ при отображении  f  называется совокупность
f (Γ) всех кривых : [0,1]f γ →D nR , где : [0,1]γ → nR  – произвольная кривая се-
мейства Γ. Обозначим через ds элемент длины на кривой γ .

Определение 1. Пусть Γ ⊂ nR  – некоторое семейство кривых. Функция
:ρ →n 1R R  называется допустимой метрикой для Γ ( ρ ∧ Γ ), если она неотрица-

тельна, измерима по Борелю и 1xds
γ
ρ ≥∫  для  ∀ γ ∈ Γ, где dsx= ds/(1+|x|2).

Для произвольного l, 0 < l < ∞, определим модуль порядка l семейства Γ как

( ) inf ( )
l

l xM x d
ρ∧Γ

Γ = ρ σ∫ nR

или просто M(Γ), где dσx= dx/(1+|x|2)n.
Теорема 1. Пусть ,D D′ ⊂ nR  – области,  f : D →D′ – отображение с ,O SK∗ -ус-

редненной характеристикой [11], s > 1. Пусть A ⊂ D  – борелевское множество та-
кое, что N (f, A) < ∞. Тогда существует ограниченная, неотрицательная, аддитив-
ная, абсолютно непрерывная функция ,O S

∗Φ  борелевских множеств в D, такая, что
для любого семейства кривых Γ⊂ A выполнено неравенство

( ) ( )1 1
, /( 1)( ) , ( ) .s s s

n O S ns sM N f A A M f− ∗ −
−Γ ≤ ⋅Φ ⋅ Γ
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Доказательство. Предположим, что f∗ρ ∧ Γ . Определим функцию :ρ →n 1R R
следующим образом:

( )
( )

( )
2

( 1) /2

1
( ( )) , , ,

1
0, .

s s
x

f x L x f x A
x y

x A

∗
−

⎧ +
ρ ⋅ ∈⎪

ρ = ⎨ +
⎪

∉⎩
Покажем, что ρ ∧ Γ .
Функция ρ(x) измерима по Борелю как композиция измеримых борелевских

функций.
Пусть  Γ0 – семейство всех спрямляемых кривых γ∈Γ, таких, что f абсолютно

непрерывно на γ . Тогда, если γ0 – параметризация γ посредством ее длины дуги,

то 0f γD  абсолютно непрерывно и M (Γ0) = M (Γ) [6].
Так как

( )
( )( 1) /2

( ) ( ) ( , ) ,
1

x s s
dsx ds f x L x f

y

∗
−

γ γ

ρ = ρ ⋅
+

∫ ∫

то по следствию из теоремы 5.3 [1] имеем, что

( )( )1/2
2( ) 1 ( ) 1.

1

s
x y

f f

dsx ds y y y ds
y

∗ ∗

γ γ γ

ρ ≥ ρ + = ρ ≥
+∫ ∫ ∫

D D

 (5)

Из того, что f∗ρ ∧ Γ  и выполнено (5), следует, что 0ρ ∧ Γ  для ∀γ∈Γ0.
Оценим теперь сверху модуль порядка n семейства Γ.
Так как J (x, f ) ≠ 0 почти всюду в D, тогда

0( ) ( ) ( )
n

n
n n xM M x dΓ = Γ ≤ ρ σ =∫

R

( )
( )

( )

2
1

( 1) / ( 1) /2

1 ( , )( ) ( , )
( , )1

n
nsn

s xn s s s s
A

x L x ff x J x f d
J x fy

−
∗

− −

+
⎡ ⎤= ρ ⋅ σ⎣ ⎦

+
∫ .

Применяя неравенство Гельдера с показателями p = s/(s–1) и q = 1/s, получаем

( )
( )

2
1

11

1
2

( , ) ( , )( ) ( ) ( , ) .
( , )1

ns
s

sn ss
sn xn

A A
I

I

J x f dx L x fM f x J x f d
J x fy

−

∗
−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟Γ ≤ ρ σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫
�����	����
�����	����


 (6)

Для того чтобы оценить первый интеграл из правой части неравенства (6), ис-
пользуем теорему о замене переменных [10]. Тогда

( )
( )

11 2
( ) , ,

1

ns

n

s
n

dyI y N y f A D
y

∗ −⎡ ⎤= ρ ∩ ≤⎣ ⎦
+

∫
R

( ) ( ) ( )1 /( 1), ( ) , .
ns

n

s y ns sN f A y d N f A M f∗ − −⎡ ⎤≤ ρ σ ≤ ⋅ Γ⎣ ⎦∫
R

 (7)
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Оценим второй интеграл из правой части неравенства (6). В силу (2) имеем

2 ,
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .
( , )

sn
s s

x O x O S
A A

L x fI J x f d K x f J x f d K
J x f

∗⎛ ⎞
= σ = σ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  (8)

Объединяя оценки  (6) – (8), видим, что

( ) ( )1/ ( 1) /( 1) /
, /( 1)( ) , ( ) ,s s ss s

n O S ns sM N f A A M f∗ −−
−Γ ≤ ⋅Φ ⋅ Γ (9)

где , ( ) ( , ) ( , ) .s
O S O x

A

A K x f J x f d∗Φ = σ∫
Окончательно получаем неравенство

( ) ( )1 1
, /( 1)( ) , ( ) ,s s s

n O S ns sM N f A A M f− ∗ −
−Γ ≤ ⋅Φ ⋅ Γ

которое и доказывает нашу теорему.
Определение 2. Пусть X, Y – два произвольных топологических пространства,

f : X →Y – непрерывное отображение. Точка a ∈ X называется точкой ветвления
отображения f, если  f  не является топологическим ни в какой окрестности точки
a. Совокупность точек ветвления обозначим Bf  [4].

Пусть Γ⊂ D – семейство кривых, f : D →D′ – открытое, непрерывное, изолиро-
ванное отображение, G ⊆ D – нормальная область. Образ семейства кривых при
отображении  f  обозначим Γ*= f  Γ. Можем считать [1], что все кривые γ*∈ Γ*

спрямляемы. Поэтому на γ* в качестве параметра можно выбрать длину ее дуги
s*.  Пусть γ*= f (γ(t)). Функция s*(t) строго монотонна и непрерывна. Следова-
тельно, существует t(s*) – обратная функция, тоже монотонная и непрерывная.
Поэтому на γ* можно ввести параметр s*. Далее будем считать, что все кривые из
Γ и Γ* параметризованы таким образом.

Пусть f – отображение с ,I SK∗ –усредненной характеристикой, ( )1
,n locf W D∈ � .

Говорят, что G D⊆  – нормальная область, если ( ) ( )f G f G∂ = ∂ . Пусть  x∈G,
f (G) = G*, y ∈ f (G)\ f (Bf ∩G),  f –1(y) = {xj}. Тогда, согласно [6], существуют
Vj  = G (xj, f, r) – окрестности точек xj, такие, что 

jVf⎥  – гомеоморфизм. Поэтому

можно рассматривать отображения : ( , )n
ih B y r G→ ,  причем f ° hi – тождествен-

ное отображение. Если ( )1
, ( , )n

i n loch W B y r∈  и  f – отображение с ,I SK∗ -усред-
ненной характеристикой, то hi – квазиконформное в среднем отображение в

( , )nB y r , где ( , )nB y r  шар с центром в точке y и радиусом r.

Теорема 2. Пусть D ⊂ nR  – ограниченная область, D′ ⊂ nR  – область. Пусть
f : D →D′ – отображение с  ,I SK∗ –усредненной характеристикой, s > (n–1)–1. Пусть
G ⊂ D  – борелевское множество, такое, что N (f, G) < ∞. Тогда существует огра-
ниченная, неотрицательная, аддитивная, абсолютно непрерывная функция ,I S

∗Φ

борелевских множеств в D, такая, что для любого семейства кривых Γ⊂ G выпол-
нено неравенство

1 1
, /( 1)( ) ( , ) ( ) ( ),s ns s

n I S ns sM c D R G M f− ∗ − +
+Γ ≥ ⋅Φ ⋅ Γ

где с(D,R) – константа, зависящая от области D.
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Доказательство. Пусть Γ⊂ D – семейство кривых, G ⊆ D открытое множест-
во, такое, что  γ∈G для ∀γ∈Γ. Пусть ρ ∧ Γ . Можно считать, что ( ) .n

x
D

x dρ σ < ∞∫
Согласно [6], если y ∈ f (G)\ f (Bf ) и f –1(y) = {xj}, то существуют Vj  – окрестности
точек xj∈G, такие, что отображения 

jj Vf f= ⎥  – гомеоморфны. Отображения 1
j jh f −=

дифференцируемы почти всюду и 1( , )j jy
h l x f−= , где 

1
sup ( ) .j jy

h h y
ω ≤

= ω

Множество E точек y ∈ f (G) \ f (Bf ), в которых хотя бы одно из hj не диффе-
ренцируемо, содержится в борелевском множестве E0, мера Лебега которого
mn (E0) = 0 [12].

Возьмем теперь шар B(0, R) с центром в точке x = 0 и радиусом 0 < R < ∞,
такой, что (0, )D B R⊂ . Обозначим через d (B) < ∞ диаметр шара B(0, R). Тогда

для x D∀ ∈  выполнено | x | ≤ d (B). Следовательно, величина (1 + | x |2)(n–α)/α ≤
≤ (d 2(B)+1)(n–α)/α = с (D, R) ограничена и имеет место следующая оценка:

1/(1+| x |2)(n–α)/α ≥ 1/с (D, R), (10)
где α такое, что (n – α)/α ≥  0.

Функцию ρ*(y) на множестве f (G) заведем следующим образом:

( ) ( )

/2
1/

2

0

( ) 1
( , ) max ( , ) , ( ) \ ( );

, 1
, ( );

0, ( ).

n
j

fj j

f

x y
c D R N y f y f G f B

l x f xy
y E f B
y f G

α
α

∗

⎧ ρ ⎛ ⎞+⎪ ⋅ ⋅ ∈⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ +⎝ ⎠ρ = ⎨
∞ ∈ ∪⎪

⎪ ∉⎩

Функция ρ* измерима по Борелю. Покажем, что ρ* является допустимой для
семейства кривых ∗Γ .

Пусть γ∈Γ и E – максимальный элемент на [0; l], где l = s (γ*) и кривая
γ = γ⏐E ⊂ G. Пусть Γ = {γ} и ( ).f∗Γ = Γ  По лемме 1 [9] кривые γ абсолютно непре-
рывны для почти всех кривых γ*.

Получим теперь для функции ρ* оценку снизу. Имеем

( )

/2
1/

2 2

( ) 1
( ) max ( , ) ( , )

, 1 1

n
j

y j j

x y dsy ds c D R N y f
l x f x y∗ ∗

α ∗
∗ ∗ α

γ γ

ρ ⎛ ⎞+
ρ = ≥⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∫ ∫

( )

( ) /2

2 2

( ) 1
( , ) max

, 1 1

n
j

j j

x y dsc D R
l x f x x∗

−α α ∗

γ

ρ ⎛ ⎞+
≥ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∫ .

Так как область D ограничена, то в силу (10) получаем, что

( ) ( )( ) /2
2

( )
( ) max 1

, 1

nj
y j j

x dsy ds y
l x f x∗ ∗

∗−α α∗ ∗

γ γ

ρ
ρ ≥ +

+∫ ∫ .

Учитывая, что величина 1+| y |2 ≥ 1, имеем

( ) 2

( )
( ) max .

, 1
j

j j

x dsy
l x f x∗ ∗

∗
∗

γ γ

ρ
ρ ≥ ⋅

+∫ ∫
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Так как в каждой точке xj пересекается ровно mj кривых из Γ, тогда

( ) 2
( ( ))( ) .

( ) 1
s dsy

l s x∗ ∗

∗
∗

γ γ

ρ γ
ρ ≥ ⋅

γ +∫ ∫

Если на γ выбрать в качестве параметра ее длину s∈[0; b], b < 1, тогда по [13]
ds/ds*=| γ′(s*)|. Отсюда, после замены переменных,  получаем

2( ) ( ( )) ( ( )) 1.
1

x
dsy s s ds

x∗

∗

γ γγ

ρ ≥ ρ γ = ρ γ ≥
+∫ ∫ ∫

Таким образом, ∗ ∗ρ ∧ Γ .
Перейдем теперь к оценке модуля семейства f Γ.

( )2
( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
1

y n
f G f G

dyM f y d y
y

α α∗ ∗
α ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Γ ≤ ρ σ = ρ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+
∫ ∫

Из определения функции ρ*(y), получаем, что

( ) ( )2
( )

( ) 1( ) ( , ) max ( , ) .
, 1

j
nj jf G

x
M f c D R N y f dy

l x f x

α
α

α α

ρ
Γ = ⋅

+
∫

Далее, после замены переменных, согласно [10],

( ) ( )2

( )
( ) ( , ) max ( , )

, 1

j
nj jG

x dxM f c D R J x f
l x f x

α
α

α α

ρ
Γ =

+
∫

и использования теоремы 3 из [14], наше неравенство примет следующий вид:

( )
( , )

( ) ( , ) ( ) .
, x

G

J x f
M f c D R x d

l x f
α α

α α
Γ ≤ ρ σ∫  (11)

Применяя к интегралу в правой части (11) неравенство Гельдера с показателя-
ми p = ns/(ns–α) и q = ns/α, а также в силу (1), получаем, что

( ) ( , ) ( , ) ( , ) .

ns
sn ns sn s nssns

x I x
G G

M f c D R d K x f J x f d

−α α
α − α

α −α αα

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Γ ≤ ρ σ σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫  (12)

Для α = ns/(s+1) имеем
1

1 1
1

1

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) .

s
ns s sn ss

ns x I x
G Gs

M f c D R x d K x f J x f d
+ +

+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Γ ≤ ρ σ σ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

Отсюда, ввиду произвола при выборе функции ρ(x), получаем неравенство, ко-
торое доказывает нашу теорему:

1
/( 1) 1 1

,
1

( ) ( , ) ( ) ( ),
ns

s s s s
n I S ns

s

M c D R G M f
− −

+ ∗+ +

+

Γ ≥ ⋅Φ ⋅ Γ  (13)

где , ( ) ( , ) ( , ) .s
I S I x

G

G K x f J x f d∗Φ = σ∫
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Или, возведя обе части (13) в степень s+1, окончательно получаем
1 1

, /( 1)( ) ( , ) ( ) ( ).s ns s
n I S ns sM c D R G M f− ∗ − +

+Γ ≥ ⋅Φ ⋅ Γ

Теорема доказана.
Теоремы 1 и 2 дают нам следующие следствия.
Следствие 1. Пусть D ⊂ nR  – ограниченная область, D′ ⊂ nR  – область.

Пусть f : D →D′ – отображение с KO,S- и KI,S-усредненными характеристиками,
s > 1. Пусть G ⊂ D  – борелевское множество, такое, что N (f, G) < ∞. Тогда суще-
ствуют ограниченные, неотрицательные, аддитивные, абсолютно непрерывные
функции ,O S

∗Φ  и ,I S
∗Φ  борелевских множеств в D, такие, что для любого семейст-

ва кривых Γ⊂ G выполнено неравенство
1 1 1 1

,,
1 1

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ).ns s s s s
ns n O S nsI S
s s

c D R M f M N f G M f∗ −− + − ∗ −

+ −

⋅Φ ⋅ Γ ≤ Γ ≤ ⋅Φ ⋅ Γ

Следствие 2. Пусть D ⊂ nR  – ограниченная область, D′ ⊂ nR  – область.
Пусть f : D →D′ – отображение с KO,S- и KI,S-усредненными характеристиками,
s > 1. Пусть G ⊂ D  – борелевское множество, такое, что N (f, G) < ∞. Тогда для
любого семейства кривых Γ⊂ G

1 1 1
, ,

1 1

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ).s sns s s s s
ns n nsI S O S
s s

c D R K M f M N f G K M f∗ − ∗− + − −

+ −

⋅ ⋅ Γ ≤ Γ ≤ ⋅ ⋅ Γ

Определение 3. Пусть  f  : D →D′  – открытое, непрерывное, изолированное
отображение. Если γ* – кривая в f (D), то поднятием (см. [6])  γ* в  D называется
кривая γ∈D, такая, что f ° γ = γ*. Дуга кривой γ – это сужение отображения γ на от-
резок, содержащийся в [0,1]. Частичным поднятием γ* назовем поднятие ее дуги.
Два частичных поднятия γ1 и γ2 кривой γ называются существенно различными,
если H1 (γ1∩γ2) = 0, где H1(s) – одномерная мера Хаусдорфа множества s.

Теорема 3. Пусть D ⊂ nR  – нормальная область, D′ ⊂ nR  – область. Пусть
f  : D →D′ отображение с  KO,S- и KI,S-усредненными характеристиками, s > n–1.
Пусть Γ⊂ D – семейство кривых, причем любая кривая γ*∈ f Γ имеет, по крайней
мере, m существенно различных поднятий, принадлежащих Γ. Тогда справедливы
неравенства:

/
,( ) ( )s s s

n I S nM f K M β
βΓ ≤ ⋅ Γ ,   /

,( ) ( ),s s s
n O S nM f K M β

βΓ ≤ ⋅ Γ

где β = s/(s–1).
Доказательство. Пусть Di ⊆ D – семейство множеств, таких, что Di ⊆ Di+1 и

i
i

D D=∪ . Возьмем функцию ρ ∧ Γ . Можно считать, что ( ) .n
x

D

x dρ σ < ∞∫  Тогда

( ) 0
i

n
x

D D

x dρ σ →∫
\

 при i → ∞. Согласно [6], если ( ) ( )i fy f D f B∈ \  и  f 
 –1(y)={xj},

то существуют Vj = D (xj, f, r)  – окрестности точек  xj ∈Di , такие, что отображения

jj Vf f⎮=  гомеоморфны, 1
j jh f −=  дифференцируемы почти всюду и множество E

точек y ∈ f (Di) \ f (Bf ), в которых хотя бы одно из hj  не дифференцируемо, содер-
жится в борелевском множестве E0, причем mn (E0) = 0 [12].

Обозначим через a1j, a2j,…, anj, (a1j ≥ anj > 0) полуоси эллипсоида, главную
часть которого в точке xj отображение fj преобразует в шар радиуса r. При этом
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минимальное искажение одномерных мер в точке xj отображения  fj  есть
 μj (xj) = r /a1j  и имеет место следующая оценка:

11
1 1 1

1 1 2
( , ) ( ) ( , ) ( )

.... .... j j

n nnn
j jn n n

j j j j j j
j nj j j nj nj

a ar rJ x f x k x f x
a a a a a a

−−
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = ⋅ ≤ μ ≤ ⋅μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (14)

где  1

1

max ( )
( , ) .

min ( )

j jh
j j

j jh

f x h
k x f

f x h

′

=
′

=

=

Определим теперь на  f (D) функцию ( )i y∗ρ  следующим образом: 

( ) ( ) ( )
1 2

02

0

( ) 1
max ( , ) , ( ) \ ( ) ;

, 1
, ( );

0, ( ).

j n
i fj j j

i
f

i

x y
N y f y f D E f B

x f xy
y E f B
y f D

∗

⎧ ρ +
⋅ ⋅ ∈ ∪⎪

⎪ μ +ρ = ⎨
∞ ∈ ∪⎪

⎪ ∉⎩

Функция ( )i y∗ρ  измерима по Борелю. Пусть γ1, γ2,…, γm – заранее фиксирован-
ные существенно различные поднятия кривой γ*, а qi – максимальный интервал на
[0, s*], такой, что все кривые 

ii q⎮γ = γ  лежат в Di .  Согласно лемме 1 [9], кривые γi

абсолютно непрерывны для почти всех кривых 
iq∗ ∗⎮γ = γ .  Если на γi выбрать в ка-

честве параметра ее длину s∈[0, l], где l – длина γ, тогда ds/ds*=| γi′(s*)| [13] и, если
ds, ds* – элементы одномерных мер для кривых γi и γ*, тогда по теореме 5.3 из [1]

( )ids ds∗ ≥ μ γ . (15)

Покажем, что функция ( )i y f∗ρ ∧ Γ .

По определению функции ( )i y∗ρ

( )
1

2 2

( )
( ) ( ) max ( , )

,1 1i i i

j n
i y i j j j

xds dsy ds y N y f
x fy x

∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗ ∗

γ γ γ

ρ
ρ = ρ = ⋅ ⋅

μ+ +∫ ∫ ∫ ,

и в силу (15)

2 2
( ) ( )

( ) max ( ( )) ( ( )) .
( ) 1 1i

i i i

i i
i y xj i

ds dsy ds s s ds
x x

∗

∗ ∗

γ γ γγ

ρ γ μ γ
ρ ≥ ⋅ ≥ ρ γ ⋅ = ρ γ

μ γ + +∫ ∫ ∫ ∫

Ясно, что lim ( ( )) 1
i

xi
s ds

→∞
γ

ρ γ ≥∫ . Следовательно, ( )i y f∗ρ ∧ Γ .

Далее оценим модуль:

2
( ) ( )

( ) ( ) ( )
(1 )

n n

n i y i n
f D f D

dyM f y d y
y

∗ ∗⎡ ⎤ ⎡ ⎤Γ ≤ ρ σ = ρ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ +∫ ∫ .

По определению функции ( )j y∗ρ

( ) ( )2
( )

( ) 1( ) max ( , )
, 1

n
j

n nj j jf D

x
M f N y f dy

x f x

ρ⎡ ⎤
Γ ≤ ⋅⎢ ⎥

μ⎢ ⎥⎣ ⎦ +
∫ ,
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и после очевидной оценки

( ) ( )2
( )

max ( ) 1( ) ( , ) ,
1min ,

n

j
j

n n n
f D

j jj

x
M f N y f dy

xx f

⎡ ⎤ρ⎢ ⎥⎣ ⎦Γ ≤ ⋅
⎡ ⎤ +μ⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

а также в силу (14) и (4), получаем, что

[ ]

( )
1

2
( )

( ) ( , )
( ) ( , ) .

1 ( , )

n n

n n
f D

x k x f
M f N y f dy

x J x f

−ρ
Γ ≤ ⋅

+
∫

После замены переменных имеем
1( ) ( ) ( , ) .

i

n n
n x

D

M f x K x f d−Γ ≤ ρ σ∫

В силу неравенства (3), связывающего характеристики отображения  f, получа-
ем, что

( ) ( ) ( , )
i

n
n I x

D

M f x K x f dΓ ≤ ρ σ∫  (16)

или ( ) ( ) ( , ) .
i

n
n O x

D

M f x K x f dΓ ≤ ρ σ∫  (17)

Применяя теперь к интегралам в правых частях (16), (17) неравенство Гельде-
ра с показателями p = β  и  q = s, где β = s/(s–1), получаем оценку искажения мо-
дуля образа семейства кривых при отображении  f :

1/ 1/

( ) ( ) ( , )
i i

s

n s
n x I x

D D

M f x d K x f d
β

β
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ ≤ ρ σ σ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

и
1/ 1/

( ) ( ) ( , ) .
i i

s

n s
n x O x

D D

M f x d K x f d
β

β
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ ≤ ρ σ σ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫

Отсюда, по определению отображения f , имеем
1/

,
( )

( ) ( ) ( )
i

n n
n y I S x

f D D

M f y d K x d
β

∗ β
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎡ ⎤Γ ≤ ρ σ ≤ ⋅ ρ σ⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ;  (18)

1/

,
( )

( ) ( ) ( ) .
i

n n
n y O S x

f D D

M f y d K x d
β

∗ β
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎡ ⎤Γ ≤ ρ σ ≤ ⋅ ρ σ⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  (19)

Для завершения доказательства воспользуемся рассуждениями из [6] при дока-
зательстве теоремы 1.1.

Используя свойство аддитивности интеграла, получаем

( ) ( ) ( \ ) ( \ )

.
i i j i j

n n n n
i j y i j y i y i y

f D f D f D D f D D

d d d d
β β β β∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ρ − ρ σ ≤ ρ − ρ σ + ρ σ = ρ σ∫ ∫ ∫ ∫
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Далее, в силу (18), видим, что для интеграла в правой части последнего нера-
венства, выполняется

2

2

1/

,
( \ ) \

( ) .
i j i j

n n
i y I S x

f D D D D

d K x d

β
β∗ β

⎛ ⎞
⎜ ⎟ρ σ ≤ ⋅ ρ σ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
Следовательно,

2

2

1/

,
( ) \

( ) .
i j

n n
i j y I S x

f D D D

d K x d

β
β∗ ∗ β

⎛ ⎞
⎜ ⎟ρ − ρ σ ≤ ⋅ ρ σ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  (20)

Применяя к интегралу в правой части (20)  неравенство Гельдера с показате-
лями p = 1/β2  и  q = 1/(1–β2), получаем

21

,
( ) \ \

( ) . .
i j i j

n n
i j y I S x x

f D D D D D

d K x d d

−β
β∗ ∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ − ρ σ ≤ ⋅ ρ σ σ
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  (21)

Так как оба интеграла в правой части (21) стремятся к нулю при i,j → ∞, в силу
выбора Di, Dj, тогда

,
( )

lim 0.
n

i j yi j
f D

d
β∗ ∗

→∞
ρ − ρ σ =∫

Поэтому существует функция ρ*(y), такая, что  
( )

0
n

i y
f D

d
β∗ ∗ρ − ρ σ →∫  при

i→∞. Тогда для почти всех кривых из Γ* имеем 0i yds∗ ∗ ∗

γ∗

ρ − ρ →∫  при i→∞ и, сле-

довательно, 1.yds∗ ∗

γ∗

ρ ≥∫  Если выбросить из Γ* все кривые γ*, для которых

1yds∗ ∗

γ∗

ρ ≤∫  и обозначить оставшееся семейство кривых через ∗Γ , то

1/ 1/( ) ( )n nM Mβ ∗ β ∗
β βΓ = Γ

и, следовательно,

( )1/
,( ) ( ) .n

n I S x
D

M K x d
β∗ βΓ ≤ ⋅ ρ σ∫  (22)

Проводя аналогичные рассуждения для (19), получаем
1/

,( ) ( ) .n
n O S x

D

M K x d
β

∗ β⎛ ⎞
Γ ≤ ⋅ ρ σ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  (23)

Окончательно, по определению модуля семейства кривых при отображении f
и после возведения обеих частей (22) и (23) в степень s, для s > n–1 получаем ут-
верждение нашей теоремы:

/
,( ) ( )s s s

n I S nM f K M β
βΓ ≤ ⋅ Γ ,
/

,( ) ( ),s s s
n O S nM f K M β

βΓ ≤ ⋅ Γ

где β = s/(s–1).
Теорема доказана.
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Результаты, полученные в теоремах 1 – 3, позволяют установить эквивалент-
ность геометрического и аналитического определений для отображений с s-
усредненной характеристикой, а также соотношения исследуемых отображений с
другими классами отображений, например с классом отображений с ограничен-
ным интегралом Дирихле и др.
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