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Все рассматриваемые в статье группы – абелевы. Напомним, что функция
μ: A×A → A называется умножением на группе A, если

μ(a,b+c) = μ(a,b)+μ(a,c) и μ(b+c,a) = μ(b,a) + μ(c,a) для всех a,b,c ∈ A.

Всякое кольцо (под кольцом подразумевается не обязательно ассоциативное
или коммутативное кольцо, но умножение всегда дистрибутивно с двух сторон
относительно сложения) на группе A задает некоторое умножение μ, а именно
μ(a,b) = ab, и это соответствие между кольцевыми структурами и умножениями на
группе A биективно. Если μ и ν – умножения на группе A, то их сумма μ+ν опре-
деляется по правилу

(μ+ν)(a,b) = μ(a,b)+ν(a,b) для всех a,b ∈ A.

Относительно введенной операции сложения все умножения на группе A обра-
зуют абелеву группу, группу умножений на A, Mult A. Всякая группа A может
быть тривиальным образом снабжена кольцевой структурой, если все произведе-
ния ее элементов положить равными 0. Такое кольцо называется нуль-кольцом.
Нуль группы Mult A – это умножение, соответствующее нуль-кольцу на A. Группа
A называется нильгруппой [1, § 120], если на A не существует никаких колец, от-
личных от нуль-кольца, т.е. Mult A = 0. Всякая периодическая делимая группа яв-
ляется нильгруппой [1, теорема 120.3]. Из [1, § 121] сразу следует, что всякая
нильгруппа не содержит ненулевых делимых подгрупп без кручения. Группа без
кручения ранга 1 не является нильгруппой тогда и только тогда, когда ее тип
идемпотентен [1, теорема 121.1]. В [2, теорема 3] описаны сепарабельные ниль-
группы без кручения, а также изучены векторные нильгруппы. Отметим, что для
каждой группы A имеют место изоморфизмы:

Mult A ≅ Hom(AΑA, A) ≅ Hom(A,E(A)+) [1, теорема 118.1].

Через Z обозначается аддитивная группа (или кольцо) целых чисел, pZ
�

 –

группа (или кольцо) целых p-адических чисел, N – множество всех натуральных
чисел. Если A – группа, p – простое число, то 
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=
=∩ , Π(A) – множество
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всех простых чисел p со свойством pA ≠ A, rp(A) – p-ранг группы A, т.е. ранг ее
фактор-группы A/pA. E(A) – кольцо эндоморфизмов группы A. Подгруппа G груп-
пы A называется чистой (p-чистой), если nG = G∩nA (pnG = G∩pnA) для каждого
n ∈ N. Группа без кручения A называется квазиоднородной, если Π(A) = Π(G) для
любой ее ненулевой чистой подгруппы G.

Обозначим через Rp класс групп без кручения и без ненулевых элементов бес-
конечной p-высоты при данном простом числе p. Если a ∈ A ∈ Rp, ξ = r0 + r1p +…
– целое p-адическое число, то через ξa будем обозначать элемент группы A, яв-
ляющийся пределом в p-адической топологии последовательности (r0 +…+ rnpn)a
(n = 0, 1, …). Следуя [3], p-характеристикой элемента a будем называть множе-
ство

( ) {ξ | ξ и ξ определено}A
p pH a Z a= ∈

�
.

Множество p-характеристик совпадает с множеством всех p-чистых подгрупп
группы pZ

�
, содержащих группу Z. В [3] показано, что если A,B ∈ Rp, rp(A) = 1, а

a ∈ A\pA и Hp(a) ⊆ Hp(b) для некоторого b ∈ B, то существует единственный го-
моморфизм fb: A→B со свойством fba = b; в частности, если b ∈ A(Hp(a)) = {x ∈ A |
Hp(x) ⊇ Hp(a)}, то отображение b↦fb задает изоморфизм E(A)+≅A(Hp(a)). Будем
говорить, что p-характеристики H1, H2 эквивалентны, если существуют такие
n,m ∈ N, что nH1 ⊆ H2, mH2 ⊆ H1. Класс эквивалентности в множестве p-характе-
ристик будем называть p-типом. Группу A ∈ Rp назовем p-однородной, если все ее
ненулевые элементы имеют один и тот же p-тип τ, в этом случае будем писать
τp(A) = τ. На множестве всех p-типов можно ввести отношение частичного поряд-
ка ≤. Например, запись τ1 ≤ τ2 означает, что существуют p-характеристики H1 ∈ τ1,
H2 ∈ τ2, такие, что nH1 ⊆ H2 для некоторого n ∈ N. Понятие p-типа было введено
автором в ряде работ ([4 – 7] и др.). Множество p-типов всех ненулевых элемен-
тов группы A ∈ Rp обозначим через Tp(A), а через τp(a) – p-тип элемента a ∈ A. Ес-
ли H1 ∈ τ1, H2 ∈ τ2, то под H1H2 будем понимать p-характеристику (т.е. p-чистую
подгруппу группы pZ

�
), порожденную элементами h1h2, где h1 ∈ H1, h2 ∈ H2, а под

p-типом τ1τ2 будем понимать p-тип, содержащий H1H2. Если H1 ⊆ H2, то под
p-характеристикой H2 : H1 будем понимать наибольшую p-характеристику H, для
которой HH1 ⊆ H2. p-характеристику H назовем идемпотентной, если
H2 = HH = H. Отметим, что Hp(pna) = Hp(a) для всех n ∈ N. Групповые термины,
примененные к кольцу, касаются его аддитивной группы.

Лемма 1. Пусть A и B – группы из Rp p-ранга 1. Если τp(a)≤τp(b) для некоторых
0 ≠ a ∈ A, 0 ≠ b ∈ B, то H = Hom(A,B) является группой из Rp p-ранга 1 и
τp(b) : τp(a) ∈ Tp(H). В противном случае Hom(A,B) = 0.

Доказательство. Ясно, что H ∈ Rp. Если Hp(a) ⊆ Hp(b) (можно считать, что
a ∈ A\pA, b ∈ B\pB), то существует единственный гомоморфизм f: A→B со свойст-
вом fa = b. Если ξHp(a) ⊆ Hp(b) (ξ \ )p pZ pZ∈

� �
, то Hp(a) ⊆ ξ–1Hp(b) = Hp(ξb).
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Поэтому существует гомоморфизм φ: A→B, φa = ξb. Ясно, что φ = ξf, т.е.
Hp( f ) ⊇ Hp(b) : Hp(a). Пусть теперь ηf ∈ H для некоторого η \p pZ pZ∈

� �
. Имеем

(ηf )a = ηb. Отсюда Hp(a) ⊆ Hp(ηb) = η–1Hp(b) и ηHp(a) ⊆ Hp(b), т.е. η ∈ Hp(b) : Hp(a)
и, значит, Hp(f) = Hp(b) : Hp(a). Если ψa = x для x ∈ B\pB, то x = ζb для некоторого
ζ \p pZ pZ∈

� �
. Откуда ζ–1ψa = b, значит, ζ–1ψ = f или ψ = ζf. В частности, rp(H) = 1.

Если A и B – группы из Rp p-ранга 1, то G = A⊗B – группа без кручения
p-ранга 1. Необязательно G ∈ Rp, однако для a ∈ A и b ∈ B следует, что
τp(a⊗b + pωG) ≥ τp(a)τp(b).

Лемма 2. 1) Кольцо S из Rp p-ранга 1 либо является нуль-кольцом, либо изо-
морфно некоторому p-чистому подкольцу кольца pZ

�
.

2) Группа A ∈ Rp p-ранга 1 не является нильгруппой тогда и только тогда, ко-
гда для некоторых τ1,τ2 ∈ Tp(A) найдется τ ∈ Tp(A) со свойством τ1τ2 ≤ τ.

Доказательство. 1) вытекает из того, что S+ можно рассматривать как p-чис-
тую подгруппу в pZ

�
, а всякое умножение на S продолжается до умножения коль-

ца pZ
�

.

2) Если a,b ∈ A, a,b ≠ 0, и ξ ∈ Hp(a), η ∈ Hp(b), то ξη(ab) = (ξa)(ηb). Откуда сле-
дует, что Hp(a)Hp(b) ⊆ Hp(ab), т.е. τp(a)τp(b)≤τp(ab).

Обратно, допустим, что τ1τ2 ≤ τ. Согласно лемме 1, E(A)+ является группой из
Rp и t = τ: τ1 ∈ Tp(E(A)+). Тогда τ2 ≤ t. Следовательно, Mult A ≅ Hom(A,E(A)+) ≠ 0.
Отметим, что (поскольку в кольце из Rp p-ранга 1, не являющегося нуль-кольцом,
нет делителей нуля) в качестве τ1 и τ2 могут участвовать любые p-типы из Tp(A).

Лемма 3. Пусть A ∈ Rp – группа p-ранга 1. Тогда эквивалентны следующие ут-
верждения:

1) A содержит элемент с наименьшей p-характеристикой;
2) A изоморфна аддитивной группе некоторого p-чистого подкольца кольца

pZ
�

, содержащего кольцо Z;

3) A содержит элемент с идемпотентной p-характеристикой.
Доказательство. 1)⇒2). Пусть a ∈ A\pA – элемент с наименьшей p-характе-

ристикой. Тогда A = A(Hp(a)) ≅ E(A)+, где E(A) можно рассматривать как p-чистое
подкольцо в pZ

�
(лемма 2).

Импликация 2)⇒3) очевидна, так как в кольце из Rp с 1 имеем Hp(1)=Hp(1)Hp(1).
3)⇒1). Пусть a ∈ A\pA – элемент с идемпотентной p-характеристикой. Если

b ∈ A, то b = ξa для некоторого ξ ∈ Hp(a). Так как ξHp(a) ⊆ Hp(a), то Hp(a) ⊆
ξ–1Hp(a) = Hp(ξa), т.е. Hp(a) ⊆ Hp(b) для любого b ∈ A.

В леммах 4, 5 и в теореме 6 используются идеи доказательств некоторых ре-
зультатов § 96 из [1].

Лемма 4. Пусть A = ∏ i∈I Ai, B = ∏ j∈J Bj, где Ai и Bj – квазиоднородные группы
и rp(Ai) = 1, rq(Bj) = 1 для некоторых p ∈ Π(Ai), q ∈ Π(Bj). Тогда если η: A→B – не-
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нулевой гомоморфизм, то τ1≤τ2 для некоторых τ1 ∈ Tp(Ai) и τ2 ∈ Tp(Bj), где
p ∈ Π(Ai)∩Π(Bj) и i∈I, j∈J.

Доказательство. Найдется j∈J, для которого композиция гомоморфизмов
A→B→Bj не равна нулю. Следовательно, можно считать, что B = Bj – квазиодно-
родная группа p-ранга 1 для некоторого p ∈ Π(B). Если pB Z≅

�
, то доказывать не-

чего. Пусть B – узкая группа и ηa ≠ 0 для a ∈ A. Запишем a в виде a = (…, ai, …),
где ai ∈ Ai. В силу квазиоднородности группы B можно считать, что Ai ∈ Rp. Собе-
рем в одно слагаемое те Ai, для которых совпадают p-характеристики Hp(ai). Пусть

( )p i
H iH a HT A

=
=∏ . Тогда A = ∏ H TH. Сомножителей TH не более чем 022

ℵ
 (груп-

па pZ
�

 имеет мощность 02ℵ , а всякая группа из Rp p-ранга 1 изоморфна некоторой

подгруппе группы pZ
�

). Поэтому найдется конечный набор H1, …, Hk, для которо-

го 
1

η , ,η 0
kH HT T ≠… , но η(∏′TH) = 0 (штрих означает, что H ≠ H1, …, Hk). Пред-

ставим элемент a в виде a = (…, aH, …), где aH ∈ TH. Тогда 
1

η η η
kH Ha a a= + +… .

Если, например, 
1

η 0Ha ≠ , то 
1 1

τ (η ) τ ( )p H p Ha a≥ , где 
1

τ ( )p Ha  входит в Tp(Ai) лю-

бой группы из произведения 
1HT , а 

1
η Ha B∈ .

Если A ∈ Rp – p-однородная группа p-ранга 1 и 0 ≠ a,b ∈ A, то fa = nb при неко-
торых f ∈ E(A) и n ∈ N. Отсюда следует, что A – q-однородная группа для каждого
q ∈ Π(A).

Лемма 5. Пусть A = ∏ i∈I Ai, где каждая Ai – p-однородная группа p-ранга 1 для
некоторого p ∈ Π(Ai). Тогда если G – квазиоднородное прямое слагаемое в A
q-ранга 1 при некотором q ∈ Π(G), то G – q-однородная группа и найдется группа
Ai со свойством τq(G) = τq(Ai).

Доказательство. Для каждого p ∈ Π(A) соберем группы Ai одного и того же
p-типа τ и p-ранга 1 так, чтобы каждая группа соответствовала только одной паре
(p, τ); обозначим через τ ( ) τp i

iAA Aτ =
=∏  произведение таких групп Ai; групп в

этом произведении не более чем 022
ℵ

. Можно считать, что G ≇ pZ
�

 ни для какого

p. Поэтому G – узкая группа. Следовательно, для проекции π: A→G, A = G⊕C,
найдется не более чем конечное число ненулевых образов 

1
π , , π ,

k
A Aτ τ…  а произ-

ведение остальных групп Aτ гомоморфизм π переводит в нуль. Следовательно, это
произведение содержится в C и 

1 k
A A G Cτ τ ′⊕ ⊕ = ⊕…  для некоторой подгруппы

C′ ⊆ С. Так как θlG ≠ 0 (и π 0
l

Aτ ≠ ) для некоторой проекции θ :
ll A Aτ→

(l = 1, …, k), то для каждого p ∈ Π(Ai) следует, что p ∈ Π(G) и Tp(G) содержит p-
тип τl. В частности, G – также p-однородная группа p-типа τl и согласно замеча-
нию перед леммой τq(G) = τq(Ai) для данного простого q ∈ Π(G).

Теорема 6. Если A = ∏ τ Aτ = ∏ τ Bτ ∈ Rp, где Aτ и Bτ – прямые произведения
p-однородных p-типа τ групп p-ранга 1, а τ пробегает различные p-типы, то Aτ ≅ Bτ

для каждого τ.
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Пусть Aτ = ∏ i ∈ I Ai = ∏ j ∈ J Bj, где Ai – p-однородные p-типа τ группы p-ранга 1,
а Bj – квазиоднородные группы p-ранга 1. Тогда все группы Bj p-однородны и
имеют p-тип τ. Более того, при одном из следующих условий:

1) справедлива обобщенная гипотеза континуума;
2) Ai ≇ pZ

�
 для каждого i, а множество I неизмеримо,

выполняется равенство | I | = | J |.
Доказательство. Пусть πτ: A→Aτ и ρτ: A→Bτ – проекции. В силу леммы 4

Aτ ⊆ ∏ s ≥ τ Bs. Элемент aτ ∈ Aτ запишем в виде aτ = bτ + cτ, где bτ ∈ Bτ, cτ ∈ ∏ s > τ Bs.
Снова по лемме 4 πτcτ = 0 = ρτcτ. Откуда aτ = πτaτ = πτbτ и bτ = ρτbτ = ρτaτ. Таким об-
разом, композиция гомоморфизмов π

τ τ τA B Aτ τρ⎯⎯→ ⎯⎯→  есть тождественное
отображение группы Aτ. Согласно лемме 5, все Bj – p-однородные группы, поэто-
му в силу симметрии получаем изоморфизм Aτ≅Bτ.

Если множество I конечно, то | I | = rp(Aτ) = | J |. Допустим, что I – бесконечное
множество. Тогда если выполняется условие 1), то из равенств 2| I | = | Aτ | = 2| J |

(учесть, что | Ai |, | Bj | ≤ 02ℵ ) следует равенство | I | = | J |. Если выполняется усло-
вие 2), то, учитывая узкость групп Ai, для каждой группы R≅Ai получаем

Hom(Aτ,R) ≅ ⊕ i ∈ I Hom(Ai,R) ≅ ⊕ j ∈ J Hom(Bj,R).

(Неизмеримость | I | влечет неизмеримость 2| I | = 2| J | и, значит, неизмеримость
| J |). Согласно лемме 1, последние прямые суммы имеют p-ранги | I | и | J | соот-
ветственно.

Напомним, что группа без кручения A называется связной, если для всякой ее
ненулевой чистой подгруппы B факторгруппа A/B делима; это эквивалентно тому,
что A – квазиоднородная группа и rp(A) = 1 для каждого p ∈ Π(A).

Пусть A = ∏ i∈I Ai, где Ai – связные группы. Для p ∈ Π(A) через Ωp(A) обозна-
чим множество Ωp(A) = {Tp(Ai) | Ai ∈ Rp, i∈I}. Если V и W – группы p-ранга 1 из Rp,
то будем писать Tp(V)≤Tp(W), если τ1≤τ2 для некоторых τ1 ∈ Tp(V) и τ2 ∈ Tp(W) (это
эквивалентно существованию ненулевых гомоморфизмов V→W).

Теорема 7. Пусть A = ∏ i∈I Ai, где Ai – связные редуцированные группы и для
всех i∈I и p ∈ Π(A) множество ( )p

iJ = {j∈I | Tp(Aj)≤Tp(Ai), p ∈ Π(Ai)∩Π(Aj)} неизме-
римо. Группа A является нильгруппой тогда и только тогда, когда для всех
p ∈ Π(A) и любых τ1,τ2,τ ∈ Ωp(A) выполняется неравенство τ1τ2 ≰ τ.

Доказательство. Воспользуемся изоморфизмом Mult A ≅ Hom(A,E(A)+).
Если A – нильгруппа, то, как ее прямые слагаемые, все Ai являются нильгруппами,
в частности среди Ai не встречаются группы, изоморфные pZ

�
. Имеем E(A)+ =

= Hom(A,A) ≅ ∏ i∈I Hom(A,Ai) [1, теорема 43.2]. Зафиксируем i∈I и выберем неко-
торый p ∈ Π(Ai). Запишем A в виде A = Bi⊕Ci, где Bi = ∏ j∈J Aj, Ci = ∏ s∈I\J As,
J = {j∈I | p ∈ Π(Aj) и Tp(Aj)≤Tp(Ai)}. В силу связности групп As из леммы 4 следует,
что Hom(Ci,Ai) = 0. Поэтому Hom(A,Ai) ≅ Hom(Bi,Ai). А так как все Ai – узкие груп-
пы, то Hom(Bi,Ai) ≅ ⊕ j∈J Hom(Aj,Ai) [1, следствие 94.5]. Здесь каждая группа
Hom(Aj,Ai) является связной, множество p-типов ненулевых элементов которой
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содержит p-тип ( ) ( )τ : τi j
p p , где ( )τ ( )i

p p iT A∈ , ( )τ ( )j
p p jT A∈  ( ) ( )(τ τ )i j

p p≥ . Из вышеска-

занного следует, что E(A)+ можно рассматривать как подгруппу прямого произве-
дения таких связных групп. Поэтому вновь по лемме 4 Hom(A,E(A)+) ≠ 0 тогда и
только тогда, когда ( ) ( ) ( )τ τ : τs i j

p p p≤  или, эквивалентно, ( ) ( ) ( )τ τ τj s i
p p p≤  для некоторых

i,j,s∈I.
В работах [8 – 11] автор изучал проективно инвариантные подгруппы абеле-

вых групп.
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