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В работе предложена математическая модель о вынужденных колебаниях
пакета плоских пластин с точечными упругими связями. Показана непроти-
воречивость предлагаемой математической модели. Предложен алгоритм
расчета полученной математической модели и приведены иллюстративные
примеры расчета о вынужденных колебаниях в случае кривой пластины.
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1. Постановка задачи и полученные результаты

В данной работе изучается упругая задача о вынужденных колебаниях пакета
прямоугольных пластин. Подобная задача о собственных колебаниях изучалась в
монографии [1, с. 42], где предлагалась вариационная постановка и учитывались
упругие точечные опоры и сосредоточенные массы.

Рассмотрим пакет однородных упругих изотропных прямоугольных пластин,
соединенных внутренними жесткими и упругими стойками (пружинами) и нагру-
женных сосредоточенными массами. Пластины имеют постоянную толщину h  и
внутренние точечные жесткие и упругие опоры шарнирного типа, которые могут,
имеет защемления. Расположение точечных связей и присоединенных масс про-
извольно. Массы стоек можно рассматривать как сосредоточенные. Граничные
условия для каждой стороны пластин одни из следующих: шарнирное опирание,
защемление или свободный край. Требуется определить собственные частоты и
формы поперечных колебаний пакета пластин.

При определении частот колебаний будем считать пластину тонкой (толщина
мала по сравнению с остальными размерами).

Предполагая справедливость гипотез Кирхгофа – Лява, запишем известные из
теории упругости зависимости между перемещениями и деформациями [2]:
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Здесь iz  – координата точки в направлении, перпендикулярном к срединной по-
верхности, , ,

i i i ix y x yε ε ε  – компоненты тензора деформаций пакета пластин.
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где E  – модуль Юнга, а iν  – коэффициент Пуассона для i-й пластины. Нормаль-
ная компонента 

izG  при поперечном изгибе мала по сравнению с 
ixG  и 

iyG , по-

этому полагаем 0
izG = .

Потенциальная энергия, накапливаемая пластиной при упругой деформации,
согласно указанным выше допущениям имеет вид
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где iV  – объем i-й пластины. Подставляя в (3) значения компонент деформации и
напряжений (1), (2) и учитывая потенциальную энергию упругих опор, получим
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Здесь ( ) 13 212 1i i iD Eh
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⎡ ⎤= − ν⎣ ⎦  – цилиндрическая жесткость пластины, а

, ,l l l
i i iC x y′ ′ ′  – жесткость и координаты упругой опоры. Двойные интегралы в (5)

берутся по поверхности нейтрального слоя i -й пластины.
Кинетическая энергия всей пластины с учетом присоединенных масс задается

равенством

( ) 22

0 0
1

, ,1 ,
2 2

q qQa b i i iqi i
i

q

W x y th W
T dxdy M

t t=

⎛ ⎞∂ρ ∂⎛ ⎞ ⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑∫ ∫ (6)

где ρ  – плотность материала пластины, ,q q
i ix y  – координаты q-й присоединен-

ной массы.
Рассмотрим функционал Остроградского – Гамильтона
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на совокупности главных колебаний. Они должны удовлетворять условиям шар-
нирного закрепления жестких опор пластины в S  точках:
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где  ,s s
i ix y  – координаты s-й внутренней опоры. Если, кроме того, некоторые
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причем число защемлений sα  не обязательно равно числу опор S . Таким обра-
зом, данная модель включает различные сочетания опор и защемлений.

Основным результатом работы является теорема 1.
Теорема 1. Колебание однородной упругой изотропной пластины пакета пло-

ских пластин с постоянной толщиной h , ограниченной прямоугольным контуром
с размерами ,a b , к которой точечно присоединены массы qM  в Q  внутренних

точках, и в l′  внутренних точках она упруго оперта, а также во внутренних
точках ( ),s sx y  жестко оперта или  упруго защемлена, описывается дифферен-
циальным уравнением
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которое выполняется во всех точках пластины, где нет точечных связей, а в то-
чечных связях справедливы многоточечные краевые условия:
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Для единственности решения к указанным в теореме 1 многоточечным усло-
виям надо добавить граничные условия
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В результате получаем краевую задачу для уравнения (9) в многосвязной об-
ласти
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Здесь ( ),q q
i ix y  – внутренние точки к которым прикреплена точечная масса iqM ,

( , )l l
i ix y′ ′  – внутренние точки, где наложены упругие точечные связи, ( , )s s

i ix y  –
внутренние точки, где пластина жестко оперта или упруго защемлена.

В каждой точке ( ),q q
i ix y , к которым прикреплена точечная масса iqM , до-

бавляется условие
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В каждой точке ( , )l lx y′ ′ , где наложена точечная упругая связь, добавляется
условие
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В точках ( ),s s
i ix y , где пластина жестко оперта, ставится условие
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2. Вспомогательные утверждения и обоснование теоремы

Соотношения (7), (8) представляют собой задачу на условный экстремум. Учи-
тывая связи (7) и (8), с помощью множителей Лагранжа получим окончательное
вариационное уравнение
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в котором ,s s
αλ λ  – множители Лагранжа, δ  – вариация по перемещениям. Соот-

ношение (14) представляет собой в некотором смысле аналог уравнения Рауса.
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Выпишем соответствующую систему дифференциальных уравнений Эйлера –
Лагранжа. Для удобства представим кинетическую T  и потенциальную энергию
G  в виде сумм

1 2 3,G G G G= + +   4 5T T T= + ,
где

( )
2 22 2 2 2 2

1 2 2 2 20 0
2 1

2
a bi i i i i iD W W W W W

G dxdy
x yx y x y

⎡ ⎛ ⎞⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎢ ⎥= + − − ν −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎝ ⎠⎦
∫ ∫ ,

( )2
2

1

1 ,
2

L
l l l

i i i i
l

G C W x y
′

′ ′ ′

′=
= ∑ ,  ( ) ( )( )23 1

1

1 , ,
2

L
l l l l l
i i i i i i i

l
G C W x y W x y+

=
= −∑ ,

2

4 0 02
a bi ih W

T dxdy
t

ρ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ ∫ ,   
( ) 2

5
1

, ,1
2

q qQ
i i iq

i
q

W x y t
T M

t=

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟=
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑ .

Тогда функционал Остроградского – Гамильтона разлагается следующим об-
разом:
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Нам удобно ввести функционалы по формулам
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и выписать отдельно для каждого функционала соответствующие уравнения Эй-
лера – Лагранжа.

Выпишем уравнение Эйлера – Лагранжа, соответствующее функционалу 1.I
Рассмотрим точку W  из области определения функционала I  и пусть iU  произ-
вольный элемент i -й области определения функционала I , подчиненный усло-
вию
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где iΩ  – обозначает i-ю прямоугольную пластину, а i∂Ω  – ее границы. Здесь 
in

∂
∂

означает производную по нормали в граничной точке.
Функции ( ), ,i i iU x y t  будем называть возмущениями. Сместимся из iW в точку

i iW U+ ε , где ε  – малый параметр. Здесь функция iU задает «направление смеще-

ния» из точки .iW  Теперь находим выражение [ ] [ ]( )1
i i iI W U I W+ ε −

ε
 и, переходя

к пределу при 0ε → , получим функцию
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которую называют производной функционала I  в точке iW по направлению iU
[3, с. 340].
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Наша цель – избавиться от производных возмущения ( ), ,i i iU x y t . Для этого
нам придется неоднократно применять формулу интегрирования по частям. Отме-
тим, что функция ( ), ,i i iW x y t  по переменным ( ),i ix y  при наложении точечных
связей и масс может в этих точках терять гладкость. Поэтому при интегрировании
по частям необходимо учесть, что функция ( ), ,i i iW x y t  или ее частные производ-
ные могут иметь разрывы первого рода в точках, где наложены точечные связи
или массы. Допустим, что к внутренней точке ( ),q q

i ix y  присоединена  точечная

масса 
iqM  или она либо упруго, либо жестко оперта. Покажем как можно приме-

нять формулу интегрирования по частям, если функция ( ), ,i i iW x y t  или ее част-

ные производные теряют гладкость в этой точке ( ),q q
i ix y . Для наглядности рас-

смотрим один из интегралов, присутствующих в правой части соотношения (15).
К примеру, возьмем интеграл
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Учитывая найденные выражения производных функционалов 1 2 3 4, , ,I I I I , оп-
ределим производную функционала Остроградского – Гамильтона:
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к которым надо добавить граничные условия
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Итак, справедливо
Утверждение 1. Колебание однородной упругой изотропной пластины пакета

плоских пластин с постоянной толщиной ,h ограниченной прямоугольным конту-
ром с размерами , ,a b  к которой точечно присоединены массы iqM  в Q  внут-

ренних точках, и в l′  внутренних точках она упруго оперта, описывается диф-
ференциальным уравнением (9) с многоточечными краевыми условиями (10) и (11)
и граничными условиями (12) и (13).

Заметим, что функция ( ), ,i i iW x y t  в точках, где прикреплена точечная масса
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согласно условиям (9).
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а также выполняется соотношения (16) и (17). Тогда на указанных отрезках спра-
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Доказательство леммы 1. Пусть qx x= . Покажем, что из равенства (18) и (19)
при выполнений (16) и (17) следуют соотношения (20) и (21). Дважды продиффе-
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и подставим полученное соотношение в левую часть равенства (16). В результате
имеем
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и подставим полученное соотношение в левую часть равенства (17). Результат
можно записать в виде

( ) ( ) ( ) ( )
3 3

2 2
0 0

3 3

3 3
0 0

1 1

0.

q q
i i

q q
i i

i i i i
i i i i i i

x x

i i
i i

x x

W W W W
D D D D

x xx y x y

W W
D D

x x

− +

− +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂Δ ∂ ∂Δ ∂
− − −ν − − − −ν =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂
= − + =

∂ ∂

Тем самым равенство (21) полностью доказано.
Аналогичным образом доказываются требуемые соотношения на отрезке

qy y= .
В лемме 1 показана непрерывность ( ), ,i i iW x y t  и её нормальных производных

вдоль линии q
i ix x=  и q

i iy y= . Из теории уравнений с частными производными
[5, с. 249] вытекает выполнение дифференциального соотношения (9) вдоль ука-
занных линии q

i ix x=  и q
i iy y= , кроме точки ( ), .q q

i ix y
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