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 Находятся достаточные условия звездообразности порядка α  и почти вы-

пуклости окрестностей мероморфных в единичном круге функций, имею-
щих простой полюс в центре круга.

Ключевые слова: звездообразные окрестности, мероморфные функции,
почти выпуклые окрестности.

Пусть ∑ – класс мероморфных в единичном круге { :| | 1}E z z= <  функций с

лорановским разложением вида
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В работе [1]  введено понятие δ-окрестности регулярной функции в E. Распро-

страним это понятие на мероморфные функции класса .∑  Назовём δ-окрест-

ностью ( )N f
δ

функции ( )f z  из ∑ с разложением (1) множество функций
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− ≤ δ∑ , где 0δ > .

Рассмотрим вопрос о достаточных условиях звездообразности и почти выпук-

лости окрестностей функций ( ) .f z ∈∑

1. Обозначим через 
*

∑ класс звездообразных однолистных в E функций

( )f z из ∑ , т.е. функции ( )w f z= ∈∑ , отображающих круг E  на однолистные

области, дополнение которых до всей w-плоскости есть звездообразная область

относительно точки 0 [2, c.62]w = . Известно, что функции класса
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Следуя М. Робертсону [3] , назовём число
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порядком звездообразности функции 
*

( ) .f z ∈∑  Множество всех функций ( )f z ,

звездообразных порядка α , 0 1≤ α < , в E , обозначим через 
*

( )α∑ , так что
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функции класса 
*

( )α∑  характеризуются неравенством
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,   z E∈ . (3)

По аналогии с определением свёртки Адамара для регулярных в E  функций

определим свёртку Адамара для мероморфных в E функций ( )f z и ( )g z  из клас-

са Σ:
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где 
k
a и 

k
b  ( 1, 2,...)k =  – коэффициенты разложений (1) и (2). Легко проверить

наличие у свёртки Адамара следующих свойств:

0
1 . ( )* ( ) ( )* ( ) ( )*[ ( ) ( )]f z h z g z h z h z f z g zμ + ν = μ + ν ,

где μ  и ν  – постоянные.

0
2 . ( ( )* ( )) ' '( )* ( ) ( )* '( )z f z g z zf z g z f z zg z= = .

Теорема 1. Если ( )f z ∈∑ и | ( ( )* ( )) | 0z f z h z c
θ

≥ >  в E , где
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0 2≤ θ < π , то 
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Доказательство. Характеристическое условие (3) принадлежности классу
*

( )α∑ функции ( )f z из ∑ равносильно неравенству
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, 0 2≤ θ < π  , z E∈ .

Запишем это неравенство в виде

 [1 (1 2 ) ] ( ) (1 ) '( ) 0
i i
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θ θ

+ − α + − ≠ .

Отсюда, учитывая свойство 0
2  свёртки Адамара и равенство
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приходим к неравенству
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равносильному характеристическому условию (3). Используя свойство 0
1  свёртки

Адамара и формулу (4), представим последнее неравенство в форме
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≠ . Следовательно,
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По формуле (4) получим разложение
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Пусть удовлетворяющая условиям теоремы функция ( )f z  имеет в E разложе-

ние (1), а функция ( ) ( )g z N f
δ

∈  и имеет разложение (2). Тогда с учётом (6) будем

иметь
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В силу неравенств (7) запишем
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Приняв к этому во внимание неравенства
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что вместе с (8) влечёт
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Откуда при 
(1 )

(1 )
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δ =

+α
 следует неравенство
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> ,

означающее в соответствии с (5), что 
*

( ) ( ) .g z ∈ α∑ Теорема доказана.

2. Обозначим через ( )α∑ , 0 1≤ α < , класс функций ( )g z из ∑ , для каждой

из которых существует функция 
*

( ) ( )f z ∈ α∑ (зависящая от ( )f z ), такая, что
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Ввиду включения 
* *

( )α ⊂∑ ∑ , функции класса ( )α∑  почти выпуклы в кру-

ге [4]E .
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Теорема 2. Если 
*

( ) ( )f z ∈ α∑ и ( ) 0zf z m≥ > в E , то ( ) ( )N f
δ

⊂ α∑ , где

mδ = α .

Доказательство. Для функций ( )f z  и ( )g z  из ∑ справедливо неравенство
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а с учётом их разложений (1) и (2) оценка
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Считая, что 
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( ) ( )f z ∈ α∑ и ( ) ( )g z N f
δ

∈ , из (10) и (11) с учётом (3) получим
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что при ( ) 0zf z m≥ > в E  и mδ = α  влечёт неравенство (9), т.е. ( ) ( ).g z ∈ α∑

Теорема доказана.
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