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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСТВЕ ОДНОЛИСТНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Приводится новый пример интегрирования уравнения Левнера с управляю-
щей функцией, зависящей от параметра. Показано, что среди полученных
отображений содержится то, которое дает экстремальное отображение в за-
даче об оценке аргумента производной для однолистных конформных ото-
бражений.

Ключевые слова: уравнение Левнера, экстремальные функции в оценке ар-
гумента производной.

Обозначим через S класс голоморфных однолистных отображений f (z) круга
E = {zΙC; |z| < 1}, удовлетворяющих условиям: f (0) = 0, f /(0) = 1, и через SM под-
класс таких отображений, удовлетворяющих дополнительному условию:
| f (z) | ≤ M, M > 1.

Теорема. При фиксированном τ, 0 ≤ τ < +∞ и φ∈[0, 2π], функция
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осуществляет однолистное конформное отображение круга E в единичный круг
{ς∈C; |ς| < 1} с разрезом, начинающимся в точке
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и оканчивающимся в точке
( ) ( )2

2,3, , 1 2 Imiz e i− ϕς τ ϕ = λ + λ λ , (3)

где

( )2 2

2,3 2

2 4 2 1i i i

i

e a a a e e
z

e

ϕ ϕ ϕ

ϕ

+ ± − −
= , 2 Ima i e−τ= λ λ ⋅ , ( ) { }0, 2 \∀ϕ∈ π π .

При этом ( ),0, 0ς τ ϕ = , ( ),0, e−τ′ς τ ϕ = .
Доказательство. Рассмотрим уравнение Левнера

( )
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,
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d
d

μ τ ϕ + ςς
= −ς

τ μ τ ϕ − ς
, 0 ≤ τ < +∞ (4)

с управляющей функцией ( ) ( )2 3, ,ie− ϕμ τ ϕ = λ τ ϕ , где ( ),λ τ ϕ  дается формулой (1),
и будем искать решение ( ), ,zς τ ϕ  этого уравнения с начальным условием

( )0, ,z zς ϕ = , z E∈ .



48 Г.А. Юферова

Существование и единственность решения ( ), ,zς τ ϕ  этой задачи следует из
теоремы 1 [1, С.30].

Заменяя в уравнении (4) переменную ς  на 1ς  по формуле 2
1

ie− ϕς = ς  и 1ς  на
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Перейдем теперь при фиксированном φ к переменной υ по формуле ( ),f E ϕ .
В результате замен приходим к линейному неоднородному уравнению первого

порядка с переменными коэффициентами

z E∈ , 2
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1
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Общим решением соответствующего однородного уравнения
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где q – произвольная постоянная.
Методом вариаций произвольной постоянной приходим к общему решению

( ) ( )211
2

q
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ω ω

рассматриваемого неоднородного дифференциального уравнения.
С учетом начального условия получим
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Решая относительно ω  квадратное уравнение
{ }; 1Cς ∈ ς <

и выбирая из двух его решений то, которое голоморфно в E, ( )0,0, 0ω ϕ = , имеем

2 2D D D
D

υ + − υ + υ −
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где выбрана та ветвь, для которой 1 1= .



Об одном семействе однолистных отображений 49

Перейдя к ς по формуле 
2ie ϕς

ω =
λ

 и выполнив простые преобразования, полу-

чим решение уравнения (4).
Решение распространяется на границу единичного круга как конформное за

исключением точек, в которых
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Их образами являются соответственно точки, даваемые формулами (2) и (3).
Теорема доказана.
Следствие 1. При фиксированном M > 1 и φ∈[0, 2π] функция
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принадлежит классу SM. Здесь
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Эта функция осуществляет однолистное конформное отображение круга E в
единичный круг {ς∈C; |ς| < 1}  с разрезом, начинающимся в точке
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и оканчивающимся в точке
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При этом ( )ln ,0, 0Mς ϕ = , ( )ln ,0, 1M M′ς ϕ = .
Следствие 2 При фиксированном τ, 0 ≤ τ < +∞ ,  функция

( ) 21 1, 1 2 Im
2 2

z zz e e i e zτ τ −τ− −
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где ( ) 21e i e−τ − τλ = λ τ = + − ,
осуществляет однолистное конформное отображение круга E в единичный круг
{ς∈C; |ς| < 1}  с выкинутой лункой, ограниченной дугой единичной окружности и
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дугой кривой, лежащей в единичном круге и имеющей концы в точках

( )1 ,1ς = ς τ = λ  и ( ) 2
2 2, 2 Imz iς = ς τ = λ + λ λ ,

где 2
2 1 4 Imz i e−τ= + λ λ    (рис.1).

ζ ζ τ= ( , )z

ζ τ1( , 1)

ζ τ2( , 2)

1

Рис. 1

Следствие 3. При фиксированном τ, 0 ≤ τ < +∞ ,  функция
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осуществляет однолистное конформное отображение круга E в единичный круг
{ςΙC; |ς| < 1}  с разрезом, начинающимся в точке
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При этом ( ),0, 0ς τ ϕ = , ( ),0, e−τ′ς τ ϕ = .

Следствие 4. При фиксированном τ , 0 ≤ τ < +∞ , функция
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где ( ) 21e i e−τ − τλ = λ τ = − + − ,
осуществляет однолистное конформное отображение круга E в единичный круг
{ςΙC; |ς| < 1}  с выкинутой лункой, ограниченной дугой единичной окружности и
дугой кривой, лежащей в единичном круге и имеющий концы в точках

( )1 , 1ς = ς τ − = λ  и ( ) 2
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где 2
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Следствие 5. При фиксированном τ, 0 ≤ τ < +∞ ,  функция
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осуществляет однолистное конформное отображение круга E в единичный круг
{ςΙC; |ς| < 1}  с разрезом, начинающимся в точке
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Функции ( ), , ...e z zτς τ ϕ = +  при фиксированном τ осуществляют однолистное

конформное отображение круга E E . Поскольку ( )lim , ,e zτ

τ→∞
ς τ ϕ  отличен от по-

стоянной, то по известной теореме об однолистных функциях предельной функ-
ции для семейства однолистных отображений [2, С.10, теорема 1] функция
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однолистна в E и принадлежит классу S.
Ее можно представить в виде
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показывающем, что она дается формулой Кристоффеля – Шварца. Легко видеть,
что f (z, φ) отображает круг E на плоскость w u iv= + , разрезанную по лучу, ле-

жащему на прямой 1tg 2
4sin

v c u= ϕ⋅ +
ϕ

. Он начинается в точке ,
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Следствие 6. Функция
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осуществляет однолистное конформное отображение круга E  на плоскость
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При изменении φ от 
2
π  до нуля точка ( ),if e ϕ ϕ  перемещается вверх от точки
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 до бесконечности (рис. 2); при 
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Рис. 2
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Рис. 3

Г.М. Голузиным [3] и И.Е. Базилевичем [4] была получена точная оценка
( )arg ,zf z′ ϕ  на классе S при фиксированном z ∈ E:
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без указания экстремальных функций.
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Покажем, что ( )
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Отсюда при ,    0 1z = ρ < ρ < ,
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 и в семействе ( ),f z ϕ  выделим функцию, для которой

cos ϕ = ρ , то есть рассматриваемую функцию
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Таким образом, функция ( ), arccosf z ρ  является экстремальной в задаче об
оценке аргумента производной на классе S. Это отображение отличается от ото-
бражения, осуществляемого функцией Кебе, тем, что продолжение разреза плос-
кости не проходит через начало координат.
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