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ОБ ОДНОМ РЕШЕНИИ НАВЬЕ ДЛЯ ЧАСТИЧНО НАГРУЖЕННОЙ
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ

В рамках классической теории функций на основе методики автора исследу-
ется  решение Навье для прогиба в задаче об изгибе прямоугольной шарнир-
но опертой по торцам пластины равномерным давлением, приложенным по
прямоугольнику со сторонами, параллельными сторонам пластины. Доказа-
но, что все производные в бигармоническом операторе от повторного ряда
решения Навье вычисляются его почленным непрерывным дифференциро-
ванием на множестве, построенном вычитанием из замкнутого прямоуголь-
ника пластины прямых, проходящих через стороны прямоугольника прило-
жения нагрузки. Приводятся выражения для перерезывающих сил в повтор-
ных рядах ускоренной сходимости.
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Исследуемое решение получено Навье представлением неизвестного прогиба
повторными синусными тригонометрическими рядами (ТР) и разложением на-
грузки в повторный ряд Фурье.  Путем подстановки таковых в уравнение равно-
весия Софи Жермен – Лагранжа [1] и формального повторного почленного
дифференцирования по обоим символам суммирования ТР прогиба при приме-
нении бигармонического оператора в уравнении равновесия Навье приходит к
уравнению, содержащему четыре повторных ТР. Далее Навье приводит сумму
названных повторных ТР к единому повторному ТР с членом в виде алгебраиче-
ской суммы членов предыдущих рядов и приравниванием коэффициентов полу-
ченного ряда нулю конечным числом корректных алгебраических действий оп-
ределяет коэффициенты ТР прогиба.

В дальнейшем, однако, предложенное Навье решение требует строгогo ма-
тематического обоснования всех формально проведенных при его получении
математических операций. Это операции четырехкратного почленного диффе-
ренцирования по обоим символам суммирования и операция обьединения четы-
рех полученных таким образом повторных ТР в единый повторный ТР. Отме-
ченные действия как Навье, так и последующие поколения математиков и меха-
ников средствами из классической теории функций оставляли необоснованны-
ми. Впервые попытка их обоснования в рамках классической теории функций
принадлежит автору [2], где, однако, использовался искусcтвенный подход.

Кроме того, как показывают предшествующие исследования, особые требова-
ния предьявляются к вычислительной способности того или иного решения.  Из-
вестно, что при нагрузках, распределенных по значительной площади нагружения
несущей поверхности тонкостенного элемента конструкции, решения для изги-
бающих моментов и перерезывающих сил в повторных ТР приводят к успешным
вычислениям. Когда же нагрузка локально-распределенная или, тем более, сосре-
доточенная, возникает явление потери точности вычислений, обусловленное мед-
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ленной сходимостью рядов решений. Значительный вклад в построение решений
для локально-нагруженных тонкостенных элементов конструкций в форме, дос-
тупной для эффективных вычислений, внесли А.Н. Крылов, С.П. Тимошенко,
В.З. Власов, В.В. Новожилов, В.В. Васильев, В.М. Даревский, И.Ф. Образцов,
Б.В. Нерубайло, В.П. Ольшанский, Э.М. Григолюк, В.М. Толкачев, Б.К. Михай-
лов, С. Лукасевич и др.

Обсуждая вычислительную способность решения Навье, предварительно от-
метим, что в [1] при сосредоточенной нагрузке относительно решения для данной
пластины сообщается, что «двойные ряды этого решения непригодны для получе-
ния численных результатов, в особенности, если в них входят производные выс-
ших порядков от прогиба». В работе же [3], вообще говоря, отмечается, что «в
случае сосредоточенных нагрузок приходится удерживать большое число членов,
что повышает трудоемкость вычислений, не обеспечивая достаточной точности
результатов. Далее, автор цитируемой книги, в которой обобщены известные ре-
зультаты в области пластин и оболочек при локаьных нагрузках, приходит к вы-
воду: «Поэтому в случае сосредоточенных нагрузок решений в виде рядов следует
избегать. Здесь желательны решения в замкнутом виде».

Таким образом, разработка методики обоснования решений в повторных ТР и
их преобразования к форме, доступной для вычислений, представляется актуаль-
ной проблемой.

В настоящей работе мы приводим докательство теоремы о дифференцирова-
нии сумм медленно сходящихся ТР и их почленном дифференцировании [4], ко-
торая приводит, наряду с результатами в [5, 6], к методике исследования средст-
вами из классической теории функций повторных ТР на сходимость, непрерыв-
ность,  ускорение сходимости, изменение порядка суммирования и их почленное
диференцирование под обоими символами суммирования. Дается приложение
методики к обоснованию названного решения Навье, а также к высокоэффектив-
ному улучшению его вычислительной способности. Приводится численный при-
мер, показывающий, что  вычисление перерезывающих сил при переходе к ло-
кально-распределенной нагрузке без ускорения сходимости может привести к по-
тере точности вычислений. Применение же ускорения сходимости сохраняет точ-
ность вычислений в рамках точности классической теории пластин.

1. Некоторые вспомогательные математические результаты

 (а) Известное неравенство [7]
1 1 1 1, , 0, , 1, 1p qa p b q ab a b p q p q− − − −+ ≥ ≥ > + = ,

введением новых независимых переменных α, β и параметра γ зависимостями
2 2 1, , 2 , 0, 0p qa p b q p −= α = β = γ α ≥ β ≥ ,

с применением предельных переходов при γ → 0, γ → 2 представляется в обоб-
щенном виде
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(b) Теорема. Пусть на отрезке ∆ ⊂ (– ∞, ∞) \ {±2kπ, k = 0, 1,...} задан косинус-
ный ТР

1
cos ,m

m
a mx x

∞

=
∈ Δ∑ , (1.2)

с коэффициентами, удовлетворяющими условию
lim 0mm

a
→∞

= . (1.3)

Пусть также известно, что тригонометрический ряд, полученный применением
к ТР (1.2) преобразования Абеля, на отрезке  ∆ сходится и, кроме того, почленно
дифференцируется с конечной производной. Тогда производная от суммы ТР (1.2)
на отрезке ∆ существует, конечна и вычисляется его формальным почленным
дифференцированием с последующим формальным повторным применением
преобразования Абеля.

Если же в принятых предположениях выполняется также условие
lim 0mm

m a
→∞

= , (1.4)

то ТР (1.2)  почленно дифференцируется.
Доказательство. Заметим прежде, что исходный ТР удовлетворяет необхо-

димым и достаточным условиям сходимости ТР Салема [8], откуда следует его
сходимость на ∆. Применяя к ТР (1.2) преобразование Абеля и дифференцируя
полученное выражение как дробь, при этом пользуясь, по условию, почленной
дифференцируемостью ТР в числителе, получаем

2
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где 1 1 ν 1 ν, , 2,3,...А a А a aν −= − = − ν = (1.6)

Отметим, что в (1.5) ТР в числителе сходятся, а  заменатель – отличен от нуля.
Значит, производная на ∆ существует и конечна.

Вводя теперь синусы и  косинусы под знаки суммирования и применяя форму-
лы преобразования произведения синусов и косинусов в сумму, а также обьеди-
няя полученные сходящиеся ряды в единый сходящийся ряд, приходим к выраже-
нию

( )[ ]2
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Далее, переходя в (1.7) к частичной сумме под знаком предельного перехода и
выполняя с конечным числом слагаемых приведение подобных членов, получаем
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Заметим теперь, что по условию почленно продифференцированный преобра-
зованный ряд сходится на ∆. Поэтому в силу  леммы Кантора – Гейне [9]

lim ( 0,5) 0NN
А N

→∞
− = ,

откуда
lim ( 1) lim [ ( 0,5) (1 0,5 / ( 0,5))] 0N NN N

А N А N N
→∞ →∞

− = − − − = . (1.9)

Следовательно, переходя в (1.8) к сумме пределов с учетом (1.9) и (1.6), при-
ходим к доказательству первой части теоремы
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Возвращаясь ко второй части теоремы, заметим, что при выполнении допол-
нительного условия (1.4) формально почленно продифференцированный исход-
ный ТР в (1.10) оказывается связанным с ТР справа тождественным повторным
преобразованием Абеля, что следует из необходимых и достаточных условий
сходимости ТР Салема [8]. Теорема доказана.

2. О трехкратной почленной дифференцируемости решения Навье

Исследуется решение Навье для прогиба  в задаче об изгибе прямоугольной
изотропной шарнирно опертой по торцам пластины, нагруженной равномерным
внешним давлением по прямоугольной площадке той же ориентации, что и план
пластины, на непрерывную частную почленную дифференцируемость под обоими
символами суммирования до трех раз.

Названное решение в прямоугольнике пластины G =[0, a] × [0, b] записывается
в виде [1]

1 1
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m n
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∞ ∞
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С применением неравенства (1.1) имеем
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Здесь B1 > 0 – некоторая константа.             
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Оценка (2.2) при r = 1,5 приводит к неравенствам
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С использованием (2.3) и (2.4) приходим к утверждениям
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Действительно, ряды

[ ]
1

sin , 0 3, 0,j j
mn n

n
w y y j y b

∞

=
∂ μ ∂ ≤ ≤ ∈∑ (2.8)

имеют своими общими членами непрерывные функции переменной  y ∈ [0, b]  и,
что следует из оценок (2.3) и (2.4) при s = 0, мажорируются числовыми сходящи-
мися рядами. Поэтому ряды (2.8) сходятся равномерно к непрерывным на [0, b]
функциям [10] (признак Вейерштрасса, n0 430). Таким образом, при  y ∈ [0, b]
имеем, что в (2.8)  при j = 0 ряд сходится, а при j = 1 – сходится равномерно. От-
сюда, с применением теоремы 7 ([10], n0 435) приходим к утверждению (2.6) при j
= 1. Отправляясь далее от равенства (2.6) при j = 1 и опираясь на сходимость ряда
(2.8) при j = 1, а также равномерную сходимость на [0, b]  ряда в (2.8) при j = 2,
приходим с использованием названной теоремы 7 к утверждению (2.6) и при j = 2.
Если теперь при j = 2 воспользоваться равенством (2.6) и сходимостью ряда  (2.8),
а при j = 3  – равномерной сходимостью на [0, b] ряда (2.8), то с применением от-
меченной теоремы 7 придем к завершению доказательства утверждения (2.6).

Рассмотрим теперь повторныe ряды

1 1
sin sin , , , 0 3,s s j j

mn m n
m n

w x x y y x y G s j
∞ ∞

= =
∂ λ ∂ ∂ μ ∂ ∈ ≤ + ≤∑ ∑ (2.9)
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как ординарные, в которых производится суммировании по индексу m. Общие
члены  данных рядов непрерывны в G как произведения непрерывных функций, а
сами ряды мажорируются числовыми сходящимися рядами, что следует из (2.6),
а также (2.4) и (2.5). Поэтому считая переменную x постоянной, полагая в (2.7)
s = 0, j = 0 и применяя те же рассуждения, что и при доказательстве (2.6), придем с
учетом равенства (2.6) и к утверждению (2.7) при s = 0. Пусть  теперь фиксирова-
на переменная y. Отправляясь в (2.6) от значений s = 0, j = 0, но при x ∈ [0, b]
повторяя рассуждения, примененные при доказательстве (2.6), приходим к утвер-
ждению (2.7) при  j = 0.  Аналогично, отправляясь от значения s = 0 в (2.7) при
каждом  j = 1, 2, приходим к доказательству (2.7) и при j = 1, 2 и прочих значениях
i. Утверждение (2.7) доказано полностью.

   3. О почленной дифференцируемости ряда решения Навье
при вычислении частных производных до четвертого порядка

в уравнении равновесия Софи Жермен – Лагранжа

С применением теоремы п.1 исследуется повторный ряд решения  Навье для
прогиба на частную почленную непрерывную дифференцируемость под обоими
символами суммирования при вычислении производных в бигармоническом опе-
раторе в уравнении равновесия Софи Жермен – Лагранжа.

Введем обозначения
( )1 2 2 2

0 ( ( ) ) , ( ) sin sin sin 2mn m n m n n n n nw B y y= λ μ λ + μ χ = μ μ η μ Δη ; (3.1)
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l y w y ml s
∞ ∞

−

= =
ψ = λ μ χ =∑ ∑ , (3.2)

и исследуем ряды (3.2) на сходимость. С применением (2.3) при s + j = 3 и s = 1, 3
получаем

( ) ( )1 13 3 1.5 1.5
1( ) cos ( )s s s s

mn m n n mn m n m nw y ml w B− −λ μ χ ≤ λ μ ≤ λ μ ; (3.3)

( ) ( )1 13 3 1,5 1,5
1

1 1 1
( )cos 1 , 1,3.s s s s

mn m n n mn m n m n
n n n

w y ml w B s
∞ ∞ ∞

− −

= = =
λ μ χ ≤ λ μ ≤ λ μ =∑ ∑ ∑ (3.4)

Таким образом, из (3.3) и (3.4) имеем, что каждый из ординарных рядов в по-
вторном ряде (3.2) мажорируется числовым сходящимся рядом. Тогда оба ряда
сходятся. Отсюда, подставляя (2.1) и (3.1) в (2.7) и полагая s = 1, 3 с применением
формул преобразования произведения синусов, а также синуса и косинуса в их
сумму и использованием сходимости в (3.2) ординарных рядов, последовательно
получаем
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∑ ∑
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i j
y s

=
=∑ (3.5)

Исследуем теперь ряды (3.5) на частную почленную непрерывную дифферен-
цируемость по x под обоими символами суммирования. Из геометрических усло-
вий данной задачи имеем

0 , 0 2 , 0x a a≤ ≤ ≤ ξ ± Δξ ≤ Δξ > . (3.6)
Поэтому, вводя на множестве изменения переменной x дополнительные огра-

ничения
2x ≠ ξ ± Δξ , (3.7)

что равносильно исключению из областей определения функций λ1(x – ξ ± Δξ/2)
нулей,  с учетом неравенств (3.6), (3.7), получаем

1 1( 2) (0, 2 ) , ( 2) [ ,0) (0, ]x xλ + ξ ± Δ ξ ∈ π λ − ξ ± Δξ ∈ − π π∪ . (3.8)

Таким образом, множества значений L(±), (±) функций  λ1 (x ± ξ ±Δ ξ /2 ) пере-
менной  x ∈ X(±) = [0, a] \ { x = ξ ±Δξ/2}  при каждом выборе знака не содержат точек
±2kπ, k = 0, 1,… Здесь в L(±), (±)  левые знаки соответствуют таковым при ξ, а пра-
вые – при Δξ. Заметим, что L(±), (±) как множество значений линейной функции x
связано с множеством ее определенния X(±) взаимнооднозначным соответствием,
причем оба  множества в зависимости от выбора знаков состоят одновременно из
одного или двух непересекающихся промежутков.

Далее из (3.4) следует, что

( )1 3

1
lim ( )cos 0s s

mn m n nm n
w y ml

∞
−

→∞ =
λ μ χ =∑ . (3.9)

Таким образом, при ограничении (3.7) к ординарным при суммировании по m
ТР в четырех повторных рядах в (3.5) допустимо применение преобразование
Абеля [8].

Пусть теперь l∈Δ, где Δ – произвольный замкнутый отрезок, принадлежащий
одному, но любому из множеств L(±), (±). Применяя на Δ преобразование Абеля,
получаем
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(3.10)

где ( ) ( ) ( )11 3
1 1,( ) .s s s s

mn m mn m nm nB w w −
− −= λ − λ μ (3.11)

Здесь коэффициенты (3.11) преобразуются  к виду
( )1 2 2 2 2 2 2

0 1 0 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1

(( ) ( ) ) ( 2 )

[2( ) ( 2 )] ( ) ( ) ;
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−

= μ λ + μ − λ + μ = μ λ λ − λ ×

× λ + μ + λ λ − λ λ + μ λ + μ (3.12)
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1 1 11,

1 1 12 2
1 1 2 1 11,

( ) (

) .
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B w w w w

w w B

− − −−

− − −−

= λ − λ = λ λ − λ + λ λ −

−λ = λ λ λ + λ μ (3.13)

Далее с применением неравенств (1.1) и (2.2) для величин (3.12) и (3.13) при-
ходим к оценкам

( )1 2 2 3 2 2 3
2

1 3 3 5 2,5 1,5
3 7 6 3

( ( ) ) ( )

;

mn m n m n m n m n

m n m n

B O B

B B

− −

− γ γ−
γ=

= λ μ λ + μ ≤ λ μ λ + μ ≤

≤ λ μ = λ μ (3.14)
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( )

3 1 1 1 12 2 2 2 2
1 2 1 1 1

1 2 5 2 3 3 3 7 2,5 1,5
1 1 7 4 3 11 6 1 1 3

2

2 2 ,

mn m m mn m mn n m mn m mn n

m n m n m n

B w B w B

B B B B

− −
− −

− γ − γ − γ γ−
γ= γ=

= λ λ λ + λ μ ≤ λ λ + λ μ ≤

≤ λ λ μ + λ μ = λ + λ μ (3.15)

где B2 , B3  > 0 – некоторые константы.
Таким образом, при s = 1, 3 каждый ординарный ряд в повторном в числителе

(3.10), где производится суммирование  по индексу n, имеет своим общим членом
непрерывные функции переменной  y и, с учетом (3.14) и (3.15), мажорируется
числовым сходящимся рядом на отрезке  [0, b] . Тогда каждый из них сходится
равномерно [11] ( признак Вейерштрасса, n0 430 ) к непрерывной на [0, b] функ-
ции переменной y. Но при s = 1, 3 и каждый ординарный ряд в том же повторном
ряде, образованный суммиованием по индексу m, а также ряд, полученный его
формальным почленным частным дифференцированием по l, составлены сумми-
рованием по m непрерывных как произведение двух непрерывных функций функ-
ций переменной  l ∈ Δ  и переменной  y ∈ [0, b]  функций, а также с учетом (3.14),
(3.15) мажорируется числовым сходящимся рядом. Поэтому и названные ряды
сходятся равномерно к непрерывным на Δ × [0, b]  функциям  l и  y [10] (признак
Вейерштрасса, n0 430 ) и, в силу теоремы 7  ( [ 11], n0 435 ), имеет место равенство

( ) ( ) ( ) ( )

[ ][ ]
2 1 2 1

sin ( 0,5)sin ( 0,5)

0, , 1,3.

s s
mn n mn n

m n m n

m lB y m l B y
l l

C b s

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

∂ −
χ − = χ ⊂

∂ ∂

⊂ Δ × =

∑ ∑ ∑ ∑
(3.16)

Oчевидно и произведение в (3.10) sin l / 2 на ординарный ТР – непрерывную
функцию переменной y непрерывно дифференцируется по l. Тогда числитель в
(3.10), рассматриваемый как ординарный ряд в повторном, образованный сумми-
рованием по индексу m = 1, 2,.. ., почленно непрерывно дифференцируется по l.
Кроме того, с использованием (3.4) приходим к неравенствам
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∑ ∑
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Откуда ( )1 3

1
lim ( ) sin 0, 1,3s s

mn m n nm n
w m y ml s

∞
−

→∞ =
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− λ μ χ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . (3.17)

Таким образом, ординарный ряд в повторном ряду в (3.10), где m = 1, 2, ... ,
удовлетворяет всем условиям теоремы в п.1. Следовательно,

( ) ( ) [ ][ ]1 3

1 1

, cos( ) 0, , 1,3.s ss
mn m n n

m n

l y mlw y C b s
l l

∞ ∞
−

= =

∂ ψ ∂
= λ μ χ ⊂ Δ × =

∂ ∂∑ ∑ (3.18)

Здесь непрерывная дифференцируемость функции ψs (l, y) вытекает из прежде до-
казанной непрерывной дифференцируемости числителя и непрерывности произ-
водной знаменателя алгебраической дроби  (3.10).

Утверждение (3.18) доказано для значений  ( l, y ) ∈ Δ × [0, b]  при любом  Δ ⊂
L(±), (±)  и каждом  из множеств L(±), (±). Покажем теперь, что оно остается верным и
при  ( l, y ) ∈ L(±), (±) × [0, b] . Действительно, пусть l0 – произвольная точка из за-
ранее выбранного одного, но любого из множеств L(±), (±).  Каждое из L(±), (±)  в за-
висимости от выбора знаков состоит из одного или двух непересекающихся про-
межутков. Поэтому l0  принадлежит промежутку. Но тогда найдется отрезок Δ0,
такой, что  l0 ∈ Δ0, и одновременно Δ0 содержится в том же промежутке, что и  l0.
Заметим, что на множестве Δ0 ×  [0, b]  утверждение (3.18) по доказанному верно.
Значит оно верно и при ( l0 , y) ∈ Δ0 × [0, b]. Но ( l0 , y) –  произвольная точка из
одного, но любого заранее выбранного множества из множеств L(±), (±) × [0, b].
Следовательно, оно остается верным и в нем. Так как выбранное множество –
любое,  то (3.18)  верно и в каждом из множест в L(±), (±) ×  [0, b]. Что и требовалось
доказать.

Докажем теперь, что в повторном ряду в (3.18) на любом из множест в L(±), (±) ×
[0, b]  допустимо изменение порядка суммирования. Так как множество L(±), (±) не
содержит точек ± 2 kπ,   k = 0, 1, …, и одновременно выполняется равенство (3.17),
то к ординарному ТР с индексом суммирования m в повторном ряду (3.18) допус-
тимо применение преобразования Абеля [9]. Применяя данное преобразование,
получаем
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Далее с использованием (3.3), (3.14) и (3.15) оценим величину общего члена
повторного ряда в (3.19):

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 3
1

1,5 1,5
1 1 3

( ) cos 1 2

3 .

s s ss s
mn n n mn n m mn n m mn

m n

B y m l B w B

B B

+ + −μ χ − ≤ μ ≤ λ λ μ + λ ≤

≤ λ + λ μ (3.21)
Значит, замена общего члена в повторном ряду в (3.19) их абсолютными вели-

чинами приводит к сходящемуся ряду. Поэтому  в силу теоремы 3 ( [10] , n0 393 )
в повторном ряду в (3.19) справа допустима перестановка порядка суммирования.
Кроме того, с учетом (3.3) имеем

( )1 3 0.5 1.5
1 1( ) ( )s s

mn m n n m nm w y B−λ μ χ ≤ λ λ μ ,

откуда ( )1 3lim ( ) 0,s s
mn m n nm

m w y−

→∞
λ μ χ = (3.22)

что позволяет применить преобразование Абеля [8] к ординарному ТР с индексом
суммирования m = 1, 2, … в повторном ряду (3.19), если в последнем изменить
порядок суммирования на обратный и обьединить оба сходящихся ряда с индек-
сом суммирования n в единый сходящийся ряд.  Выполняя данные преобразова-
ния, получаем
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(3.23)

Далее равенство (3.5) дифференцируется по x ∈ X(±) , причем  в правой части, в
силу существования производных каждого из четырех рядов, переходим от диф-
ференцирования суммы рядов к сумме производных от рядов. Диффенцируя те-
перь каждый ряд как сложную функцию переменной l , соответственно полагая  l
= λ1 (x ± ± ξ ± Δ ξ /2 ), используем равенство (3.18) на  L(±), (±) × [0, b].  Затем после-
довательно вводим  символ конечного суммирования по индексам i и j под симво-
лы бесконечных сумм сначала с индексом m, а затем и n. Данные действия допус-
тимы ввиду сходимости каждого из ординарных бесконечных рядов как рядов,
образующих сходящийся повторный ряд. В итоге имеем
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Здесь мы использовали (3.18). Если же воспользоваться (3.23), то аналогично
получаем
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Заметим теперь, что и в исходном повторном ряду (2.1) допустима переста-
новка порядка суммирования, ибо ряд, составленный из модулей его общего чле-
на, сходится, что следует из (2.3) при s = j = 0. Выполняя названную перестановку
и повторяя рассуждения с точностью до обозначений, вместо (3.25) будем иметь
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Здесь мы также переставили порядок дифференцирования с учетом непрерыв-
ности производных.

Таким образом, согласно (3.24) и (3.25), все частные производные, входящие в
уравнение равновесия Софи Жермен – Лагрангжа, рассматриваемые в совокупно-
сти, непрерывны на множестве

{ } { }
{ } { }

( \ 2 ) ( \ 2 )
\ ( 2 2 )

E G x G y
G x y

= = ξ ± Δ ξ ∩ = η ± Δ η =

= = ξ ± Δ ξ ∪ = η ± Δ η (3.27)
и вычиляются почленным дифференцированием решения Навье (2.1) для прогиба
под обоими символями суммирования.

Подставляя теперь повторные ряды (3.25) и (3.26)  в уравнение Софи Жермен
– Лагранжа и используя в них, а также в повторном ряду для нагрузки сходимость
ординарных рядов с индексом суммирования m и n, объединяем прежде всего,
слева в уравнении, все четыре ряда в единый сходящийся ординарный ряд с ин-
дексом суммирования m. Данный ряд  содержит в качестве общего члена сумму
четырех прежних сходящихся ординарных ряда с индексом n. Поэтому, объеди-
няя под индексом суммирования n и названные ряды в единый сходящийся ряд,
приходим на множестве E к уравнению, содержащему в левой части повторный
ряд с нулевыми коэффициентами, а справа – нуль, что обращает уравнение в тож-
дество.

Таким образом, решение Навье с применением разработанных нами средств
методического характера из классической теории функций обосновано.

4. Об улучшении  вычислительной способности решения Навье

Здесь автор настоящей работы, как и прежде в случае сосредоточенной на-
грузки [3] – [5], ограничиваясь лишь повторными ТР, утверждает, что названные
ряды – чаще уже полученные решения – могут стать весьма  эффективным сред-
ством вычислений их сумм, если их предварительно преобразовать по предло-
женной им методике в быстросходящиеся ряды. В названной методике распро-
страняется высокоэффективный метод А. Даду [12, 13] (n крат примененное пре-
образование Абеля), предназначенный для ускорения сходимости ординарных ТР,
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на повторные ТР. В итоге полученное преобразование – точное аналитическое
преобразование,  которое сохраняет силу при произвольной нагрузке, в частности
локально-распределенной. Его же  вычислительная эффективность обосновывает-
ся как  аналитическими оценками коэффициентов полученных рядов, так и вари-
антными вычислениями при различных значениях n с взаимным сравнением ре-
зультатов.

С использованием известных формул для перерезывающих сил [1] и (2.7),
(1.1), имеем
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Здесь B4 – некоторая константа.
Выражение (4.1) получено с использованием сходимости рядов (2.7), а также

ряда (4.3), которая устанавливается с использованием оценки (4.2).
Далее преобразуем (4.3) с применением одно- и двукратного преобразования

Абеля. Названные преобразования допустимы, так как
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где ( )1 2 2 2 2
1, 1 1 1(2 ) ( ( ) ( ) ) ,mn m n mn m n m n m nd d d− −= − = λ λ − λ μ λ + μ λ + μ (4.6)
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Здесь применение неравенства (1.1) приводит к оценкам
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Сравнение оценок (4.2), (4.8) и (4.9) показывает, что при первоначальном при-

меннении преобразования Абеля улучшается сходимость каждого из ординарных
рядов в повторном ряду в (4.5), при повторном же применении названного преоб-
разования улучшается сходимость лишь ординарного ряда в повторном с индек-
сом суммирования m.

Аналогичные результаты в силу симметрии выражения (2.1) получаются и для
Ny перестановкой в (4.1) – (4.9)  символов x и y, a и b, ξ и η, Δξ  и Δη.

 Далее приводятся численные результаты вычислений безразмерных перере-
зывающих сил Ñx = Nx a / P,  Ñy= Ny a / P. Расчеты производились при локальной
нагрузке как без ускорения сходимости по формуле (4.1), так и с ускорением схо-
димости с применением формул (4.5) при неизменных значениях следующих па-
раметров:

0,49; 0,5; 0,005.x a y b a b a a= = ξ = η = Δξ = Δη = (4.10)
В таблице при различных принятых значениях b/a содержаться результаты

расчета безразмерной перерезывающей силы Ñx.

Ñx Ñx / Ñx
(III)

b/a I II III IV I II IV
1,0 17,6 15,6 15,8 15,9 1,11 0,99 1,01
1,1 17,6 15,6 15,8 15,9 1,11 0,99 1,01
1,2 17,5 15,6 15,8 15,8 1,11 0,99 1,00
1,4 17,4 15,6 15,8 15,8 1,10 0,99 1,00
1,6 17,3 15,6 15,8 15,8 1,09 0,99 1,00
1,8 17,1 15,6 15,8 15,8 1,08 0,99 1,00
2,0 17,0 15,6 15,7 15,7 1,08 0,99 1,00
3,0 16,1 15,1 15,2 15,2 1,06 0,99 1,00
5,0 14,0 13,4 13,5 13,5 1,04 0,99 1,00

В левой части таблицы в первом столбце приводятся  значения, полученные
без ускорения сходимости, во втором же и в третьем – с ускорением сходимости
одно- и двукратным преобразованиями Абеля, а в четвертом – расчет при сосре-
доточенной нагрузке, полученный в [6]  с применением трехкратного преобразо-
вания Абеля. Для сравнения результатов в правой части таблицы приводится от-
ношение соответственныx численных значений в столбцах I , II, IV к таковым,
приведенным в столбце III. Сравнительный анализ показывает, что расчет без ус-
корения сходимости может привести к погрешностям, превосходящим точность
классической теории пластин: относительная ошибка достигает 11 %. Примене-
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ние же одно – и двукратного преобразования Абеля приводит к значениям, близ-
ким к таковым, полученным при сосредоточенной нагрузке: здесь разность отно-
сительных ошибок не превосходит  2 %.

Расчет же Ñy при тех же значениях параметров во всех вышеупомянутых вари-
антах вычислений, связанных как с ускорением, так и без ускорения сходимости,
показал, что порядок их величины не превышает 10–14, что обьясняется симмет-
ричным расположением нагрузки относительно оси OX и вычислением значений
Ñy  в плоскости XOZ.
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