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Предложен метод, порождающий отношения эквивалентности на классе ти-
хоновских пространств. Показано, что известные отношения l-, u- и t-эквива-
лентности являются частными случаями отношений, порожденных данным
методом. Приведены новые примеры отношений эквивалентности, сохра-
няющих компактность, число Линделёфа и размерность.
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Всюду ниже символом Cp(X) обозначается пространство непрерывных вещест-
веннозначных функций с топологией поточечной сходимости, заданных на тихо-
новском топологическом пространстве X . Последнее же именуется топологиче-
ским пространством, или просто пространством.

Топологические пространства вида Cp(X) служат предметом изучения так на-
зываемой Cp-теории.

Один из основных её разделов занимается вопросом о том, насколько сходны-
ми обязаны быть свойства пространств X, Y, если Cp(X), Cp(Y) линейно гомео-
морфны, равномерно гомеоморфны, или гомеоморфны (в этих случаях говорят,

что X, Y являются l-, u- или t-эквивалентными и кратко пишут 
l

X Y∼ , 
u

X Y∼ ,
t

X Y∼  соответственно). Оказывается, что эти наиболее активно изучаемые ситуа-
ции можно рассмотреть с некоторой единой точки зрения.

А именно, каждый гомеоморфизм h:Cp(X)→Cp(Y) со свойством h(OX) = OY, где
OX, OY – тождественно нулевые функции на X, Y соответственно, задаёт двойст-

венное отображение 0 0
: ( ) ( )

p p p p
h C C Y C C X
∗

→  между пространствами непрерыв-

ных функций на Cp(Y), Cp(X), равных нулю в точках OY, OX соответственно. Эле-

менты пространств 0 ( )
p p

C C X , 0 ( )
p p

C C Y  мы далее называем функционалами. Че-

рез Lp(X), Up(X) обозначаются пространства линейных, соответственно равномер-
но непрерывных функционалов на Cp(X). Отображение h* действует по правилу
(h*(f))(φ) = f(h(φ)), φ ∈ Cp(X). Оно линейно и мультипликативно.

Определение 1. Пусть 0 ( )
p p

E C C X⊂ , 0 ( )p pF C C Y⊂ . Скажем, что гомеомор-

физм h имеет тип (E;F), если h*(Y) ⊂ E, (h*)–1(X) ⊂ F.
Замечание. Понятно, что если гомеоморфизм h:Cp(X)→Cp(Y) имеет тип (E;F) и

E⊂E1, F⊂F1, то h имеет тип (E1;F1).
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Примерами гомеоморфизмов типа (E;F) могут служить широко изучаемые ли-
нейные, равномерные и общие гомеоморфизмы пространств непрерывных функ-
ций.

Теорема 1. Пусть h:Cp(X)→Cp(Y) – гомеоморфизм типа (E;F). Тогда
(а) E = X, F = Y, если и только если X ~ Y,

(б) E = Lp(X), F =  Lp(Y), если и только если 
l

X Y∼ ,

(в) E = Up(X), F = Up(Y) если и только если 
u

X Y∼ ,

(г) 0 ( )
p p

E C C X= , 0 ( )
p p

F C C Y= , если и только если 
t

X Y∼ .

Доказательство. Во всех четырёх пунктах очевидна достаточность указанных
эквивалентностей. Покажем их необходимость.

(а) По определению гомеоморфизма типа (E;F), имеем h*(Y) ⊂ X, (h*)–1(X) ⊂ Y.
Следовательно, h*(Y) = X.

(б) В силу линейности отображения h*, из h*(Y) ⊂ Lp(X) следует
h*(Lp(Y)) ⊂ Lp(X). Аналогично,

(h*)–1(Lp(X)) ⊂ Lp(Y). Таким образом, Lp(X) и Lp(Y) линейно гомеоморфны, что

по следствию 0.5.12. из [1] означает, что 
l

X Y∼ .
(в) Покажем, что отображение h равномерно непрерывно. Зафиксируем произ-

вольную окрестность W = W(OY, K, ε) точки OY ∈ Cp(Y). Здесь ε > 0,
K = (y1,…,yn) ⊂ Y. Так как h типа (Up(X);Up(Y)), то h*(K) ⊂ Up(X). Поэтому для
каждого yi существует δi > 0 и конечное множество Ki ⊂ X, такое, что если
φ, ψ ∈ Cp(X) и |φ – ψ| ∈ V = V(OX, Ki, δi), то |(h*yi)(φ) – (h*yi)(ψ)| < ε. Положим
δ0 = min(δ1,…,δn), K0 = K1∪…∪Kn, V0 = V0(OX, K0, δ0), и пусть φ, ψ ∈ Cp(X) такие,
что |φ – ψ| ∈ V0. Тогда при каждом i, 1 ≤ i ≤ n, выполнено |(h*yi)(φ) – (h*yi)(ψ)| =
= |yi(h(φ)) – yi(h(ψ))| = |h(φ) – h(ψ)|(yi) < ε, то есть |h(φ) – h(ψ)|∈W. Это и означает,
что отображение h равномерно непрерывно. Рассуждая симметричным образом,
можно доказать, что и отображение h–1 равномерно непрерывно. Это завершает
доказательство пункта (в).

Справедливость (г) очевидна. ■
Приведём ещё два заслуживающих внимания примера конкретного выбора

подмножеств E, F.
Пример 1. Пусть ξ – линейный функционал на Cp(X), n∈N. Степенным функ-

ционалом (степени n) назовём функционал ξn , действующий по правилу
ξn(φ) = (ξ(φ))n. Если ξ1,...,ξm – линейные функционалы с дизъюнктными носителя-

ми, то функционал вида 
1 1

m n
j

ij i
i j

p a

= =

= ξ∑∑ , где все aij из R, назовём многочленом.

Множество всех многочленов будем обозначать через Mp(X).
Очевидно, что при n = 1 мы получим обычные линейные функционалы, так

что Lp(X) ⊂ Mp(X).
Каждому многочлену p можно естественным образом поставить в соответст-

вие конечное множество 
1

supp supp

m

i

i

p

=

= ξ∪ , которое уместно называть носителем

многочлена p.
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Пример 2. Функционал d:Cp(X)→R вида 1

1

knn

k
d x x= ⋅ ⋅… , действующий по пра-

вилу ( )( )
1

( ) i

k
n

i

i

d x

=

ϕ = ϕ∏ , где xi ∈ X, ni ∈ N при всех i от 1 до k, назовём мономом.

Множество всех мономов обозначим через Dp(X).
Аналогично примеру 1, для каждого монома также можно определить носи-

тель: suppd = {x1,…,xk}.
Пусть теперь h:Cp(X)→Cp(Y) – гомеоморфизм типа (E;F), где

(E;F) = (Mp(X) ; Mp(Y)) или (E;F) = (Dp(X) ; Dp(Y)). В обоих случаях определены ко-
нечнозначные отображения SM:Y→X, SM(y) = supph*y, TM:X→Y, TM(x) = supp(h*)–1x
и соответственно SD:Y→X, TD:X→Y, задаваемые аналогично. Для первого из ука-
занных случаев введём множества X≤n = {x∈X; |TM(x)|≤n}, Xn = X≤n+1\X≤n и симмет-
рично определяемые множества Y≤n, Yn для всех n∈N.

Ниже мы формулируем несколько утверждений (лемма 1, следствия 1 – 4) от-
носительно свойств отображения SM. Понятно, что в силу равноправного положе-
ния отображений SM и TM последнее обладает теми же свойствами. Доказательства
этих утверждений можно найти в статье [2] (лемма 2 и следствия из неё).

Лемма 1. Пусть y∈Y, |SM(y)| = k(y), {U1,…,Uk(y)} – произвольная дизъюнктная
система окрестностей точек из SM(y). Тогда у точки у найдется окрестность Vy, це-
ликом состоящая из точек z, для которых SM(z) ∩ Ui ≠ ∅ для всех i = 1,…,k(y).

Следствие 1. Отображение SM полунепрерывно снизу.
Следствие 2. Отображение SM: Yn→X полунепрерывно сверху при любом n∈N.
Следствие 3. Y ≤ n замкнуто в Y при любом n∈N.
Следствие 4. Если y∈Y, то y∈∪{TM(x); x∈SM(y)}. В частности, отображение SM

сюръективно.
Формулируемая ниже теорема обобщает теорему статьи [2], поскольку вве-

дённое в [2] множество Mp(X) ỳже, чем Mp(X), определённое выше. (Многочлены
из примера 1 являются линейными комбинациями полиномов с дизъюнктными
носителями из статьи [2].)

Теорема 2. Если X, Y – пространства со счётной базой, а h:Cp(X)→Cp(Y) – го-
меоморфизм типа (Mp(X) ; Mp(Y)), то dimX = dimY.

Лемма 2. Отображения SD и TD сюръективны и полунепрерывны сверху.
Доказательство. Ясно, что достаточно доказать утверждение для SD. Сюръек-

тивность можно доказать так же как следствие 5 в статье [2]. Докажем, что SD по-
лунепрерывно сверху. Пусть y∈Y и G – открытое в X множество, содержащее
SD(y) = {x1,…,xk}. Пусть U – окрестность множества SD(y), содержащаяся в G.
Пусть, далее, функция φ ∈ Cp(X) такова, что φ(x1) =…= φ(xk) = 1 и φ тождественно
равна нулю вне U. Рассмотрим V = (h(φ))–1(R\{0}). Ясно, что V открыто в Y. Так

как (h(φ))(y) = (h*(y))(φ) = ( )( ) ( )( )1

1
...

kn n

k
x xϕ ⋅ ⋅ ϕ  = 1, то y∈V. Если z∈Y и

x0∈SD(z)\U, то выражение (h(φ))(z) = (h*(z))(φ) содержит сомножитель

( )( ) 0

0
0

n

xϕ = , и потому (h(φ))(z) = 0. Следовательно, z∉V. Заключаем, что

z∈V ⇒ SD(z)⊂U, что и доказывает требуемую полунепрерывность сверху. ■
Теорема 3. Если h:Cp(X)→Cp(Y) – гомеоморфизм типа (Dp(X) ; Dp(Y)), то

l(X) = l(Y). Если X компактно, то и Y компактно.
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Доказательство. Пусть пространство X компактно (соответственно l(X) ≤ τ,
где τ – некоторый кардинал). Пусть γ – произвольное открытое покрытие про-
странства Y. Рассмотрим семейство γ1, состоящее из объединений всевозможных
конечных подсемейств семейства γ. Для каждой точки x из X зафиксируем эле-
мент V(x) из γ1, такой, что TD(x) ⊂ V(x), а также окрестность U(x), для которой
справедливо TD(U(x)) ⊂ V(x). Из открытого покрытия {U(x): x ∈ X} пространства X
извлечём конечное (соответственно мощности не свыше τ) подпокрытие. Соот-
ветствующие множества V(x) образуют подсемейство той же мощности в γ1, по-
крывающее Y в силу сюръективности отображения TD. Для завершения доказа-
тельства остаётся учесть, что каждое множество V(x) есть объединение лишь ко-
нечного числа элементов из γ. ■

Определение 2. Пространства X и Y назовём (E;F)-эквивалентными, если су-
ществует гомеоморфизм h:Cp(X)→Cp(Y), представимый как композиция конечного
числа гомеоморфизмов типа (E;F). Факт (E;F)-эквивалентности пространств X и Y

будем кратко записывать так: 
( ; )E F

X Y∼ . При (E;F) = (Mp(X) ; Mp(Y)) будем писать
m

X Y∼  и говорить, что X и Y m-эквивалентны, а при (E;F) = (Dp(X) ; Dp(Y)) – писать
d

X Y∼  и говорить, что X и Y d-эквивалентны.
В обозначениях определения 2 можно так сформулировать элементарные

следствия из теорем 2 и 3:
Следствие 5. (а) Если пространства X и Y m-эквивалентны и имеют счётную

базу, то dimX = dimY.
(б) Если пространства X и Y d-эквивалентны и одно из них компактно, то и

другое компактно.
(в) Если пространства X и Y d-эквивалентны, то l(X) = l(Y).
В связи с определением 2 возникают два вопроса.

Вопрос 1. При каком выборе подмножеств 0 ( )
p p

E C C X⊂ , 0 ( )p pF C C Y⊂  из

определения 2 можно исключить слова «представимый как композиция конечного
числа гомеоморфизмов»?

Вопрос 2. Каковы взаимосвязи между (E;F)-эквивалентностями, определяе-
мыми различным выбором пар (E;F)?

В направлении исследования второго вопроса идёт следующее
Предложение. Для любого пространства X верно равенство

Mp(X)∩Up(X) = Lp(X).
Доказательство. Каждый линейный функционал, как уже упоминалось, явля-

ется многочленом. В то же время, как известно, он равномерно непрерывен. Так
что Mp(X)∩Up(X) ⊃ Lp(X). Покажем обратное включение. Для этого достаточно

показать, что если p∈Mp(X)\Lp(X), то p∉Up(X). По определению 
1 1

m n
j

ij i
i j

p a

= =

= ξ∑∑ , и

мы предполагаем, что существуют индексы k, l, 1≤ k ≤m, l ≥ 2, такие, что akl ≠ 0.
Рассмотрим некоторую точку x∈suppξk и функцию φ∈Cp(X), такую,
что φ(X) ⊂ [0;1] и равную нулю на всём носителе многочлена p, кроме точки x,
где φ(x) = 1. Пусть T = {t⋅φ; t∈R}⊂Cp(X). Тогда сужение многочлена p на
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множество T есть степенная функция от t степени не ниже 2. В самом деле,

p(t⋅φ) = akl⋅(t⋅ξk(φ))l = akl⋅(t⋅αkx⋅φ(x))l = akl⋅
l

kx
α ⋅tl (здесь αkx – коэффициент линейного

функционала ξk при точке x). Поэтому при любом δ > 0 можно выбрать достаточ-
но большие по абсолютной величине t, s , такие, что |t−s| < δ, но |p(t⋅φ)−p(s⋅φ)| > 1.
Поскольку |(t⋅φ)(x)−(s⋅φ)(x)| = |(t−s)⋅φ(x)| < δ при любом x∈X, то заключаем, что p

не равномерно непрерывен. ■
Следствие 6. Каждый равномерный гомеоморфизм h:Cp(X)→Cp(Y) типа

(Mp(X) ; Mp(Y)) линеен.
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