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В работе описывается строение решений квазилинейных уравнений с част-

ными производными на примере радиально симметричных решений уравне-

ния газовой динамики.
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В последнее время возрос интерес к исследованию нелинейных уравнений ма-

тематической физики, в частности к уравнению газовой динамики. Как правило,

многие свойства решений таких уравнений определяются их поведением в особых

точках (Р. Бартник, Е. Калаби, В.А. Клячин, А.А. Клячин, О. Кобаяси, В.М. Мик-

люков,  Л. Саймон,    С. Ченг,  С. Яу и др.). До настоящего времени изучение по-

ведения решений в особых точках проводилось для узкого класса уравнений (ли-

нейные уравнения, уравнение минимальных поверхностей, уравнение максималь-

ных поверхностей). Так, строение решений уравнения максимальных поверхно-

стей в окрестности конечной особой точки и асимптотические свойства макси-

мальных трубок и лент достаточно полно изучены в работах В.М. Миклюкова и

В.А. Клячина [1 – 3]. Стоит также отметить результаты О. Кобаяси [6], К. Экера

[5], В.А. Клячина и В.М. Миклюкова [1, 4] о световом характере изолированных

особенностей. В настоящей работе рассмотрены радиально симметричные реше-

ния уравнения для потенциала скорости в газовой динамике и изучено их поведе-

ние в окрестностях некоторых точек.

Рассмотрим уравнение для потенциала скорости в газовой динамике
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которое описывает потенциал скоростей плоского установившегося течения иде-
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Будем искать радиально симметричное решение уравнения (1), т.е. u = u(r), где
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Решение уравнения (2) в случае γ > 1 имеет следующий вид:
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Областью определения функций r(t) и u(t) является интервал 0 < t < 1 при

C1 > 0 и интервал –1 < t < 0 при C1 < 0.

Производная функции r(t)
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Приравнивая r'(t) к нулю, получим, что при C1 > 0 функция r(t) имеет в точке
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достигается в точке – t* и равен ( )
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. При C1 > 0 на интерва-

ле 0 <t < t* производная r'(t) меньше нуля (следовательно, функция r(t) на этом

интервале убывает), а на интервале t* < t < 1 – больше нуля, то есть функция r(t)

возрастает. При C1 < 0 на интервале –1 <t < – t* производная r'(t) меньше нуля, а

на интервале – t* < t < 0 – больше нуля.

Эскиз графика функции r(t) представлен на рис. 1.
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Производная функции u(t)
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Приравнивая u'(t) к нулю, получим, что функция u(t) имеет экстремум в точках
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 и *t−  при C1 > 0 и C1 < 0 соответственно. При C1 > 0 на интервале

0 <t < t* производная u'(t) < 0, следовательно, функция u(t) на этом интервале

убывает, а на интервале t* < t < 1 производная u'(t) > 0, следовательно, функция

u(t) возрастает на этом интервале. При C1 < 0 на интервале –1 <t < – t* производ-

ная u'(t) > 0, а на интервале – t* < t < 0 производная ( ) 0u t′ < .

Эскиз графика функции u(t) изображен на рис. 2.
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Так как решение найдено в параметрическом виде, то производная 
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вниз на интервале r(t*) < r < +∞ (t* < t < 1) и выпукла вверх на интервале r(t*) <

< r < +∞ (0 < t < t*). Исследование знака второй производной при C1 < 0 приводит

к следующему результату: функция u(r) выпукла вниз на интервале r(–t*) < r < +∞

(– t* < t < 0) и выпукла вверх на интервале r(–t*) < r < +∞ (–1 < t < – t*).

На рис. 3 представлен эскиз графика функции u(r):
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Рис. 3

Заметим, что функция u(t) эквивалентна функции C1ln(r(t)) при t → ±0 и функ-
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В случае γ < 1 решение также выписывается в параметрическом виде:
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При C1 > 0 областью определения функций r(t) и u(t) является интервал t > 0, а

при C1 < 0  – интервал t < 0.

Здесь возможны несколько вариантов поведения решения в зависимости от

значений параметра γ.

Рассмотрим случай –1 < γ < 1.

Производная функции r(t)
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Исследуя знак производной, получим, что при C1 > 0 функция r(t) имеет экс-
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0 < t < t* функция r(t) убывает, а на интервале t*< t < +∞ – возрастает. При C1 < 0
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интервале –∞ < t < –t* функция r(t) убывает, а на интервале –t*< t < 0 – возрастает.

Производная функции u(t)
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Приравнивая u'(t) к нулю, получим, что функция u(t) имеет экстремум в точке
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функция u(t) убывает, а на интервале t*< t < +∞ – возрастает. При C1 < 0 на интер-

вале –∞ < t < –t* функция u(t) убывает, а на интервале –t*< t < 0 – возрастает. Эс-

кизы графиков функций r(t) и u(t) представлены на рис. 4 и 5 соответственно.
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Эскиз графика функции u(r) изображен рис. 6.
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Рис. 6

Здесь функция u(t) эквивалентна функции C1ln(r(t)) при t → ±0 и функции
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Аналогично исследуя функции r(t) и u(t) при γ < –1, получим эскизы графиков

функций r(t) и u(t) (рис. 7 и 8).
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Рис. 8

Так же как и в случае –1 < γ < 1, функция u(t) эквивалентна функции C1ln(r(t))

при t → ±0 и функции ( )
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На рис. 9 представлен эскиз графика функции u(r).
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При γ = –1 уравнение (1) обращается в уравнение минимальных поверхностей:
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Для этого случая эскизы графиков функций r(t) и u(t) изображены на рис. 10

и рис. 11.
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Функция u(t) эквивалентна функции |C1|ln(r(t)) при t → ±0 и u(t) → 0,

r(t) → |C1| при t → ±∞.
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На рис. 12 представлен эскиз графика функции u(r).
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В случае γ = 1 уравнение (1) примет вид
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Ниже на рис. 13 и 14 представлены эскизы графика функции r(t) и функции u(t).
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Функция u(t) эквивалентна функции ±C1ln(r(t)) при t → ±0; при t → +∞ спра-

ведливо неравенство u(t) ≥ C1ln(r(t)), а при t → –∞– неравенство u(t) ≤ –C1ln(r(t)).

Эскиз графика функции u(r) представлен на рис. 15.
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Рис. 14                                                           Рис. 15

Итак, в данной работе представлены радиально симметричные решения урав-

нения для потенциала скорости в газовой динамике, а также эскизы найденных

решений при различных значения параметра γ. Для более ясного видения характе-
ра поведения решений были приведены соотношения эквивалентности в некото-

рых предельных точках.
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