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В работе рассматривается задача синтеза оптимальных стратегий управле-
ния с прогнозирующей моделью для гибридных систем, состоящих из под-
систем, с учетом ограничений на управляющие переменные. Параметры ка-
ждой из подсистем изменяются в соответствии с эволюцией марковских це-
пей, состояния которых взаимосвязаны между собой.
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Широкий класс реальных систем имеет непрерывно-дискретную природу. Ди-
намика таких систем описывается уравнениями, включающими непрерывные пе-
ременные, в то время как структура системы (параметры) изменяется в соответст-
вии с эволюцией переменных, принимающих дискретный набор значений из не-
которого множества. Динамические системы, имеющие такую непрерывно-
дискретную природу, называются гибридными системами [1, 2].

В [3, 4] рассматриваются задачи управления линейными гибридными систе-
мами, структура которых зависит от состояния однородной марковской цепи.
В этих работах не учитываются ограничения на управляющие переменные, в то
время как на практике такие ограничения часто присутствуют.

Эффективным подходом к синтезу стратегий управления при ограничениях
является метод управления с прогнозирующей моделью [5]. В [6−8] рассматрива-
ется задача управления с прогнозированием для гибридных систем, параметры
которых изменяются в соответствии с эволюцией одномерной марковской цепи, с
учетом ограничений на управления. Важной областью приложений таких систем
является финансовая инженерия, где подобные модели используются для описа-
ния инвестиционного портфеля на финансовом рынке с переключающимися ре-
жимами [8].

Современные системы управления, как правило, состоят из взаимодействую-
щих подсистем неоднородной непрерывно-дискретной природы. В частности, ин-
вестиционный портфель представляет собой сложную систему и может содержать
рисковые финансовые активы разных классов, динамика доходностей которых
меняется скачкообразно в соответствии с эволюцией состояний взаимосвязанных
марковских цепей, характеризующих, например, поведение различных секторов
экономики [9].

В данной работе получены уравнения синтеза оптимальных стратегий управ-
ления с прогнозирующей моделью для гибридных систем, состоящих из подсис-
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тем, с учетом явных ограничений на управляющие переменные. При этом пара-
метры каждой из подсистем изменяются в соответствии с эволюцией марковских
цепей, состояния которых взаимосвязаны между собой.

1. Постановка задачи

Пусть система состоит из совокупности подсистем, состояния которых описы-
ваются уравнениями

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( 1) ( ) [α ( 1), 1] ( ), 1,2,... ,q q q q q qx k A x k B k k u k q s+ = + + + = (1)

где x(q)(k) – ( )q
xn -мерный вектор состояния q-й подсистемой, u(q)(k) – ( )q

un -мерный
вектор управления q-й подсистемой; A(q), B(q)[α(q)(k),k] – матрицы соответствую-
щих размерностей; α(q)(k) – скалярная однородная цепь Маркова с конечным мно-
жеством состояний {1, 2,…,νq}. Таким образом, каждая из подсистем может нахо-
диться в νq состояниях, определяемых скалярным случайным процессом с дис-
кретным множеством значений (состояний).

Между подсистемами существует взаимосвязь: состояние цепи α(q)(k) q-й под-
системы (q = 1,2,…,s) в k-й момент времени зависит от состояний цепей α(r)(k−1)
(r = 1,2,…,s) в момент времени k−1. Таким образом, динамика системы в целом
зависит от дискретного векторного случайного процесса α(k) = [α(1)(k),α(2)(k),
…,α(s)(k)]T с конечным множеством состояний {q, jq} (q = 1,2,…,s; jq = 1,2,…,νq) и
дискретным временем. Случайный процесс α(k) представляет собой векторную
односвязную цепь Маркова.

Для векторной цепи вероятности перехода за один шаг определяются в виде

{ }1 1 1 1

1 1
1

,..., ; ,..., 1 1 1 1

,..., ; ,...,
,...,

α ( 1) α ,...,α ( 1) α α ( ) α ,...,α ( ) α ,
1

s s s s

s s
s

i i j j j s sj i s si

i i j j
j j

P P k k k k
P

= + = + = = =

=∑

с начальным распределением

{ }
1 1

1

,..., 1 1 1 1 ,...,
,...,

α (0) ,...,α (0) , ( 1, ;...; 1, ), 1.
s s

s

j j s s s s j j
j j

p P j j j j p= = = = ν = ν =∑

Предполагается, что состояние векторной марковской цепи в момент времени
k доступно наблюдению.

На управляющие воздействия каждой из подсистем накладываются ограни-
чения:

( ) ( ) ( ) ( )
maxmin ( ) ( ) ( ) ( ), 1,2,..., ,q q q qu k S k u k u k q s≤ ≤ = (2)

где S(q)(k) – матрицы соответствующих размерностей.
Необходимо определить закон управления системой, состоящей из подсистем

вида (1), при ограничениях (2) из условия минимума критерия со скользящим го-
ризонтом управления

}

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

( / ) { ( ( )) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( ( 1/ )) ( , 1) ( 1/ ) ( ),α( ) ,

s m
q qq T q q

q i
q T q q q

J k m k M x k i R k i x k i R k i x k i

u k i k R k i u k i k x k k
= =

+ = + + − + +

+ + − − + −

∑∑

(3)

где 
( ) ( / ), 0,1,..., ( 1)qu k l k l m+ = −

 
– последовательность прогнозирующих управ-

лений q-й подсистемой, u(q)(k) = u(q)(k/k), M{a/b} – оператор условного математи-
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ческого ожидания, ( )
1 ( , ) 0,qR k i ≥ ( )

2 ( , ) 0,qR k i ≥ ( ) ( , ) 0qR k i > – весовые матрицы
соответствующих размерностей, m – горизонт прогноза, k – текущий момент вре-
мени.

2. Синтез стратегий управления с прогнозированием

Для решения сформулированной задачи используем методологию управления
с прогнозирующей моделью. Данный подход позволяет получить стратегии
управления с обратной связью с учетом ограничений на управляющие воздейст-
вия.

Стратегии управления с прогнозированием определяются по следующему пра-
вилу. На каждом шаге k минимизируем функционал (3) по последовательности
прогнозирующих управлений u(q)(k/k), …,u(q)((k+m−1)/k), q = 1,2,...,s, зависящих от
состояния подсистемы в момент времени k, при ограничениях (2). В качестве
управления в момент времени k берем u(q)(k) = u(q)(k/k). Тем самым получаем
управление q-й подсистемой u(q)(k) как функцию состояний x(q)(k) и α(k), т.е.
управление с обратной связью. Чтобы получить управление u(q)(k+1) на следую-
щем шаге, процедура повторяется для следующего момента k + 1 и т.д.

Если цепи Маркова α(q)(k) (q = 1,…,s) независимы между собой (состояния
подсистем не зависят от состояний других подсистем), то есть представляют со-
бой однородные скалярные цепи Маркова, то каждая из них допускает следующее
представление в пространстве состояний [10]:

( ) ( ) ( ) ( )θ ( 1) θ ( ) υ ( 1),q q q qk P k k+ = + + (4)

где θ(q)(k) = [δ(α(q)(k),1),…,δ(α(q)(k),νq)]T, δ(α(q)(k),j) – функция Кронекера
(j = 1,…νq); P(q) – матрица переходных вероятностей для q-й цепи; υ(q)(k) – мартин-
гал-разность.

Обобщим соотношение (4) для скалярных цепей на случай векторных одно-
родных цепей Маркова.

Введем мультииндексы i = (i1,i2,…,is), j = (j1,j2,…,js). Тогда матрицу вероятно-
стей перехода за один шаг векторной цепи Маркова можно представить в виде
P = (Pij), где

1 1,..., ; ,..., 1 1 1 1;( 1, ;...; 1, ; 1, ;...; 1, ).
s sij i i j j s s s sP P i i j j= = ν = ν = ν = ν

Матрица P обладает свойством
1, .ij

j
P i= ∀∑

Введем вектор θ(k) = [δ(α(k),1),…,δ(α(k),ν)]T, ν = ν1×ν2×...×νs. Значение вектора
θ(k) соответствует комбинации состояний одномерных цепей Маркова.

Тогда для многомерной цепи можно записать представление в пространстве
состояний, аналогичное (4):

θ( 1) θ( ) υ( 1).k P k k+ = + + (5)

Мартингал-разность υ(k) имеет следующие условные характеристики [10]:
{ }υ( 1) /θ( ) 0,M k k+ = (6)

( 1) { υ( 1) υ ( 1) / θ( )} diag{ θ( )} diag{θ( )} .+ = + + = −T TC k M k k k P k P k P (7)
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С учетом (5) уравнения для подсистем (1) можно представить в следующем
виде:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( 1) ( ) [θ( 1), 1] ( ), 1,2,... ,q q q q qx k A x k B k k u k q s+ = + + + = (8)

где 
ν

( ) ( )

1
[θ( ), ] θ ( ) ( )

=
= ∑q q

i i
i

B k k k B k . (9)

Здесь θi(k), i = 1,2, …,ν, – компоненты вектора θ(k), {Bi
(q)}, i = 1,…,ν, – множество

значений матрицы B(q)[α(k),k].
Критерий (3) примет вид

}

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

(( ) / ) { ( ( )) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( (( 1) / )) ( , 1) (( 1) / ) ( ),θ( ) .
= =

+ = + + − + +

+ + − − + −

∑∑
s m

q qq T q q

q i
q T q q q

J k m k M x k i R k i x k i R k i x k i

u k i k R k i u k i k x k k (10)

Теорема. Векторы прогнозирующих управлений

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( / ) , (( 1) / ) , , (( 1) / ) , 1,2,..., ,⎡ ⎤= + … + − =⎢ ⎥⎣ ⎦

TT T Tq q q qU k u k k u k k u k m k q s

минимизирующие критерий (3) при ограничениях вида (2), на каждом шаге k опре-
деляются из решения задачи квадратичного программирования с критерием вида

(( ) / ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤+ = − +⎣ ⎦
T TY k m k x k G k F k U k U k H k U k (11)

при ограничениях
( )( ) ( ) ( )

maxmin ( ) ( ) ( ) ( ).
qq q qU k S k U k U k≤ ≤ (12)

Оптимальное управление для q-й подсистемы равно

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) 0 0 ( ),
q q qu u u

q q
n n nu k I U k⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

" (13)

где 
( )qu

nI – единичная матрица размерности ( )qu
n , 

( )
0

qu
n – квадратная нулевая мат-

рица размерности ( )qu
n ,

( ) ( ) ( )(1) (2) ( )( ) ( ) , ( ) , , ( ) ,
TT T TsU k U k U k U k⎡ ⎤= …⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( ) ( )( ) diag( ( ),..., ( 1)),
q q qS k S k S k m= + −

( ) ( ) ( )
min min min( ) [( ( )) ,..., ( ( 1)) ] ,q q qT T TU k u k u k m= + −

( ) ( ) ( )
max max max( ) [( ( )) ,..., ( ( 1)) ] ,q q T q T TU k u k u k m= + −

H(k), G(k), F(k) – блочные матрицы вида

( )(1) (2) ( )( ) diag ( ), ( ),..., ( ) ,= sH k H k H k H k (14)

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

s

s

G k G k G k G k

F k F k F k F k

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎣ ⎦

"

"
(15)
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11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) , 1, 2,...,

( ) ( ) ( )

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

m

m

m m mm

q q q

q q q
q

q q q

H k H k H k

H k H k H k
H k q s

H k H k H k

"

"
" " " "

"

; (16)

( ) ( )( ) ( )
1 2
( ) ( )( ) ( )

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

q qq q
m

q qq q
m

G k G k G k G k

F k F k F k F k

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎣ ⎦

"

"
(17)

блоки которых равны

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( )

1 1 1

( ) ( , 1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( );

ν ν

= =
ν ν

− −

= = =

= − +

⎡ ⎤+ + θ θ − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑

∑∑∑

q q
tt

T Tq t T t T q q
j r j r

j r
t T Tq t l t l T q q

j r j r
j r l

H k R k t

B k t E P k k P E Q m t B k t

B k t E P C k l P E Q m t B k t (18)

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( )

1 1 1
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ), ;

ν ν

= =
ν ν −

− −

= = =

⎡ ⎤= + θ θ − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + + ×⎢ ⎥⎣ ⎦

× − + >

∑∑

∑∑∑

T Tq q f T t T q q
j r j rtf

j r
t f tT T Tq f l t l T q

j r j
j r l

q q
r

H k B k t E P k k P E Q m f B k f

B k t E P C k l P E A

Q m f B k f f t (19)

( )( )( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( );

ν

=
= Α − θ +∑

Ttq q q t q
t j j

j
G k Q m t E P k B k t (20)

( )( )( ) ( ) ( )
2

1
( ) ( , ) ( ) ( );

ν−

= =
= θ +∑ ∑

m j tqq q t q
t r r

j t r
F k R k j A E P k B k t (21)

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1( ) ( 1) ( , ), ( 1, );= − + − =

T qq q q qQ t A Q t A R k m t t m (22)

( )( )
1(0) ( , ).qqQ R k m= (23)

Доказательство теоремы. Критерий (10) можно представить в следующем
виде:

{

}

( ) ( ) ( )
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( / ) ( ( 1)) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( ( )) ( ) ( ) / ( ),θ( )

s
q qT q

q
q q q T q q q

J k m k M X k k X k

k X k U k k U k x k k
=

+ = + ∆ + + −

−∆ + + + ∆

∑
(24)

при ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( 1) ( ) [ ( 1), 1] ( ),q q q q qX k x k k k U k+ = Ψ + Φ Ξ + + (25)
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где
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( 1) ( / ) θ( 1)
θ( 2)( 2) (( 1) / )( 1) , ( ) , ( 1) ,

...... ...
θ( )( ) (( 1) / )

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥++ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ = = Ξ + = ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+⎣ ⎦+ + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

q q

q q
q q

q q

x k u k k k
kx k u k kX k U k k

k mx k m u k m k

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2 ( ), ( ) ,..., ( ) ,
TT T Tq q q q mA A A⎡ ⎤Ψ = ⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) 1 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

[ ( 1), 1]
[θ( 1), 1] 0 ... 0

[θ( 1), 1] [θ( 2), 2] ... 0

... ... ... ...
( ) [θ( 1), 1] ( ) [θ( 2), 2] ... [θ( ), ]

q q q q
x u x u

q q
x u

q

q
n n n n

q q q
n n

q m q q m q q

k k
B k k

A B k k B k k

A B k k A B k k B k m k m

× ×

×

− −

Φ Ξ + + =
⎡ + +
⎢
⎢ + + + +=⎢
⎢
⎢ + + + + + +⎣

,

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

( ) diag ( ,0), ( ,1),..., ( , 1) ,

( 1) diag ( ,1), ( , 2),..., ( , ) ,

( 1) ( ,1) ( , 2) ... ( , ) .

∆ = −

∆ + =

⎡ ⎤∆ + = ⎣ ⎦

q q q q

q q q q

q q q q

k R k R k R k m

k R k R k R k m

k R k R k R k m

Приведем (25) к виду

{ 1 2( / ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) ( ) ( ) / ( ),θ( )};

+ = + ∆ + + − ∆ + + +

+ ∆

T

T
J k m k M X k k X k k X k

U k k U k x k k (26)

( 1) ( ) [ ( 1), 1] ( ),X k x k k k U k+ = Ψ + Φ Ξ + + (27)
где

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )

(1) (2) ( )
1 1 1 1

(1) (2) ( )
2 2 2 2

( ) [( ( )) , ( ( )) ,..., ( ( )) ] ,

( ) [( ( )) , ( ( )) ,..., ( ( )) ] ,

( 1) diag( , ,..., ),

( 1) diag( , ,..., ),

( 1) , ,..., ,

=

=

∆ + = ∆ ∆ ∆

∆ + = ∆ ∆ ∆

⎡ ⎤∆ + = ∆ ∆ ∆⎣ ⎦

T T s T T

T T s T T

s

s

s

X k X k X k X k

x k x k x k x k

k

k

k

(1) (2) ( )( ) [( ( )) , ( ( )) ,..., ( ( )) ] ,T T s T TU k U k U k U k=

( ) ( )(1) ( ),..., ,
TT Ts⎡ ⎤Ψ = Ψ Ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

( )(1) (1) ( ) ( )[ ( ), ] diag [ ( ), ],..., [ ( ), ] .Φ Ξ = Φ Ξ Φ Ξs sk k k k k k



Управление с прогнозированием взаимосвязанными гибридными системами 11

С учетом (27) представим (26) в следующем виде:

[ ]{ }

[ ] [ ]{ }

1

1 2

1

(( ) / ) ( ) ( 1) ( )

2 ( ) ( 1) ( 1) ( 1), 1 ( ),θ( ) ( )

( ) ( 1), 1 ( 1) ( 1), 1 ( ) θ( ) ( ) ( ).

+ = Ψ ∆ + Ψ +

⎡ ⎤+ Ψ ∆ + − ∆ + Φ Ξ + + +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ Φ Ξ + + ∆ + Φ Ξ + + + ∆⎣ ⎦

T T

T T

T T

J k m k x k k x k

x k k k M k k x k k U k

U k M k k k k k x k k k U k,

(28)

Определим матрицы:

[ ] [ ] }{
[ ]{ }

[ ]{ }

1

1

2

( ) ( 1), 1 ( 1) ( 1), 1 ( ) θ( ) ( ),

( ) ( 1) ( 1), 1 ( ),θ( ) ,

( ) ( 1) ( 1), 1 ( ),θ( ) .

T

T

H k M k k k k k x k k k

G k k M k k x k k

F k k M k k x k k

= Φ Ξ + + ∆ + Φ Ξ + + + ∆

= Ψ ∆ + Φ Ξ + +

= ∆ + Φ Ξ + +

,

Матрицы H(k), G(k), F(k) можно представить в блочном виде:

( )(1) (2) ( )( ) diag ( ), ( ),..., ( ) ,= sH k H k H k H k

(1) (2) ( ) (1) (2) ( )( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) ,s sG k G k G k G k F k F k F k F k⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦" "

где ( ) ( )( ) , , 1,2,..., ,q q
ijH k H i j m⎡ ⎤= =⎣ ⎦

( ) ( )( ) ( )
1 2
( ) ( )( ) ( )

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,
1,2,..., .

q qq q
m

q qq q
m

G k G k G k G k

F k F k F k F k
q s

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎣ ⎦

=

"

"

Используя представление матриц B(q)[α(k),k] в виде (9), получим, что блоки
матриц H(q)(k), G(q)(k), F(q)(k) удовлетворяют уравнениям (18) – (23).

Таким образом, имеем задачу минимизации критерия (28) при ограничениях
(2), которая эквивалентна задаче квадратичного программирования с критерием

(( ) / ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎡ ⎤+ = − +⎣ ⎦
T TY k m k x k G k F k U k U k H k U k

при ограничениях (12).

Заключение

Предложен метод синтеза стратегий прогнозирующего управления для гиб-
ридных взаимосвязанных систем с марковскими скачками. Данный подход позво-
ляет в явном виде учесть ограничения на управления. Алгоритм синтеза прогно-
зирующей стратегии включает решение последовательности задач квадратичного
программирования.
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Modern control systems are generally composed of interacting subsystems with both continu-
ous and discrete dynamics. In particular, the investment portfolio is a complex system, which can
be consisted of risky financial assets of different classes, where the dynamics of returns varies
discontinuously in accordance with the evolution of interrelated states of Markov chains describ-
ing, for example, the behavior of the various sectors of economy.

In this paper we consider complex Markov jump linear system composed of interconnected
subsystems. The parameters of each subsystem change in accordance with the evolution of the
simple connected Markov chains whose states are interrelated. We use model predictive control
approach to solve the problem. The open-loop feedback control strategy is derived taking into ac-
count explicit constraints on the input variables. Predictive strategies computation includes the
decision of the sequence of quadratic programming tasks.


