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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СИСТЕМЫ MMP|M|1
С ИСТОЧНИКОМ ПОВТОРНЫХ ВЫЗОВОВ1

Для исследования математической модели RQ-системы (Retrial queue) с
конфликтами заявок и входящим MMP-потоком (Markov-modulated Process)
предложен метод асимптотических семиинвариантов в условии растущего
времени задержки в источнике повторных вызовов. Приведены графики
распределения вероятностей состояний системы.
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Исследованию информационных технологий в целом и сетевых технологий в
частности посвящено большое количество работ. Так, вопросам анализа сетей
связи и протоколов случайного множественного доступа посвящены работы
А.А. Назарова [1 – 5], И.И. Хомичкова [6], А.Н. Дудина [7], В.К. Щербо [8].

Однако многие задачи все еще остаются нерешенными и интересными для ис-
следования. Так, одной из наиболее важных характеристик сети передачи данных
является величина задержки, необходимая для доставки сообщения от источника
к месту назначения, которая в сетях случайного доступа является нерегулярной.

В реальных системах часто наблюдаются эффекты повторных обращений зая-
вок к обслуживающему прибору, конфликты заявок требуют рассмотрения моде-
лей, выходящих за рамки классических систем массового обслуживания. Поэтому
интерес к рассмотрению таких, более реальных систем возрастает. В связи с этим
появилось большое количество работ, посвященных рассмотрению систем с по-
вторными заявками, такие, как [9 – 13], в которых развиваются численные методы
исследования.

Альтернативным подходом является применение метода асимптотического
анализа для исследования таких систем.

Методом асимптотического анализа в теории массового обслуживания будем
называть решение уравнений, определяющих какие-либо характеристики системы
при выполнении некоторого предельного условия, вид которого будет конкрети-
зирован для различных моделей и поставленных задач исследования.

В данной статье мы рассмотрим систему с повторными вызовами и конфлик-
том заявок и входящим MMP-потоком.

МMP-потоком называется модулированный пуассоновский поток, если управ-
ляющий процесс k(t) является цепью Маркова с непрерывным временем

Для исследования рассматриваемой системы предлагается метод асимптотиче-
ских семиинвариантов до третьего порядка.

                                                          
1 Работа выполнена при поддержке АВЦП «Развитие научного потенциала высшей школы (2009 –
2010 гг.)» Федерального агенства по образованию по проекту «Разработка методов исследования не-
марковских СМО и их применение к сложным экономическим системам и компьютерным сетям связи».
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1. Постановка задачи

В данной работе рассмотрим RQ-систему (Retrial queue) с конфликтами заявок
и входящим MMP-потоком. Заявка, поступившая в систему, отправляется  на об-
служивание. И если прибор свободен, то начинает осуществляться немедленная
передача сообщения, которая заканчивается успешно, если за это время другие
сообщения не поступали. Если же во время передачи одного сообщения поступает
другое, то в этом случае говорят о ситуации конфликта. Сообщения, попавшие в
конфликт, считаются искаженными, переходят в так называемый источник по-
вторных вызовов (ИПВ), откуда вновь подаются на обслуживание после случай-
ной задержки.

2. Математическая модель

В качестве математической модели RQ-системы рассмотрим однолинейную
марковскую систему массового обслуживания с источником повторных вызовов,
на вход которой поступает MMP-поток заявок, управляемый цепью Маркова, за-
данной матрицей  Q  инфинитезимальных характеристик kq ν  и набором неотри-
цательных величин 0kλ ≥ . Требование, заставшее прибор свободным, занимает
его для обслуживания в течение случайного времени, распределенного по экспо-
ненциальному закону с параметром μ . Если прибор занят, то поступившая и об-
служиваемая заявки вступают в конфликт и переходят в источник повторных вы-
зовов (ИПВ), где осуществляют случайную задержку, продолжительность кото-
рой имеет экспоненциальное распределение с параметром σ . Из ИПВ после слу-
чайной задержки заявка вновь обращается к прибору с повторной попыткой его
захвата. Если прибор свободен, то заявка из ИПВ занимает его на случайное вре-
мя обслуживания.

Пусть ( )i t – число заявок в ИПВ, а ( )l t – определяет состояние прибора сле-
дующим образом:

( ) {0, ,
1, .
если прибор свободенl t
если прибор занят

=

Обозначим ( ) ( ){ } ( ), ( ) , , , ,P l t l k t k i t i P l k i t= = = =

вероятность того, что прибор в момент времени t  находится в состоянии l ,
управляющая цепь Маркова приняла состояние k  и в источнике повторных вызо-
вов находится i  заявок.

Процесс ( ) ( ){ }, ( ),l t k t i t  изменения во времени состояний описанной системы
является марковским.

Для распределения вероятностей ( ), , ,P l k i t  состояний { }, ,l k i  рассматривае-
мой RQ-системы составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова
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В стационарном режиме система (1) примет вид
( ) ( ) ( )
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Перепишем систему (2) для функции ( , , ) ( , , )jui

i
H l k u e P l k i= ∑  следующим

образом:
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Обозначив вектор-строку { }( , ) ( ,1, ), ( , 2, ),.......H l u H l u H l u= , эту систему пере-
пишем в виде

( )

( ) ( )

2 (0, ) (1, )(0, )( ) 1, ( ) 0,

(0, ) (1, )0, 1, ( ) 0 .

ju ju

ju
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H u H uH u H u Q I je j
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−

∂ ∂⎧ − Λ + Λ + μ + σ − σ =⎪⎪ ∂ ∂⎨ ∂ ∂⎪ Λ + − Λ − μ − σ + σ =⎪⎩ ∂ ∂
где  I – единичная матрица.

Обозначив вектор-строку { }( ) (0, ), (1, )H u H u H u= , эту систему перепишем в
матричном виде

( ) ( ) ( ) ( )H uj A ju H u B ju
u

∂
σ =

∂
, (4)

где матрицы ( ), ( )A ju B ju являются блочными матрицами и имеют вид
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Матрицы допускают следующие разложения:
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Вид матриц ,A Bν ν очевидно определяется из (5):
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,     
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= ⎜ ⎟Λ⎝ ⎠

.

Полученное равенство (4) будем называть основным для составленной мате-
матической модели.
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Решение ( )H u уравнений (4) найдем при помощи предлагаемого в данной ра-
боте метода асимптотических семиинвариантов в условии растущего времени за-
держки в источнике повторных вызовов.

3. Асимптотика первого порядка

Для нахождения асимптотики первого порядка в основном уравнении (4) вы-
полним следующие замены:

1, , ( ) ( , )u w H u F wσ = ε = ε = ε . (6)
Тогда уравнение (4) примет вид

1
1

( , )
( ) ( , ) ( )

F w
j A j w F w B j w

w
∂ ε

ε = ε ε
∂

. (7)

Теорема 1. Предельное при 0ε →  значение 1( )F w решения 1( , )F w ε  уравнения
(7) имеет вид

1
1( ) Re jF w εκ= , (8)

где вектор R является решением системы

0 1 0( ) 0R B A+ κ = , (9)
удовлетворяющим условию нормировки

1RE = , (10)
а величина 1κ  является решением нелинейного скалярного уравнения

1 1 1( ) 0R B A E+ κ = , (11)

где вектор 1( )R R= κ зависит от 1κ  и является решением системы (9), (10).
Доказательство. При 0ε → , обозначив 1 10

lim ( , ) ( )F w F w
ε→

ε = , перепишем

уравнение (7) следующим образом:

1
0 1 0

( )
( )

F w
j A F w B

w
∂

=
∂

, (12)

решение 1( )F w  которого запишем в виде произведения

1 1( ) ( )F w R w= Φ , (13)
где неизвестный вектор R будет определен ниже. Вектор R имеет смысл распреде-
ления вероятностей значений процесса ( )l t  при 0ε → , а скалярная функция

1( )wΦ  определяется следующим образом. Для этого сложим все уравнения сис-
темы (7), умножив это равенство на единичный вектор E . Затем, раскладывая
матрицы ( ),A j wε  ( )B j wε по малому параметру и подставляя в полученное равен-
ство произведение (13), получим нелинейное уравнение

1 1 1
( ) ( ) ,wj RA E w RB E
w

∂Φ
= Φ

∂
(14)

решение 1( )wΦ  которого, удовлетворяющее  начальному условию 1(0) 1,Φ =
имеет вид

{ }1 1( ) expw jwΦ = κ , (15)

где величина 1κ  будет определена ниже.
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Подставляя (15) в (13), а затем в (12), получим однородную систему уравнений.

0 1 0( ) 0R B A+ κ = , (16)

определяющую вектор 1( )R R= κ , удовлетворяющий условию нормировки 1RE = .
Подставляя равенство (15) в уравнение (14), получим нелинейное скалярное

уравнение относительно неизвестной величины 1κ :

1 1 1 1( )( ) 0R B A Eκ + κ = , (17)
Теорема доказана.
В силу замен (6), равенств H(l,u) ( , )jui

i
e P l i= ∑  и (15), можно записать асим-

птотическое равенство

 
1( )

1 1( ) ( , ) ( , ) ( ) jujui t jui

i l
M e H u E e P l i F w E F w E e

κ
σ= = = ε ≈ =∑ ∑ .

Функцию 
1

1( )
ju

h u e
κ

σ= будем называть асимптотикой первого порядка. Вели-
чину 1κ σ , которая определяет асимптотическое среднее значение числа заявок в
источнике повторных вызовов, будем  называть асимптотическим семиинвариан-
том первого порядка.

4. Асимптотика второго порядка

Для нахождения асимптотики второго порядка в уравнении (4) выполним за-
мену

{ }2 1( ) ( ) exp juH u H u= κ
σ

, (18)

для неизвестной вектор-функции 2 ( )H u получим уравнение

{ }2
2 1

( )
( ) ( ) ( ) ( )

H u
j A ju H u B ju A ju

u
∂

σ = + κ
∂

, (19)

в котором выполним замены
2 ,σ = ε    ,u w= ε   2 2( ) ( , ).H u F w= ε (20)

Уравнение (19) примет вид

{ }2
2 1

( , )
( ) ( , ) ( ) ( )

F w
j A j w F w B j w A j w

w
∂ ε

ε ε = ε ε + κ ε
∂

. (21)

Теорема 2. Предельное при 0ε →  значение 2 ( )F w решения 2 ( , )F w ε  уравнения
(21) имеет вид

2

2 2
( )( ) exp

2
jwF w R

⎧ ⎫⎪ ⎪= κ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

, (22)

где вектор R определен в теореме 1, а величина 2κ  определяется равенством

( ) ( )

( )
1 1 1 1 2 1 2

2
1 1 1 1

1
2

g B A E R B A E

RA E g B A E

+ κ + + κ
κ = −

+ +κ
, (23)
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в котором векторы 1g и g   являются решениями следующих систем уравнений:

( )1 0 1 0 1 1 1( ) 0,g B A R B A+ κ + + κ =

0 1 0 0( ) 0.g B A RA+ κ + =

Доказательство. Этап 1: В этом уравнении сделаем предельный переход при
0ε → , обозначив 2 20

lim ( , ) ( )F w F w
ε→

ε = , получим уравнение

( )2 0 1 0( ) 0.F w B A+ κ = (24)

Тогда его решение 2 ( )F w  запишем в виде произведения
2

2 2 2
( )( ) ( ) exp

2
jwF w R w R

⎧ ⎫⎪ ⎪= Φ = κ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

, (25)

где R – вектор, определенный системой (9) и условием нормировки 1RE = , а ска-
лярная функция 2 ( )wΦ  определена равенством (25), где значение 2κ  будет опре-
делено ниже.

Этап 2: Раскладывая матрицы ( ),A j wε  ( )B j wε в ряды по параметру ε , систе-

му (21) перепишем с точностью до бесконечно малых слагаемых порядка 2ε  сле-
дующим образом:

( ){ } 22
0 2 0 1 0 1 1 1

( , )
( , ) ( )

F w
j A F w B A j w B A O

w
∂ ε

ε = ε + κ + ε + κ + ε
∂

. (26)

Решение 2 ( , )F w ε  этой системы будем искать в виде

{ }
2

2
2 2 1

( )( , ) exp ( ) ( )
2

jwF w R j wf w O
⎧ ⎫⎪ ⎪ε = κ + ε + ε⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

. (27)

Подставляя разложение (27) в предыдущее равенство, получим неоднородную
систему уравнений

( )1 0 1 0 1 1 1 2 0( )( ) 0f w B A R B A A+ κ + + κ + κ =

относительно вектор-функции 1( )f w , из которой вектор-функцию 1( )f w  можно
записать в виде разложения

1 1 1( ) ( )f w G w R h= + , (28)

где 1( )G w  – произвольная скалярная функция, а вектор 1h   является решением
системы

( )1 0 1 0 1 1 1 2 0( ) 0,h B A R B A A+ κ + + κ + κ =

Представим 1h  в виде разложения

1 1 2h g g= + κ ,

где ( )1 0 1 0 1 1 1( ) 0,g B A R B A+ κ + + κ =    0 1 0 0( ) 0.g B A RA+ κ + = (29)

Этап 3: Для нахождения скалярной величины 2κ  просуммируем все уравне-
ния системы (21), умножив ее на единичный вектор E , получим

{ }2
2 1

( , )
( ) ( , ) ( ) ( )

F w
j A j w E F w B j w A j w E

w
∂ ε

ε ε = ε ε + κ ε
∂

. (30)
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Раскладывая матрицы ( ),A j wε  ( )B j wε  в ряды по параметру ε и учитывая ра-
венство  1 1 1( ) 0R B A E+ κ = , перепишем (30) в виде

( ) ( )2 1 2 1 2 1 1 1 1
1 ( ) 0
2

RA E R B A E f w B A Eκ + + κ + + κ = .

Имея в виду (29), получаем

( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 1 1
1 ( ) 0
2

RA E R B A E g g B A Eκ + + κ + + κ + κ = .

Следовательно, решение 2κ  будет выглядеть следующим образом:

( ) ( )

( )
1 1 1 1 2 1 2

2
1 1 1 1

1
2

g B A E R B A E

RA E g B A E

+ κ + + κ
κ = −

+ +κ
. (31)

Несмотря на то, что общие решения 1g  и g  систем (29) имеют вид

1 1 1частноеg C R g= +  и 2 частноеg C R g= +  соответственно, равенство (31) для 2κ  не
будет зависеть от слагаемых 1C R  и 2C R в силу равенства 1 1 1( ) 0R B A E+ κ = . Сле-
довательно, искать значение констант 1C  и 2C  не имеет смысла.

Следствие. Выражение для определения скалярной величины 2κ  (31) не зави-
сит от слагаемого 1( )G w R  в разложении для 1( )f w (28). Вследствие этого вектор

1( )f w  в разложении (27) можно рассматривать не зависящим от переменной w ,
то есть (27) записать в виде

{ }
2

2
2 2 1

( )( , ) exp ( )
2

jwF w R j wf O
⎧ ⎫⎪ ⎪ε = κ + ε + ε⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

.

В силу замен (18), равенств H(l,u) ( , )jui

i
e P l i= ∑  и (21), можно записать асимп-

тотическое равенство

 1 1 1( )
2 2 2( ) ( ) ( , ) ( )ju jujui t juMe H u E e H u E e F w E e F w Eκ σ κ σκ σ= = = ε ≈ =

( )2

1 2exp
2

ju
ju

⎧ ⎫⎪ ⎪= κ σ + κ σ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

.

Функцию

( )2

2 1 2( ) exp
2

ju
h u ju

⎧ ⎫⎪ ⎪= κ σ + κ σ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

будем называть асимптотикой второго порядка. Тогда величину 2κ σ , которая
определяет асимптотическую дисперсию, будем называть асимптотическим семи-
инвариантом второго порядка.

Из вида 2 ( )h u следует, что число заявок в источнике повторных вызовов рас-
пределено асимптотически нормально.
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5. Асимптотика третьего порядка

Для нахождения асимптотики третьего порядка в уравнении (19) выполним
замену

2

2 3 2
( )( ) ( ) exp

2
juH u H u

⎧ ⎫⎪ ⎪= κ⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

, (32)

для неизвестной вектор-функции 3 ( )H u получим уравнение

{ }3
3 1 2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

H u
j A ju H u B ju A ju juA ju

u
∂

σ = + κ + κ
∂

, (33)

в котором выполним замены
3,σ = ε    ,u w= ε    3 3( ) ( , ).H u F w= ε (34)

Уравнение (33) примет вид

{ }2 3
3 1 2

( , )
( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

F w
j A j w F w B j w A j w j wA j w

w
∂ ε

ε ε = ε ε + κ ε + κ ε ε
∂

. (35)

Теорема 3. Предельное при 0ε →  значение 3 ( )F w решения 3( , )F w ε  уравнения
(35) имеет вид

3

3 3
( )( ) exp

6
jwF w R

⎧ ⎫⎪ ⎪= κ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

, (36)

где вектор R определен в теореме 1, а величина 3κ  определяется равенством

{ } ( ) ( )

( )
1 2 1 2 2 1 2 1 1 1 3 1 3 2 2

3
1 1 1 1

12 3
3

h B A A E g B A E R B A A E

RA E g B A E

+ κ + κ + + κ + + κ + κ
κ = −

+ + κ
, (37)

в котором векторы 1h , g и 2g   являются решениями следующих систем уравне-
ний:

{ } { }1 0 1 0 2 0 1 1 1 0h B A R A B A+ κ + κ + + κ = ,

( ) ( )2 0 1 0 2 1 2 2 1 1 1 1 1 2 0( ) 2 2 0,g B A R B A A h B A A+ κ + + κ + κ + + κ + κ =

0 1 0 0( ) 0.g B A RA+ κ + =

Доказательство. Этап 1: В уравнении (37) сделаем предельный переход при
0ε → , получим равенство

( )3 0 1 0( ) 0.F w B A+ κ =

Тогда его решение будем искать в виде
3

3 3 3
( )( ) ( ) exp .

6
jwF w R w R

⎧ ⎫⎪ ⎪= Φ = κ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

(38)

Этап 2: Систему (35) перепишем с точностью до бесконечно малых слагаемых
порядка 3ε  следующим образом:
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( ) ( )
2

2 3
0 3 0 1 0 1 1 1 2 1 2

2 3
2 0 2 1

( , ) ( )( , )
2

( ) ( ).

F w j wj A F w B A j w B A B A
w

j w A j w A O

⎧∂ ε ε⎪ε = ε + κ + ε + κ + + κ +⎨
∂ ⎪⎩

⎫
+ ε κ + ε κ + ε⎬

⎭

Решение 3 ( , )F w ε  этой системы будем искать в виде
3 2

3
3 3 1 2

( ) ( )( , ) exp ( ) ( ) ( )
6 2

jw j wF w R j wf w f w O
⎧ ⎫⎧ ⎫ε⎪ ⎪⎪ ⎪ε = κ + ε + + ε⎨ ⎬⎨ ⎬
⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

. (39)

Подставляя разложение (39) в предыдущее равенство, получим
2 2

2 2
3 0 1 1 1 2 0 2 1 2 2 1

( ) ( )( ) ( 2 )
2 2

jw j wj RA R j w B A A B A A
⎧ ⎫ε⎪ ⎪ε κ = ε + κ + κ + + κ + κ +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

{ } { }
2

3
1 0 1 0 1 1 1 2 0 2 0 1 0

( )( ) ( ) ( ) ( )
2

j wj wf w B A j w B A A f w B A Oε
+ ε + κ + ε + κ + κ + + κ + ε .

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε , получим следующие
уравнения:

:ε { } { }2 0 1 1 1 1 0 1 0( ) 0R A B A f w B Aκ + + κ + + κ = ,

( ) { } { }1

2
2 0 1 0 2 1 2 2 1 1 2 0 1 1 3 0

1 1 1: ( ) 2 ( ) 0
2 2 2

f w B A R B A A f w A B A RAε +κ + +κ + κ + κ + +κ + κ = . (40)

Решение 1( )f w  первой системы (40) запишем в виде

1 1 1( ) ( )f w h G w R= + , (41)

где 1( )G w – произвольная скалярная функция, а вектор 1h  определяется системой

{ } { }1 0 1 0 2 0 1 1 1 0h B A R A B A+ κ + κ + + κ = .

Решение 2 ( )f w  второй системы (40) запишем в виде

2 2 2 1 1( ) ( ) 2 ( )f w G w R h G w h= + + , (42)

где 2 ( )G w – произвольная скалярная функция, а вектор 2h  определяется системой

{ } { } { }2 0 1 0 2 1 2 1 2 3 0 1 1 1 1 2 02 2 0h B A R A B A A h B A A+ κ + κ + + κ + κ + + κ + κ = .

Представим 2h  в виде разложения

2 2 3h g g= + κ ,

где ( ) ( )2 0 1 0 2 1 2 2 1 1 1 1 1 2 0( ) 2 2 0,g B A R B A A h B A A+ κ + + κ + κ + + κ + κ =

0 1 0 0( ) 0.g B A RA+ κ + =

Этап 3: Для нахождения 3κ  просуммируем все уравнения системы (35), ум-
ножив ее на единичный вектор E , получим

{ }2 3
3 1 2

( , )
( ) ( , ) ( ) ( ) ( )

F w
j A j w E F w B j w A j w j w A j w E

w
∂ ε

ε ε = ε ε + κ ε + ε κ ε
∂

. (43)

Раскладывая матрицы по малому порядку и учитывая 0 1 0( ) 0R B A+ κ = , пере-
пишем (43) в виде
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{ } { } ( )3 1 3 1 3 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 1
1 3 ( ) 2 ( ) 0
3

RA E R B A A E f w B A A E f w B A Eκ + +κ + κ + +κ + κ + +κ = .

Имея в виду (41) и (42), получаем

{ } { }

( )
3 1 3 1 3 2 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 1 3 1 1 1

1 3 ( ( ) ) 2
3

( ( ) ( ) ) 0,

RA E R B A A E G w R h B A A E

G w R h G w h B A E

κ + + κ + κ + + + κ + κ +

+ + + + κ =

где { } ( )1 2 1 2 2 1 1 3 1 1 1( ) 2 ( ) 0G w R B A A E G w h B A E+ κ + κ + + κ =

в силу второй системы (40).
Следовательно, решение для 3κ  будет выглядеть следующим образом:

 
{ } ( ) ( )

( )
1 2 1 2 2 1 2 1 1 1 3 1 3 2 2

3
1 1 1 1

12 3
3

h B A A E g B A E R B A A E

RA E g B A E

+ κ + κ + + κ + + κ + κ
κ = −

+ + κ
. (44)

Несмотря на то, что общие решения 2g , 1h и g имеют вид 2 1 2частноеg C R g= + ,

1 2 1частноеh C R h= +  и 3 частноеg C R g= +  соответственно, равенство (44) для 3κ  не
будет зависеть от слагаемых 1C R , 2C R  и 3C R в силу равенства 1 1 1( ) 0R B A E+ κ = .
Следовательно, искать значение констант 1C , 2C  и 3C  не имеет смысла.

Следствие. Выражения для определения скалярной величины 3κ  (44) не зави-
сят от слагаемых 1( )G w R  и 2 ( )G w R  в разложениях для 1( )f w  и 2 ( )f w в (41) и
(42). Вследствие этого векторы 1( )f w  и 2 ( )f w  в разложении (39) можно рассмат-
ривать не зависящими от переменной w , то есть (39) записать в виде

3 2
3

3 3 1 2
( ) ( )( , ) exp ( )

6 2
jw j wF w R j wf f O

⎧ ⎫⎧ ⎫ε⎪ ⎪⎪ ⎪ε = κ + ε + + ε⎨ ⎬⎨ ⎬
⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

.

В силу замен (32), (34) и равенства H(l,u) ( , )jui

i
e P l i= ∑ , можно записать

асимптотическое равенство
2 2

2 2
1 1

( ) ( )
2! 2!

3 3( ) ( ) ( , )
ju ju

ju jujuiMe H u E e e H u E e e F w E
κ σ κ σκ σ κ σ= = = ε ≈

( ) ( )
2

21

( ) 2 3
2!

3 1 2 3( ) exp
2 6

ju
ju ju ju

e e F w E ju
κ σκ σ ⎧ ⎫⎪ ⎪≈ ≈ κ σ + κ σ + κ σ⎨ ⎬

⎪ ⎪⎩ ⎭
.

Функцию

( ) ( )2 3

3 1 2 3( ) exp
2 6

ju ju
h u ju

⎧ ⎫⎪ ⎪= κ σ + κ σ + κ σ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

будем называть асимптотикой третьего порядка. Величину 3κ σ будем называть
асимптотическим семиинвариантом третьего порядка.

Аналогично асимптотикам первых трех порядков можно получить вид асимп–
тотики произвольного порядка m:
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( )
1

( ) exp
!

m

m
ju

h u
ν

ν
ν=

⎧ ⎫⎪ ⎪= κ σ⎨ ⎬
ν⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ,

где mκ σ  будем называть асимптотическим семиинвариантом ν -го порядка.

6. Распределение вероятностей состояний системы

При помощи обратного преобразования Фурье можно найти асимптотическое
распределение вероятностей числа заявок в источнике повторных вызовов.

( ) 1 ( ) , 2,3,
2

juiP i e h i du
π

−
ν ν

−π

= ν =
π ∫ (45)

где 
1

( )( ) exp
!

i
i

i

juh u
i

ν

ν
=

⎧ ⎫κ⎪ ⎪= ⎨ ⎬
σ⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ,

величины iκ  определяются из (17), (31) и (44).
Определим значения параметров. Пусть 0,01σ = , 1μ = ,

0,1 0 0
0 0,2 0
0 0 0,3

⎡ ⎤
⎢ ⎥Λ =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

,   
0,3 0,1 0,2

0, 2 0,4 0,2
0, 2 0,3 0,5

Q
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= −
⎢ ⎥

−⎣ ⎦
,   0 100i = … .

Построим асимптотическое распределение вероятностей числа заявок в ИПВ
для различных ν  следующим образом:

0 10 20
0

0,05

0,1

P2

i 0 10 20
0

0,05

0,1

i

P3

Рис. 1 Асимптотическое распределение вероятностей
числа заявок в ИПВ для 2,3ν = .

На графиках (рис. 1) показаны распределения вероятностей числа заявок в
ИПВ, полученных с помощью асимптотического анализа.

Заключение

В работе предложен метод асимптотических семиинвариантов для исследова-
ния математической модели RQ-системы с конфликтами заявок и входящим
MMP-потоком. Применен метод асимптотических семиинвариантов в условии
растущего времени задержки в источнике повторных вызовов. Построены графи-
ки распределения вероятностей состояний системы.
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