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Предлагаются математические модели неустойчивых сетей множественного

доступа с источником повторных вызовов, функционирующим в полумар-

ковской среде. Исследуются асимптотические средние характеристики рас-

сматриваемых сетей, величины отклонения нормированного числа заявок в

источнике повторных вызовов от их асимптотического среднего. Проводит-

ся глобальная аппроксимация процесса изменения числа заявок в источнике
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значений этого процесса.
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Необходимость оптимизации сетей связи, математическими моделями кото-

рых являются системы массового обслуживания (СМО), привела к рассмотрению

управляемых систем массового обслуживания [1]. По-другому такие системы на-

зывают системами с переменными параметрами [2].

В данной работе рассматриваются математические модели компьютерных се-

тей в виде СМО, в которых изменение параметров происходит под воздействием

внешнего фактора – случайной среды.

Влияние случайных внешних воздействий может непосредственно отражаться

на интенсивности входящего потока, а также на интенсивности обслуживания

заявок на приборе. Первая ситуация достаточно широко рассмотрена в ряде работ,

в том числе в трудах [3, 4]. Ситуация второго рода рассмотрена нами, например, в

работах [5 – 8].

Однако вполне очевидна ситуация, при которой влияние случайной среды ска-

зывается на интенсивности обращения заявок на прибор из источника повторных

вызовов. Данному случаю на сегодняшний день уделяется мало внимания. Неко-

торым образом, работы [9 – 12] восполняют этот пробел. В данной работе предла-

гаются математические модели неустойчивых сетей множественного доступа с

источником повторных вызовов, функционирующим в полумарковской среде.

1. Математическая модель

Рассмотрим математическую модель сети множественного доступа с оповеще-
нием о конфликте в виде однолинейной системы массового обслуживания (СМО),

на вход которой поступает простейший с параметром λ поток заявок. Прибор этой
СМО может находиться в одном из трех состояний: k = 0, если он свободен; k = 1,
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если он занят обслуживанием заявки; k = 2, если на приборе реализуется этап опо-
вещения о конфликте. Заявка, заставшая в момент поступления прибор свобод-
ным, начинает немедленно обслуживаться. Продолжительность обслуживания за-

явки на приборе имеет экспоненциальное распределение с параметром μ. Если в
течение обслуживания этой заявки другие требования на прибор не поступают, то
исходная заявка по завершении обслуживания покидает систему. Если во время
обслуживания одной заявки поступает другая, то возникает конфликт. От этого
момента начинается этап оповещения о конфликте. Заявки, попавшие в конфликт,
а также поступившие на этапе оповещения о конфликте, переходят в источник
повторных вызовов (ИПВ). Число заявок в ИПВ обозначим i. Длины интервалов
оповещения о конфликте также имеют экспоненциальное распределение с пара-
метром 1/a, где a – средняя продолжительность этих интервалов.

Сеть функционирует в случайной среде. В качестве математической модели
случайной среды рассмотрим полумарковский процесс [13, 14] s(t) с непрерыв-
ным временем t, то есть такой дискретный случайный процесс, который принима-
ет значения из конечного множества состояний 1,2,...,s S=  и для которого вло-

женная по моментам времени t
n
 изменения состояний цепь s(t

n
) является марков-

ской. Времена пребывания этого процесса в различных состояниях являются ус-
ловно независимыми случайными величинами, распределение вероятностей зна-
чений которых зависит лишь от номера состояния полумарковского процесса.

Для определения полумарковского процесса s(t) зададим стохастическую мат-

рицу одношаговых вероятностей 
1 2s s

p  переходов вложенной цепи Маркова
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Также зададим набор функций распределения ( )
s

G x  значений времени пребы-

вания полумарковского процесса в s-м состоянии.
Будем полагать, что влияние случайной среды на функционирование сети оп-

ределяется зависимостью интенсивности γ обслуживания заявок в ИПВ от со-

стояний s случайной среды, то есть ( )sγ = γ . Вероятность окончания обслужива-

ния заявки на приборе за бесконечно малый промежуток времени Δt равна

( ) ( )s t o tγ Δ + , при условии, что среда находится в состоянии s.

В силу свойств приведенной математической модели трехмерный случайный

вектор { ( ), ( ), ( )}k t i t s t  изменения во времени состояний { ( ), ( )}k t i t  математиче-

ской модели сети связи и состояний {s(t)} математической модели случайной сре-
ды является полумарковским процессом.

Для исследования описанной математической модели марковизируем [15]

процесс { ( ), ( ), ( )}k t i t s t  методом дополнительной переменной. Введем перемен-

ную ( )tζ , имеющую смысл длины интервала времени от момента t до момента

смены текущего состояния случайной среды, тогда процесс изменения значений

вектора { ( ), ( ), ( ), ( )}k t i t s t tζ  является марковским процессом [13, 14].

Обозначим ( ( ) , ( ) , ( ) , ( ) ) ( , , , )
k

P k t k i t i s t s t P i s t= = = ζ < ζ = ζ .

В любой момент времени должно выполняться условие нормировки
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Для вероятностей ( , , , )
k
P i s tζ  можно составить следующую систему конечно-

разностных уравнений [15] Δt-методом.
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Разложим функции ( , , , )
k
P i s t tζ + Δ  в ряд по приращениям аргумента ζ , в ре-

зультате получим
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Представим интенсивность γ обращения заявок на прибор из ИПВ в виде

( ) ( )s sγ = γσ . Поделим уравнения системы на Δt и при 0tΔ →  для распределения

( , , , )
k
P i s tζ  получим следующую систему дифференциальных уравнений Колмо-

горова:

0

0

( , , , )
( ( )) ( , , , )

P i s t
i s P i s t

t

∂ ζ
+ λ + γσ ζ =

∂

0 0

1

( , , , ) ( , ,0, )
( , , , )

P i s t P i s t
P i s t

∂ ζ ∂
− +μ ζ +

∂ζ ∂ζ

1

1

0 1

2

1

( , ,0, )1
( , , , ) ( )

S

s s s

s

P i s t
P i s t G p

a
=

∂
+ ζ + ζ

∂ζ
∑ ,



18 В.А. Вавилов, А.А. Назаров
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Решение ( , , , )
k
P i s tζ  системы (2) достаточно полно определяет функциониро-

вание математической модели сети связи и ее вероятностно-временные характе-

ристики, но для нее не существует точных аналитических методов решения, по-

этому данную систему будем исследовать модифицированным для нестационар-

ных распределений методом асимптотического анализа [16, 17] в условиях боль-

шой задержки 0γ → .

Обозначим
2

γ = ε , 2tε = τ (3)

и рассмотрим предельный процесс

( )2 2

0

( ) lim ( / )x i

ε→

τ = ε τ ε ,

имеющий смысл асимптотического среднего нормированного числа заявок в

ИПВ, покажем, что он является детерминированной функцией.

Рассмотрим также процесс

( )( )2 2

0

( ) lim ( / ) ( )y i x
ε→

τ = ε τ ε − τ ε ,

который характеризует изменение величин отклонения нормированного числа

заявок в ИПВ от их асимптотического среднего и покажем, что он является диф-

фузионным процессом авторегрессии. Процесс изменения состояний канала
2( / )k τ ε  при 0ε →  является дискретным марковским процессом, независимым от

процесса ( )y τ .

Используя предельные процессы ( )x τ  и ( )y τ  для достаточно малых значений

параметра ε, рассмотрим процесс

( ) ( )z x yτ = τ + ε ,

который аппроксимирует процесс изменения числа заявок в ИПВ 2 2( / )iε τ ε , и

покажем, что он является однородным диффузионным процессом.

Учитывая обозначения (3), выполним следующие замены в системе (2):
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тогда получим систему вида
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Дальнейшие исследования будем проводить, основываясь на этой системе.

2. Исследование асимптотических средних характеристик

Под асимптотическими средними характеристиками будем понимать распре-

деление вероятностей ( )
k

R x  состояний канала сети связи и функцию ( )x τ .

Теорема 1. Асимптотическое при 0γ →  среднее значение нормированного

числа заявок в ИПВ ( )x τ  есть детерминированная функция, определяемая обык-

новенным дифференциальным уравнением вида

0 0 2 1 1
'( ) ( ) ( ) (2 ) ( )x xR x R x x R xτ = −ψ + λ + λ +ψ . (6)

Здесь величины , 0, 1
k

kψ =  определяются пределом (15), а распределения

( ), 0,1,2
k

R x k =  – равенством

1

( ) lim ( , , )
S

k k

s

R x Q x s
ζ→∞ =

= ζ∑ , (7)

в котором функции ( , , )
k

Q x s ζ  определяются системой (11) и условием нормиров-

ки (12).

Доказательство. В системе (5) перейдем к пределу при 0ε →  и, полагая, что

существуют конечные пределы

0

lim ( , , , , ) ( , , , )
k k

H y s H y s
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ζ τ ε = ζ τ , (8)

получим систему
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( , , , ) ( ( ) ) ( , , , )

H y s H y s
H y s s x H y s

a

∂ ζ τ ∂ τ
ζ τ = − + λ + σ ζ τ +

∂ζ ∂ζ

1

1

2 1

1

( , ,0, )
( )

S

s s s

s

H y s
G p

=

∂ τ
+ ζ

∂ζ
∑ . (9)

Решение ( , , , )
k

H y s ζ τ системы (9) будем искать в виде

( , , , ) ( , , ) ( , )
k k

H y s Q x s H yζ τ = ζ τ . (10)

Тогда ( , , )
k

Q x s ζ , имеющая смысл условного совместного распределения веро-

ятностей состояний k канала и s среды при условии ( )x xτ = , как следует из (9),

определяется системой вида

0

0

( , , )
( ( ) ) ( , , )

Q x s
s x Q x s

∂ ζ
λ + σ ζ = −

∂ζ

0

1 2

( , ,0) 1
( , , ) ( , , )

Q x s
Q x s Q x s

a

∂
+μ ζ + ζ +

∂ζ

1

1

0

1

( , ,0)
( )

S

s s s

s

Q x s
G p

=

∂
+ ζ

∂ζ
∑ ,

1 1

1 0

( , , ) ( , ,0)
( ( ) ) ( , , ) ( ( ) ) ( , , )

Q x s Q x s
s x Q x s s x Q x s

∂ ζ ∂
λ + σ +μ ζ = − + λ + σ ζ +

∂ζ ∂ζ

1

1

1

1

( , ,0)
( )

S

s s s

s

Q x s
G p

=

∂
+ ζ

∂ζ
∑ ,

 2 2

2 1

( , , ) ( , ,0)1
( , , ) ( ( ) ) ( , , )

Q x s Q x s
Q x s s x Q x s

a

∂ ζ ∂
ζ = − + λ +σ ζ +

∂ζ ∂ζ

1

1

1

1

( , ,0)
( )

S

s s s

s

Q x s
G p

=

∂
+ ζ

∂ζ
∑ (11)

и условием нормировки
2

0 1

( , , ) 1
S

k

k s

Q x s
= =

∞ =∑ ∑ . (12)

Будем полагать, что ( , , )
k

Q x s ζ  известны, если удается каким-либо образом

решить систему (11).

Далее покажем, что ( )x x= τ  является детерминированной функцией.
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В системе (5) функции ( , , , )
k

H y s± ε τ ε  разложим в ряд по приращениям аргу-

мента y с точностью до ( )o ε , получим

0
( , , , , )

'( )
H y s

x
y

∂ ζ τ ε
−ε τ +

∂
0

( ( )( )) ( , , , , )s x y H y sλ + σ + ε ζ τ ε =

0 0

1

( , , , , ) ( , ,0, , )
( , , , , )

H y s H y s
H y s

∂ ζ τ ε ∂ τ ε
= − +μ ζ τ ε +

∂ζ ∂ζ

1

1

0 1

2

1

( , ,0, , )1
( , , , , ) ( )

S

s s s

s

H y s
H y s G p

a
=

∂ τ ε
+ ζ τ ε + ζ

∂ζ
∑ ,

1 1

1

( , , , , ) ( , , , , )
'( ) ( ( )( ) ) ( , , , , )

H y s H y s
x s x y H y s

y

∂ ζ τ ε ∂ ζ τ ε
−ε τ + λ + σ + ε +μ ζ τ ε = −

∂ ∂ζ

1

0

( , ,0, , )
( ( )( )) ( , , , , )

H y s
s x y H y s

∂ τ ε
− + λ + σ + ε ζ τ ε +

∂ζ

0
( , , , , )

( )
H y s

s x
y

∂ ζ τ ε
εσ +

∂

1

1

1 1

1

( , ,0, , )
( ) ( )

S

s s s

s

H y s
G p o

=

∂ τ ε
+ ζ + ε

∂ζ
∑ ,

2

2

( , , , , ) 1
'( ) ( , , , , )

H y s
x H y s

y a

∂ ζ τ ε
−ε τ + ζ τ ε =

∂

2 2
( , , , , ) ( , ,0, , )H y s H y s∂ ζ τ ε ∂ τ ε

− +
∂ζ ∂ζ

{1 2
( ( )( )) ( , , , , ) ( , , , , )s x y H y s H y s

y

∂
+ λ + σ + ε ζ τ ε − ε λ ζ τ ε +

∂

}
1

1

2 1

1

1

( , ,0, , )
(2 ( ) ) ( , , , , ) ( ) ( )

S

s s s

s

H y s
s x H y s G p o

=

∂ τ ε
+ λ + σ ζ τ ε + ζ + ε

∂ζ
∑ . (13)

Все уравнения системы (13) просуммируем по k и по s, учтем (1) и при ζ → ∞

получим
2

0 1

'( ) ( , , , , )

S

k

k s

x H y s
y

= =

∂ ⎧ ⎫−ε τ ∞ τ ε =⎨ ⎬
∂ ⎩ ⎭

∑ ∑ 0

1

( ) ( , , , , )

S

s

x s H y s
y

=

∂ ⎧ε σ ∞ τ ε −⎨
∂ ⎩

∑

2

1

( , , , , )
S

s

H y s

=

λ ∞ τ ε −∑ 1

1

(2 ( ) ) ( , , , , ) ( )
S

s

s x H y s o

=

⎫
λ + σ ∞ τ ε + ε⎬

⎭
∑ .

Поделим на ε обе части полученного уравнения, выполним предельный пере-

ход (8), учтем (10), получим
2

0 1

( , )
'( ) ( , , )

S

k

k s

H y
x Q x s

y
= =

∂ τ
− τ ∞ =

∂
∑ ∑ 0 2

1 1

( ) ( , , ) ( , , )
S S

s s

x s Q x s Q x s

= =

⎧
σ ∞ −λ ∞ −⎨

⎩
∑ ∑

1

1

( , )
(2 ( ) ) ( , , )

S

s

H y
s x Q x s

y
=

∂ τ⎫− λ + σ ∞ ⎬
∂⎭

∑ .

Учтем условие нормировки (12), обозначим

1

( ) lim ( , , )
S

k k

s

R x Q x s
ζ→∞ =

= ζ∑ ; (14)

1

( ) lim ( ) ( , , )
S

k k k

s

R x s Q x s
ζ→∞ =

ψ = σ ζ∑ ,   0, 1k = , (15)

заметим, что ( )
k

R x  имеет смысл распределения вероятностей состояний канала.

Тогда получим
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}{ 0 0 2 1 1

( , )
'( ) ( ) ( ) (2 ) ( ) 0

H y
x xR x R x x R x

y

∂ τ
τ +ψ −λ − λ +ψ =

∂
.

Поскольку производная плотности распределения H(y,τ) не может тождест-

венно равняться нулю, следовательно, функция x = x(τ) является решением обык-

новенного дифференциального уравнения

0 0 2 1 1
'( ) ( ) ( ) (2 ) ( )x xR x R x x R xτ = −ψ + λ + λ +ψ . (16)

Здесь ( ), 0,1,2
k

R x k = , есть распределение вероятностей состояний канала, опре-

деляемое равенствами (14), где ( , , )
k

Q x s ζ  – двумерное распределение вероятно-

стей состояний k канала и состояний s случайной среды, которое определяется

системой (11) и условием нормировки (12). Таким образом, (16) совпадает с (6).

Теорема доказана.

3. Исследование величин отклонения нормированного числа

заявок в ИПВ от их асимптотического среднего

Покажем, что процесс ( )y τ , характеризующий изменение величин отклонения

нормированного числа заявок в ИПВ от их асимптотического среднего, является

диффузионным процессом авторегрессии. Докажем следующую теорему.

Теорема 2. Асимптотически при 0γ →  случайный процесс ( )y τ  определяет-

ся стохастическим дифференциальным уравнением вида

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

dy A x y d B x dw′τ = τ τ + τ , (17)

где ( )w τ  есть стандартный винеровский процесс, ( )A x′  есть производная по x

от правой части дифференциального уравнения (6), а функция ( )B x  определяет-

ся равенством
2

0 0 2 1 1
( ) ( ) ( ) (4 ) ( )B x xR x R x x R x= ψ + λ + λ +ψ +

(1) (1) (1)
0 10 2 12 ( ) ( ) (2 ) ( )x h x h x x h x

⎡+ η −λ − λ + η +⎢⎣

2
(1)

0

( ) ( )
k

k

x h x

=

⎤′ τ ⎥⎦
∑ , (18)

в котором параметры a и λ заданы, распределения ( )
k

R x  определяются равен-

ствами (7), величины 
k

ψ  определяются обозначением (15), а величины 
(1)
( )

k
h x  –

пределом (29), в котором функции 
(1)
( , , )

k
h x s ζ  – есть решение системы (22).

Доказательство. Будем искать решение ( , , , , )
k

H y s ζ τ ε  системы (13) в виде

следующего разложения:

( , , , , ) ( , , ) ( , )
k k

H y s Q x s H yζ τ ε = ζ τ + ( , , , ) ( ).
k
h y s oε ζ τ + ε (19)

Подставим в систему (13) разложение (19), учтем (11) и запишем полученную

систему, сократив на ε все уравнения в следующем виде:

0 0

0 1 2

( , , , ) ( , ,0, )1
( ( ) ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

h y s h y s
s x h y s h y s h y s

a

∂ ζ τ ∂ τ
− λ+σ ζ τ +μ ζ τ + ζ τ + − +

∂ζ ∂ζ

1

1

0 1

1

( , ,0, )
( )

S

s s s

s

h y s
G p

=

∂ τ
+ ζ =

∂ζ
∑ 0 0

( , )
( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( , , )

H y
Q x s s yH y x Q x s

y

∂ τ
′ζ σ τ − τ ζ

∂
,
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1 0
( ( ) ) ( , , , )) ( ( ) ) ( , , , )s x h y s s x h y s− λ + σ +μ ζ τ + λ + σ ζ τ + 1 1

( , , , ) ( , ,0, )h y s h y s∂ ζ τ ∂ τ
− +

∂ζ ∂ζ

1

1

1 1

1

( , ,0, )
( )

S

s s s

s

h y s
G p

=

∂ τ
+ ζ =

∂ζ
∑

( )1 0
( ) ( , , ) ( , , ) ( , )s Q x s Q x s yH y= σ ζ − ζ τ − ( )1 0

( , )
( ) ( , , ) ( ) ( , , )

H y
x Q x s s xQ x s

y

∂ τ
′ τ ζ + σ ζ

∂
,

2 1

1
( , , , ) ( ( ) ) ( , , , )h y s s x h y s

a
− ζ τ + λ + σ ζ τ +

2 2
( , , , ) ( , ,0, )h y s h y s∂ ζ τ ∂ τ

− +
∂ζ ∂ζ

1

1

2 1

1

1

( , ,0, )
( ) ( ) ( , , ) ( , )

S

s s s

s

h y s
G p s Q x s yH y

=

∂ τ
+ ζ = −σ ζ τ +

∂ζ
∑

[ 2
( ( )) ( , , )x Q x s′+ λ − τ ζ + ]1

( , )
(2 ( ) ) ( , , )

H y
s x Q x s

y

∂ τ
λ + σ ζ

∂
. (20)

Будем искать решение системы (20) в виде

(1) ( , )
( , , , ) ( , , )

k k

H y
h y s h x s

y

∂ τ
ζ τ = ζ +

∂

(2)
( , , ) ( , ).

k
h x s yH yζ τ (21)

Подставим (21) в (20) и представим систему в виде двух систем

(1) (1) (1)
0 1 2

1
( ( ) ) ( , , ) ( , , ) ( , , )s x h x s h x s h x s

a

− λ + σ ζ +μ ζ + ζ +

(1) (1)
0 0( , , ) ( , ,0)h x s h x s∂ ζ ∂

− +
∂ζ ∂ζ

1

1

(1)
10

0
1

( , ,0)
( ) ( ) ( , )

S

s s s

s

h x s
G p x Q x s

=

∂
′+ ζ = − τ

∂ζ
∑ ,

(1) (1)
1 0( ( ) ) ( , , ) ( ( ) ) ( , , )s x h x s s x h x s− λ + σ +μ ζ + λ + σ ζ +

(1) (1)
1 1( , , ) ( , ,0)h x s h x s∂ ζ ∂

− +
∂ζ ∂ζ

1

1

(1)
11

1

( , ,0)
( )

S

s s s

s

h x s
G p

=

∂
+ ζ =

∂ζ
∑ 1 0

( ) ( , , ) ( ) ( , , ),x Q x s s xQ x s′− τ ζ −σ ζ

(1) (1)
2 1

1
( , , ) ( ( ) ) ( , , )h x s s x h x s

a
− ζ + λ + σ ζ +

(1) (1)
2 2( , , ) ( , ,0)h x s h x s∂ ζ ∂

− +
∂ζ ∂ζ

1

1

(1)
12

2
1

( , ,0)
( ) ( ( )) ( , , )

S

s s s

s

h x s
G p x Q x s

=

∂
′+ ζ = λ − τ ζ +

∂ζ
∑ 1

(2 ( ) ) ( , , )s x Q x sλ + σ ζ (22)

и
(2) (2) (2)
0 1 2

1
( ( ) ) ( , , ) ( , , ) ( , , )s x h x s h x s h x s

a

− λ + σ ζ +μ ζ + ζ +

(2) (2)
0 0( , , ) ( , ,0)h x s h x s∂ ζ ∂

+ − +
∂ζ ∂ζ 1

1

(2)
10

0
1

( , ,0)
( ) ( ) ( , , )

S

s s s

s

h x s
G p s Q x s

=

∂
ζ = σ ζ

∂ζ
∑ ,

(2)
1( ( ) ) ( , , )s x h x s− λ + σ +μ ζ +

(2)
(2) 1
0

( , , )
( ( ) ) ( , , )

h x s
s x h x s

∂ ζ
λ + σ ζ + −

∂ζ

1

1

(2) (2)
11 1

1

( , ,0) ( , ,0)
( )

S

s s s

s

h x s h x s
G p

=

∂ ∂
− + ζ =

∂ζ ∂ζ
∑ ( )1 0

( ) ( , , ) ( , , ) ,s Q x s Q x sσ ζ − ζ
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(2) (2)
2 1

1
( , , ) ( ( ) ) ( , , )h x s s x h x s

a
− ζ + λ + σ ζ +

(2) (2)
2 2( , , ) ( , ,0)h x s h x s∂ ζ ∂

− +
∂ζ ∂ζ

1

1

(2)
12

1
1

( , ,0)
( ) ( ) ( , , )

S

s s s

s

h x s
G p s Q x s

=

∂
+ ζ = −σ ζ

∂ζ
∑ . (23)

Продифференцируем систему (11) по x , получим

0 1
( , , ) ( , , )

( ( ) )
Q x s Q x s

s x
x x

∂ ζ ∂ ζ
− λ + σ +μ +

∂ ∂ { }02
( , , )( , , )1 Q x sQ x s

a x x

∂ ζ∂ ζ ∂
+ −

∂ ∂ζ ∂

{ } { } 1

1

0 0

1

( , ,0) ( , ,0)
( )

S

s s s

s

Q x s Q x s
G p

x x
=

∂ ∂∂ ∂
− + ζ =
∂ζ ∂ ∂ζ ∂

∑ 0
( ) ( , , )s Q x sσ ζ ,

1
( , , )

( ( ) )
Q x s

s x
x

∂ ζ
− λ + σ +μ

∂ { }0 1
( , , ) ( , , )

( ( ) )
Q x s Q x s

s x
x x

∂ ζ ∂ ζ∂
+ λ + σ + −

∂ ∂ζ ∂

{ } { } 1

1

01

1

( , ,0)( , ,0)
( )

S

s s s

s

Q x sQ x s
G p

x x
=

∂∂∂ ∂
− + ζ =
∂ζ ∂ ∂ζ ∂

∑ ( )1 0
( ) ( , , ) ( , , ) ,s Q x s Q x sσ ζ − ζ

2 1
( , , ) ( , , )1

( ( ) )
Q x s Q x s

s x
a x x

∂ ζ ∂ ζ
− + λ + σ +

∂ ∂
{ } { }2 2

( , , ) ( , ,0)Q x s Q x s

x x

∂ ζ ∂∂ ∂
− +

∂ζ ∂ ∂ζ ∂

{ } 1

1

2

1

( , ,0)
( )

S

s s s

s

Q x s
G p

x
=

∂∂
+ ζ =

∂ζ ∂
∑ 1( ) ( , , )s Q x s−σ ζ . (24)

Из (23) и (24) следует, что решение 
(2)

( , , )
k
h x s ζ  системы (23) имеет вид

(2) ( , , )
( , , ) k

k

Q x s
h x s

x

∂ ζ
ζ =

∂
. (25)

С учетом (25) и (21) разложение (19) можно представить как

(1) ( , )
( , , , , ) ( , , ) ( , ) ( , , )

k k k

H y
H y s Q x s H y h x s

y

∂ τ
ζ τ ε = ζ τ + ε ζ +

∂

( , , )
( , ) ( )k

Q x s
yH y o

x

∂ ζ
+ε τ + ε

∂
. (26)

Теперь найдем вид функции ( , )H y τ . Для этого функции в правой части сис-

темы (5) разложим в ряд по приращениям аргумента y с точностью до 2( )o ε , по-

лучим

2 0 0( , , , , ) ( , , , , )
( )

H y s H y s
x

y

∂ ζ τ ε ∂ ζ τ ε
′ε − ε τ +

∂τ ∂
0

( ( )( )) ( , , , , )s x y H y sλ + σ + ε ζ τ ε =

0 0

1

( , , , , ) ( , ,0, , )
( , , , , )

H y s H y s
H y s

∂ ζ τ ε ∂ τ ε
= − +μ ζ τ ε +

∂ζ ∂ζ

1

1

0 1

2

1

( , ,0, , )1
( , , , , ) ( )

S

s s s

s

H y s
H y s G p

a
=

∂ τ ε
+ ζ τ ε + ζ

∂ζ
∑ ,
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2 1 1
( , , , , ) ( , , , , )

( )
H y s H y s

x
y

∂ ζ τ ε ∂ ζ τ ε
′ε − ε τ +

∂τ ∂
1( ( )( ) ) ( , , , , )s x y H y sλ + σ + ε +μ ζ τ ε =

1 1
( , , , , ) ( , ,0, , )H y s H y s∂ ζ τ ε ∂ τ ε

= − +
∂ζ ∂ζ

0
( ( )( )) ( , , , , )s x y H y sλ + σ + ε ζ τ ε +

{ }0
( ) ( ) ( , , , , )s x y H y s

y

∂
+εσ + ε ζ τ ε +

∂

22
0

2

( , , , , )
( )

2

H y s
s x

y

∂ ζ τ εε
σ +

∂

1

1

21 1

1

( , ,0, , )
( ) ( )

S

s s s

s

H y s
G p o

=

∂ τ ε
+ ζ + ε

∂ζ
∑ ,

2 2 2
( , , , , ) ( , , , , )

( )
H y s H y s

x
y

∂ ζ τ ε ∂ ζ τ ε
′ε − ε τ +

∂τ ∂

2 2

2

( , , , , ) ( , ,0, , )1
( , , , , )

H y s H y s
H y s

a

∂ ζ τ ε ∂ τ ε
+ ζ τ ε = − +

∂ζ ∂ζ

1
( ( )( )) ( , , , , )s x y H y s+ λ + σ + ε ζ τ ε −

{ }1 2
(2 ( )( )) ( , , , , ) ( , , , , )s x y H y s H y s

y

∂
−ε λ + σ + ε ζ τ ε + λ ζ τ ε +

∂

{ }
2 2

1 22
(4 ( ) ) ( , , , , ) ( , , , , )

2
s x H y s H y s

y

ε ∂
+ λ + σ ζ τ ε + λ ζ τ ε +

∂

1

1

22 1

1

( , ,0, , )
( ) ( )

S

s s s

s

H y s
G p o

=

∂ τ ε
+ ζ + ε

∂ζ
∑ . (27)

Сложим все уравнения системы (27) по k, получим
2 2

2

0 0

( , , , , ) ( ) ( , , , , )
k k

k k

H y s x H y s
y

= =

∂ ∂⎧ ⎫ ⎧ ⎫′ε ζ τ ε − ε τ ζ τ ε =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
∂τ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑ ∑

{
2 2

0

0 0

( , , , , ) ( , ,0, , ) ( )( ) ( , , , , )
k k

k k

H y s H y s s x y H y s
y

= =

∂ ∂ ∂⎧ ⎫ ⎧ ⎫= ζ τ ε − τ ε −ε −σ +ε ζ τ ε +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
∂ζ ∂ζ ∂⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑ ∑

1
(2 ( )( )) ( , , , , )s x y H y s+ λ + σ + ε ζ τ ε + }2

( , , , , )H y sλ ζ τ ε +

{
2 2

0 22
( ) ( , , , , ) ( , , , , )

2
s xH y s H y s

y

ε ∂
+ σ ζ τ ε +λ ζ τ ε +

∂

}1(4 ( ) ) ( , , , , )s x H y s+ λ + σ ζ τ ε +
1

1

2
21

0 1

( , ,0, , )
( ) ( )

S
k

s s s

k s

H y s
G p o

= =

∂ τ ε
ζ + ε

∂ζ
∑ ∑ .

Подставим в полученную систему разложение функций ( , , , )
k

H y s τ ε  в виде

(26), тогда
2

2

0

( , )
( , , )

k

k

H y
Q x s

=

∂ τ⎛ ⎞ε ζ −⎜ ⎟ ∂τ⎝ ⎠
∑

2

0

( , )
( ) ( , , )

k

k

H y
x Q x s

y
=

∂ τ⎛ ⎞′ε τ ζ −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
∑

{ }2
2

0

( , )
( ) ( , , )

k

k

yH y
x Q x s

x y
=

∂ τ∂ ⎧ ⎫′−ε τ ζ −⎨ ⎬
∂ ∂⎩ ⎭

∑
22

(1)2

2
0

( , )
( ) ( , , )

k

k

H y
x h x s

y=

∂ τ⎛ ⎞′ε τ ζ =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∂
∑
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2 2

0 0

( , , , , ) ( , ,0, , )
k k

k k

H y s H y s

= =

∂ ∂⎧ ⎫ ⎧ ⎫= ζ τ ε − τ ε −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
∂ζ ∂ζ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑ ∑

( 0 2( ) ( , , ) ( , , )s xQ x s Q x s−ε −σ ζ + λ ζ + )1

( , )
(2 ( ) ) ( , , )

H y
s x Q x s

y

∂ τ
λ + σ ζ −

∂

(2

1 0
( ) ( , , ) ( ) ( , , )s Q x s s Q x s−ε σ ζ −σ ζ −

0 2
( , , ) ( , , )

( )
Q x s Q x s

s x
x x

∂ ζ ∂ ζ
σ + λ +

∂ ∂

{ }
1

( , )( , , )
(2 ( ) )

yH yQ x s
s x

x y

∂ τ∂ ζ ⎞+ λ + σ +⎟∂ ∂⎠
[

2

0 2
( ) ( , , ) ( , , )

2
s xQ x s Q x s

ε
σ ζ + λ ζ +

1
(4 ( ) ) ( , , )s x Q x s+ λ + σ ζ + ( (1) (1)

0 22 ( ) ( , , ) ( , , )s xh x s h x sσ ζ −λ ζ −

)
2

(1)
1 2

( , )
(2 ( ) ) ( , , )

H y
s x h x s

y

∂ τ⎤− λ + σ ζ +⎦ ∂ 1

1

2
21

0 1

( , ,0, , )
( ) ( )

S
k

s s s

k s

H y s
G p o

= =

∂ τ ε
ζ + ε

∂ζ
∑ ∑ . (28)

Просуммируем уравнения системы (28) по s, выполним предельный переход

при ζ → ∞ , воспользуемся условием нормировки (12), обозначениями (14) и (15),

также обозначим

(1) (1)

1

( ) lim ( , , )
S

k k

s

h x h x s
ζ→∞ =

= ζ∑ ; (29)

(1) (1)

1

( ) lim ( ) ( , , ), 0, 1
S

k k k

s

h x s h x s k
ζ→∞ =

η = σ ζ =∑ , (30)

учтем (1), получим

2 ( , ) ( , )
( )

H y H y
x

y

∂ τ ∂ τ
′ε − ε τ −

∂τ ∂

22
(1)2

2
0

( , )
( ) ( )

k

k

H y
x h x

y=

∂ τ⎛ ⎞′ε τ =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∂
∑

0 0 2
( ( ) ( )xR x R x= −ε −ψ + λ +

1 1

( , )
(2 ) ( ))

H y
x R x

y

∂ τ
λ +ψ −

∂

2 0

1 1 0 0

1

( , , )
( ) ( ) lim ( )

S

s

Q x s
R x R x x s

xζ→∞ =

∂ ζ⎛−ε ψ −ψ − σ +⎜ ∂⎝
∑

2 1 1

1

( ) ( ) ( , , )
2 lim ( )

S

s

R x R x Q x s
x s

x x xζ→∞ =

∂ ∂ ∂ ζ ⎞+λ + λ + σ ⎟∂ ∂ ∂ ⎠
∑

{ }( , )yH y

y

∂ τ
+

∂

[
2

0 0 2 1 1
( ) ( ) (4 ) ( )

2
xR x R x x R x

ε
+ ψ + λ + λ +ψ +

( )(1) (1) (1)
0 10 2 12 ( ) ( ) (2 ) ( )xh x h x x h x ⎤+ η −λ − λ + η ⎦

2

2

2

( , )
( )

H y
o

y

∂ τ
+ ε

∂
. (31)

В силу дифференциального уравнения (6) уничтожим слагаемые порядка ( )o ε ,

поделим обе части полученного уравнения на ε2, выполним несложные преобра-

зования, тогда будем иметь



Математическое моделирование неустойчивых сетей множественного доступа 27

0 2

1 1 0 0 0

( ) ( )( , )
( ) ( )

R x R xH y
R x R x x

x x

∂ ∂∂ τ ⎛= − ψ −ψ −ψ + λ +⎜∂τ ∂ ∂⎝

{ }1

1 0 0 2 1 1

( , )( ) 1
(2 ) ( ) ( ) (4 ) ( )

2

yH yR x
x xR x R x x R x

x y

∂ τ∂ ⎡⎞+ λ +ψ + ψ + λ + λ +ψ +⎟ ⎢∂ ∂⎠ ⎣

(1) (1) (1)
0 10 2 12 ( ) ( ) (2 ) ( )x h x h x x h x

⎛+ η −λ − λ + η +⎜
⎝

22
(1)

2
0

( , )
( ) ( )

k

k

H y
x h x

y=

∂ τ⎞⎤′ τ ⎟⎥⎠⎦ ∂
∑ . (32)

Получили уравнение Фоккера – Планка для плотности распределения вероят-

ностей ( , )H y τ  значений диффузионного процесса авторегрессии ( )y τ . Обозна-

чим коэффициент переноса уравнения (32) как ( )
x

A x′ . Заметим, что ( )
x

A x′  являет-

ся производной по x от правой части дифференциального уравнения (6), то есть

{ }0 0 2 1 1
( ) ( ) ( ) (2 ) ( )

x
A x xR x R x x R x

x

∂
′ = −ψ + λ + λ +ψ

∂
. (33)

Коэффициент диффузии обозначим следующим образом:

2

0 0 2 1 1
( ) ( ) ( ) (4 ) ( )B x xR x R x x R x= ψ + λ + λ +ψ +

(1) (1) (1)
0 10 2 12 ( ) ( ) (2 ) ( )x h x h x x h x

⎡+ η −λ − λ + η +⎢⎣

2
(1)

0

( ) ( )
k

k

x h x

=

⎤′ τ ⎥⎦
∑ , (34)

если выражение в правой части больше нуля.

Получили, что (34) совпадает с (18). Из (32) следует, что ( , )H y τ  является

плотностью распределения вероятностей некоторого диффузионного процесса

( )y τ , который удовлетворяет стохастическому дифференциальному уравнению

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

dy A x y d B x dw′τ = τ τ + τ , (35)

где ( )w τ  является стандартным винеровским процессом, ( )
x

A x′  определяется ра-

венством (33), ( )B x  – равенством (34), совпадающим с (17), следовательно, урав-

нение (35) совпадает с уравнением (17), а процесс ( )y τ  является процессом авто-

регрессии. Теорема доказана.

Следствие 2.1. Решение ( )y τ  стохастического дифференциального уравнения

(35) имеет вид

0 0

( ( )) ( ( ))

0

( ) ( ( )) ( )

u

x x
A x s ds A x s ds

y e B x u e dw u

τ

′ ′−τ∫ ∫
τ = ∫ , (36)

где ( )A x′  определяется равенством (33), ( )B x  – равенством (18), а ( )w τ  – есть

стандартный винеровский процесс.

Доказательство. Представим процесс ( )y τ  в следующем виде:

0

( ( ))

( ) ( )
x

A x s ds

y e f

τ

′∫
τ = τ , (37)

тогда 0

( ( ))

( ) ( )
x

A x s ds

f e y

τ

′− ∫
τ = τ . (38)

Здесь ( )
x

A x′  определяется равенством (33).
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Продифференцируем (38), используя формулы Ито. Тогда

0

( ( ))

( ) ( ( )) ( )
x

A x s ds

x
df A x f d e dy

τ

′− ∫
′τ = − τ τ τ + .

Учитывая (37), получим

0

( ( ))

( ) ( ( )) ( )
x

A x s ds

x
df A x e y d

τ

′− ∫
′τ = − τ τ τ + 0

( ( ))

[ ( ( )) ( ) ( ( )) ( )]
x

A x s ds

x
e A x y d B x dw

τ

′− ∫
′ τ τ τ + τ τ .

Выполним преобразования, будем иметь

0

( ( ))

( ) ( ( )) ( ).
x

A x s ds

df B x e dw

τ

′− ∫
τ = τ τ (39)

Проинтегрируем (39), положив (0) 0f = , тогда исходное представление ( )y τ  в

виде (37) примет вид

0 0

( ( )) ( ( ))

0

( ) ( ( )) ( )

u

x x
A x s ds A x s ds

y e B x u e dw u

τ

′ ′−τ∫ ∫
τ = ∫ , (40)

где ( )
x

A x′  определяется равенством (33), ( )B x  – равенством (18), а ( )w τ  – есть

стандартный винеровский процесс. Следствие доказано.

4. Глобальная аппроксимация процесса изменения числа заявок в ИПВ

Покажем, что для достаточно малых значений параметра ε случайный процесс

( ) ( ) ,z x yτ = τ + ε  аппроксимирующий процесс изменения числа заявок в ИПВ

2 2( / )iε τ ε , является однородным диффузионным процессом. Докажем следую-

щую теорему.

Теорема 3. С точностью до ( )o ε  случайный процесс ( )z τ  является решением

стохастического дифференциального уравнения

( ) ( ) ( ) ( )dz A z d B z dwτ = τ + ε τ , (41)

где ( )w τ  – есть стандартный винеровский процесс, функция ( )A z  определяется

правой частью дифференциального уравнения (6), а функция ( )B z  – равенством

(18), то есть ( )z τ  является однородным диффузионным процессом с коэффици-

ентом переноса ( )A z  и коэффициентом диффузии 2 2 ( )B zε .

Доказательство. Поскольку ( ) ( )z x yτ = τ + ε , то, дифференцируя ( )z τ  по τ,

получаем

( ) ( ) .dz x d dy′τ = τ τ + ε (42)

В силу (6) и (17) имеем

0 0 2 1 1
( ) [ ( ) ( ) (2 ) ( )]dz xR x R x x R x dτ = −ψ + λ + λ +ψ τ+

{ }0 0 2 1 1
( ) ( ) (2 ) ( )y xR x R x x R x d

x

∂
+ε −ψ +λ + λ +ψ τ+

∂
( ) ( )B x dwε τ .

Так как правая часть содержит разложение в ряд по приращениям yε  аргумен-

та x, то можно записать
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0 0 2
( ) [ ( ) ( ) ( )dz x y R x y R x yτ = −ψ ⋅ + ε + ε + λ + ε +

+
0 1

(2 ( ) ( )]x y R x y dλ +ψ ⋅ + ε + ε τ + ( ) ( )B z y dwε − ε τ .

Заметим, что ( ) ( )z x yτ = τ + ε , тогда с точностью до ( )o ε  имеем

0 0 2 1 1
( ) [ ( ) ( ) (2 ) ( )]dz zR z R z z R z dτ = −ψ + λ + λ +ψ τ+ ( ) ( ) ( )B z dw oε τ + ε .

С учетом (6) уравнение (42) окончательно примет вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dz A z d B z dw oτ = τ + ε τ + ε .

Таким образом, ( )z τ  является однородным диффузионным процессом с коэф-

фициентом переноса ( )A z  и коэффициентом диффузии 2 2 ( )B zε  и определяется с

точностью до ( )o ε  стохастическим дифференциальным уравнением вида (41).

Теорема доказана.

Следствие 3.1. Плотность распределения вероятностей значений процесса

( )z τ  имеет вид

2 2
0

2 2
0

2 ( )

( )

2

2 ( )

( )

2

0

1

( )
( )

1

( )

z

z

A u
du

B u

A u
du

B u

e
B z

F z

e dz
B z

∫
ε

∞ ∫
ε

=

∫

, (43)

где ( )A z  определяется правой частью дифференциального уравнения (6), ( )B z  –

равенством (18).

Доказательство. Обозначим через ( , )F z τ  плотность распределения вероят-

ностей значений процесса ( )z τ , тогда можно записать уравнение Фоккера –

Планка для плотности этого процесса:

{ } { }
2 2

2

2

( , )
( ) ( , ) ( ) ( , )

2

F z
A z F z B z F z

z z

∂ τ ∂ ε ∂
= − τ + τ

∂τ ∂ ∂
,

где ( )A z  определяется правой частью дифференциального уравнения (6), ( )B z  –

равенством (18). Рассмотрим функционирование процесса ( )z τ  в стационарном

режиме, то есть ( , ) ( )F z F zτ ≡ , тогда стабильное распределение можно найти из

уравнения Фоккера – Планка

{ } { }
2 2

2

2
0 ( ) ( ) ( ) ( )

2
A z F z B z F z

z z

∂ ε ∂
= − +

∂ ∂
. (44)

Данное уравнение (44) является однородным дифференциальным уравнением

второго порядка.

Обозначим

2 ( ) ( ) ( )B z F z G z= . (45)

Понизим порядок уравнения (44) и, положив константу, возникшую в резуль-

тате интегрирования, равной нулю, запишем

2 2

( ) 2 ( )
( )

( )

G z A z
G z

z B z

∂
=

∂ ε
.
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Проинтегрируем последнее уравнение

12 2

0 0

( ) 2 ( )

( ) ( )

z z

dG u A u
du du C

G u B u
= +

ε

∫ ∫ ,

выполним преобразования

2 2

0

2 ( )
ln ( ) ln

( )

z

A u
G z du C

B u
= +

ε

∫ , 
2 2
0

2 ( )

( )( )

z A u
du

B u
G z C e

∫
ε

= ⋅ .

Учтем замену (45) и перепишем последнее уравнение в виде

2 2
0

2 ( )

( )

2
( )

( )

z A u
du

B uC
F z e

B z

ε

∫

= . (46)

Константу C найдем из условия нормировки 
0

( ) 1F z dz

∞

=∫ , тогда

2 2
0

2 ( )

( )

2

0

1
1

( )

z
A u

du

B u
C e

B z

∞

ε

∫

= ∫ . (47)

Подставим (47) в (46), получим плотность распределения вероятностей для

процесса ( )z τ  в виде (43). Следствие доказано.

Заключение

Таким образом, в данной работе найдено распределение вероятностей ( )
k

R x

состояний k канала в виде (14). Получено дифференциальное уравнение (6), опре-

деляющее асимптотическое среднее ( )x τ  нормированного числа заявок в ИПВ.

Исследованы величины отклонения от этого среднего, показано, что процесс их

изменения ( )y τ  определяется стохастическим дифференциальным уравнением

вида (17). Доказано, что для достаточно малых значений параметра ε  случайный

процесс ( ) ( ) ,z x yτ = τ + ε  аппроксимирующий процесс изменения числа заявок в

ИПВ 2 2( / )iε τ ε , является однородным диффузионным процессом. Найдена важ-

нейшая из вероятностно-временных характеристик этого процесса – плотность

распределения вероятностей F(z) в виде (43).

Полученные результаты могут быть использованы при проведении анализа

существующих сетей, управляемых протоколами случайного множественного

доступа, а также при проектировании новых сетей связи, реализующих более

производительные протоколы передачи данных.
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