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Рассмотрен асинхронный альтернирующий дважды стохастический поток

событий с продлевающимся мертвым временем, порождаемый случайным

процессом с двумя состояниями. Получена формула для преобразования Ла-

пласа плотности вероятностей интервала между соседними событиями в на-

блюдаемом потоке. Приведены численные результаты, полученные поста-

новкой статистического эксперимента.
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В последние десятилетия в связи с бурным развитием компьютерной техники

и информационных технологий появилась важная сфера приложений теории мас-

сового обслуживания – проектирование и создание информационно-вычислитель-

ных сетей, компьютерных сетей связи, спутниковых сетей связи, телекоммуника-

ционных сетей и т. п., которые можно объединить единым термином – цифровые

сети интегрального обслуживания (Integrated Service Digital Networks – ISDN).

Системы и сети массового обслуживания (СМО, СеМО) находят широкое приме-

нение в качестве математической модели реальных технических, физических и

экономических систем. Случайные потоки событий являются, в свою очередь, ма-

тематической моделью информационных потоков, функционирующих в СМО и

СеМО. Например, случайными потоками событий достаточно адекватно описы-

ваются информационные потоки заявок, циркулирующие в ISDN, в измеритель-

ных системах, а также потоки элементарных частиц (фотонов, электронов), по-

ступающих на регистрирующую аппаратуру в физических экспериментах.

 В реальных объектах и системах, как правило, интенсивность потока событий

меняется со временем, и часто эти изменения носят случайный характер, что при-

водит к рассмотрению математических моделей дважды стохастических потоков

событий. Такие потоки описаны в [1, 2].

Со стороны регистрирующего прибора также может быть внесена некоторая

неопределенность, в частности, прибор может обладать так называемым мертвым

временем, то есть не регистрировать входящие события в течение некоторого

времени с момента наступления или регистрации очередного события [3, 4].

В настоящей работе рассмотрена задача об оценке параметров потока и дли-

тельности периода мертвого времени, наступающего в момент регистрации собы-

тия прибором и имеющего фиксированную длительность, в асинхронном альтер-

нирующем потоке событий с инициированием лишнего события в условиях про-

дления периода мертвого времени в моменты наступления событий потока.
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1. Постановка задачи

Рассматривается поток с инициированием лишнего события, интенсивность ко-

торого есть кусочно-постоянный стационарный процесс λ(t) с двумя состояниями:

λ(t) = λ, λ(t) = 0. Будем говорить, что имеет место первое состояние процесса (пото-

ка), если λ(t) = λ, и, наоборот, имеет место второе состояние процесса (потока), если

λ(t) = 0. Длительность пребывания процесса λ(t) в первом состоянии есть случайная

величина, распределенная по экспоненциальному закону F1(t) = 1 – exp(–α1t), во

втором – F2(t) = 1 – exp(–α2t), где α1, α2 — интенсивности перехода процесса λ(t) из

первого состояния во второе и из второго в первое соответственно. В течение вре-

менного интервала, когда λ(t) = λ, имеет место пуассоновский поток событий с ин-

тенсивностью λ. Во втором состоянии процесса λ(t) генерация событий не произво-

дится. Переход процесса из первого состояния во второе вызывает инициирование

лишнего события во втором состоянии в момент перехода.

После каждого зарегистрированного в момент времени ti события наступает

время фиксированной длительности T (мертвое время), в течение которого другие

события исходного потока недоступны наблюдению. События, наступившие в те-

чение мертвого времени, вызывают продление периода ненаблюдаемости на ве-

личину T. По окончании мертвого времени первое наступившее событие снова

создает период мертвого времени длительности T и т. д. Вариант возникающей

ситуации приведен на рис. 1.

Требуется оценить параметры потока λ, α1, α2 и длительность мертвого време-

ни T по наблюдениям за моментами наступления событий t1, t2, ....
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Рис. 1. Формирование наблюдаемого потока событий в схеме с продлевающимся мертвым

временем: 1, 2 – состояния случайного процесса λ(t); штриховка – периоды мертвого вре-

мени; t1, t2, … – моменты наступления событий в наблюдаемом потоке

2. Получение преобразования Лапласа для плотности вероятностей p(τ)

В связи с тем, что начало периода мертвого времени совпадает с моментом ti на-

ступления наблюдаемого события, рассматриваемый процесс, как и процессы [5, 6],

обладает марковским свойством и является потоком типа Пальма, а временные ин-

тервалы τi = ti+1 – ti взаимно независимы для любого i, (i = 1,2,…). В силу стационар-

ности случайного процесса λ(t) плотность вероятностей временного интервала меж-

ду событиями наблюдаемого потока p(τi) = p(τ) для любого i, (i = 1, 2,…).
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Для того чтобы найти плотность вероятностей p(τ) для потока с продлеваю-

щимся мертвым временем, воспользуемся преобразованием Лапласа gτ(s) [9,10].

Построения проведем подобно [7]. Обозначим общую длительность мертвого

времени, которая является случайной величиной, ξ (ξ≥T).

В каждом конкретном случае возникновения периода ненаблюдаемости воз-

можны следующие варианты:

1) В течение периода (ti,ti+T) не произошло событий потока, и тогда ξ = T. Ве-

роятность этого варианта есть функция Пальма

0
( ) ( )

T

T p d
∞

ϕ = τ τ∫ � ,

где 1 2( )
1 2( ) ( ) (1 )p e e

− λ+α τ −α τ
τ = λ + α γ + α − γ�  есть плотность вероятностей интерва-

ла между соседними событиями для исходного потока,

2
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λ −α
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,  τ ≥ 0,   λ, α1, α2 >0.
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0 ( ) (1 )

T T
T e e

− λ+α −α
ϕ = γ + − γ . (1)

2) Однократное продление периода мертвого времени произойдет, если в мо-

мент времени x1 (0 < x1 < T) произойдет событие исходного потока, а на интервале

(x1, x1+T) событий не прозойдет. Тогда ξ = x1 + T. Вероятность такого случая есть

0 1 1
( ) ( )T p x dxϕ � .

3) Двукратное продление периода мертвого времени произойдет, если в мо-

менты времени x1 и x1 + x2 (0 < x1 < T, 0 < x2 < T) произойдут события исходного

потока, а на интервале (x1+x2, x1+x2+T) событий не произойдет. Тогда ξ = x1+x2+T.

Вероятность такого случая есть 
0 1 1 2 2
( ) ( ) ( )T p x dx p x dxϕ � � .

Рассуждая аналогично далее и объединяя все возможные ситуации, получим
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где δ(x) – дельта-функция.

Применяя преобразование Лапласа к плотности вероятностей ( )p ξ  и выполняя

необходимые преобразования, получаем

1 2
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1 2
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−− λ+α + − α +
−

ξ

⎡ ⎤λ + α γ − α − γ −
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. (3)

Рассмотрим теперь интервал времени между событиями в наблюдаемом пото-

ке τi = ti+1 – ti. Поскольку τi, i = 1,2,… – независимые случайные величины, то ин-

декс i можно опустить. С другой стороны, τ = ξ + η, где η – длительность интерва-

ла между моментом окончания общего периода ненаблюдаемости ξ и моментом

наступления очередного события в наблюдаемом потоке. В силу рекуррентности

наблюдаемого потока, величины η и ξ зависимы и справедливо

0 0

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )p p p p p d
∞ ∞

τ = ξ η ξ = ξ τ − ξ ξ ξ∫ ∫ . (4)
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Найдем выражение для p(τ–ξ|ξ). В силу стационарности потока, припишем

моменту наступления события в наблюдаемом потоке момент τ=0 и рассмотрим

интервал времени (0, ξ+η). Зафиксируем момент ξ – момент окончания периода

ненаблюдаемости.

Введем вероятности pij(τ – ξ) – условные вероятности того, что на интервале

длительности η = τ – ξ не наступит событий наблюдаемого потока, и в момент

времени τ будет иметь место j-е состояние процесса λ(t) при условии, что в мо-

мент времени τ = ξ имело место i-е состояние процесса λ(t), (i, j = 1, 2). Составляя

и решая для этих вероятностей систему дифференциальных уравнений с гранич-

ными условиями p11(0) = p22(0) = 1, p12(0) = p21(0) = 0, получаем следующие фор-

мулы:
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1 2 1
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τ− ξ = τ− ξ =

(5)

Введем в рассмотрение вероятности Pi(τ–ξ) – условные вероятности того, что

на интервале (ξ,τ) не произойдет событий наблюдаемого потока при условии, что

в момент времени τ = ξ имело место i-е состояние процесса λ(t), i = 1, 2. Тогда,

очевидно,

( ) ( ) ( ) ( )( )
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(6)

Плотности соответствующих вероятностей будут иметь вид
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(7)

Введем в рассмотрение вероятности πi(τ|ξ) – условные вероятности того, что в

момент времени τ процесс λ(τ) находился в i-м состоянии (i = 1, 2) при условии,

что в момент времени τ = 0 наступило событие наблюдаемого потока и период

ненаблюдаемости длительности ξ. Прибегнув к построению и решению диффе-

ренциальных уравнений для вероятностей πi(τ|ξ), получим соотношения

( ) ( )[ ] ( )1 2

1 1 1 1
0 e

− α +α τ
π τ ξ = π + π ξ − π ,

( ) ( )[ ] ( )1 2

2 2 1 1
0 e

− α +α τ
π τ ξ = π − π ξ − π , (8)

где 2

1

1 2

α
π =

α +α

, 1

2

1 2

α
π =

α +α

.

πi(0|ξ) (i = 1, 2) в (8) – условные вероятности того, что процесс λ(τ) в момент

времени τ = 0 находился i-м состоянии (i = 1,2) при условии, что в этот момент

времени в наблюдаемом потоке наступило событие и начался период ненаблю-

даемости длительности ξ. В дальнейшем будем обозначать πi(0|ξ) = ( )
i

π ξ� ,

(i = 1, 2).

Введем в рассмотрение переходные вероятности πij – вероятности того, что за

время, которое пройдет от момента τ = 0 до наступления следующего события в

наблюдаемом потоке, процесс λ(τ) перейдет из состояния i, в котором он находил-
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ся в момент τ = 0, в состояние j, (i, j = 1,2). Тогда для вложенной цепи Маркова

(моментов наступления событий в наблюдаемом потоке) справедливы уравнения

для финальных вероятностей:

1 1 11 2 21
( ) ( ) ( )π ξ = π ξ π + π ξ π� � � , 

2 1 12 2 22
( ) ( ) ( )π ξ = π ξ π + π ξ π� � � . (9)

Введем в рассмотрение переходные вероятности qij(ξ) – вероятности того, что

если в момент времени τ = 0 произошло событие наблюдаемого потока и наступил

период ненаблюдаемости длительности ξ и при этом процесс λ(τ) находился в i-м

состоянии, то в момент времени τ = ξ процесс λ(τ) окажется в j-м состоянии

(i, j = 1, 2). Составляя и решая систему дифференциальных уравнений для вероят-

ностей qij(ξ), получаем

1 2( )
11 1 2( )q e

− α +α τ
τ = π + π , 1 2( )

12 2 2( )q e
− α +α τ

τ = π − π ,

1 2( )
21 1 2( )q e

− α +α τ
τ = π − π , 1 2( )

22 2 1( )q e
− α +α τ

τ = π + π ,  (10)

где π1, π2 определены в (8).

Припишем моменту окончания периода ненаблюдаемости (0,ξ) момент t = 0.

Тогда на полуинтервале [t, t+Δt), где Δt – достаточно малый интервал времени,

с вероятностью λΔt+o(Δt) или α1Δt+o(Δt) произойдет событие наблюдаемого по-

тока.

pi1(t)λΔt+o(Δt) – вероятность того, что на интервале (0,t) не произошло собы-

тий наблюдаемого потока, а на полуинтервале [t, t+Δt) произошло событие в 1-м

состоянии процесса λ(t) при условии, что в момент t = 0 процесс λ(t) находился в

i-м состоянии (i = 1, 2).

pi1(t)α1Δt+o(Δt) – вероятность того, что на интервале (0,t) не произошло собы-

тий наблюдаемого потока, а на полуинтервале [t,t+Δt) произошло событие во 2-м

состоянии процесса λ(t) при условии, что в момент t=0 процесс λ(t) находился в

i-м состоянии (i = 1, 2).

Плотности этих вероятностей вычислим, интегрируя их по t от нуля до беско-

нечности и учитывая (5).

11 21

1

p p
λ

= =
λ +α

, 1

12 22

1

p p
α

= =
λ +α

.  (11)

Тогда, в силу марковости процесса, учитывая (10) и (11), получим

11 21

1

λ
π = π =

λ +α
, 1

12 22

1

α
π = π =

λ +α
. (12)

Переходные вероятности не зависят от ξ. Подставляя (12) в (9), а затем (9) в

(8), получаем

( ) ( )1 22

1 1 2

1

e
− α +α τ

λ −α
π τ ξ = π + π

λ +α
, ( ) ( )1 22

2 2 2

1

e
− α +α τ

λ −α
π τ ξ = π − π

λ +α
. (13)

По построению вероятностей pij(τ – ξ), Pi(τ – ξ) и πi(τ|ξ) справедливо

p(τ – ξ|ξ) = p1(τ – ξ)π1(τ|ξ) + p2(τ – ξ)π2(τ|ξ). (14)

Подставляя (7) и (13) в (14) и выполняя необходимые преобразования, получаем

[ ]1 2( )( ) ( )
1 2( | ) ( ) ( ) 1 ( )p e e

− λ+α τ−ξ −α τ−ξ
τ − ξ ξ = λ + α Γ ξ + α −Γ ξ , (15)

где ( )1 2
( )2

1 2
1 2

( ) e
− α +α ξλ −α

Γ ξ = π + π
λ +α −α

, π1, π2 определены в (8).
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Преобразование Лапласа для p(τ) запишется в виде

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( | )s sg s e p d e p p d d
∞ ∞ τ

− τ − τ
τ

⎛ ⎞
= τ τ = ξ τ − ξ ξ ξ τ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ . (16)

Подставляя (15) в (16), учитывая (3) и производя необходимые преобразова-

ния, получаем

1 1 2 1 2 2 1 2

1 2

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )

s g s sg s
g s

s s

ξ ξ
τ

λ +α α +α + π + λ −α π α +α +
=

λ +α + α +
,  (17)

где π1, π2 определены в (8), λ, α1, α2>0.

3. Построение оценок

Перейдем к оцениванию фиксированной длины мертвого времени T. Восполь-

зуемся методом моментов [8].

По теореме Колмогорова в силу независимости величин τi, i = 1, 2,…, стати-

стики 
1

1 n
k

k i

i

C
n

=

= τ∑  сходятся почти наверное к M(τk) при n→∞. При известных

параметрах λ, α1, α2 и неизвестном T  требуется решить относительно T  одно

уравнение моментов

1
( )C M= τ , (18)

где 
1

1

1 n

i

i

C
n

=

= τ∑ ,

( ) 0

1 2 2 1

1 1 1
( ) ( )

ss
M g s

τ =

′
τ = − = − + + +

α +α α λ +α

( ) ( )( ) ( )
2 2( )

2 1
1 2

0 1 2 1 2

1 1 11
( )

( )

T T
e e

g
T

− λ+α −α

ξ

⎛ ⎞γ − − γ − λ −α α
⎜ ⎟+ − α +α
⎜ ⎟ϕ λ +α α α +α⎝ ⎠

.

Здесь γ, φ0(T) определены в (1), а λ, α1, α2 > 0, T ≥ 0; gξ(α1 + α2) – формулой (4), в

которой вместо s следует подставить α1+α2.

Уравнение (18) для неизвестной T является нелинейным уравнением одной пе-

ременной с тремя параметрами и может быть решено численно, при этом оценку

мертвого времени ˆT  следует выбирать из интервала (0,τmin), где τmin – минималь-

ный интервал между соседними событиями в наблюдаемом потоке.

Для оценивания четырех неизвестных параметров потока имеем уравнения

моментов ( )k
k

C M= τ , 1,4k = , где ( )
0( ) ( 1) ( )k k k

s
M g s

τ =
τ = − .

С целью установления свойств полученных оценок проведен статистический

эксперимент. При одних и тех же значениях параметров исходного потока с ини-

циированием лишнего события имитировалось 1000 реализаций наблюдаемого

потока. Оценки неизвестных параметров вычислялись путем численного решения

уравнений моментов, рассчитывались выборочные средние, вариации от истинно-

го значения, строились доверительные интервалы.

Поиск оценки мертвого времени проводился на интервале (0,τmin], где τmin –

длительность минимального интервала между событиями в наблюдаемом потоке.

В том случае, когда функция (18) не достигала минимума внутри этого интервала,

в качестве оценки принималось ˆT = τmin.
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Результаты эксперимента приведены на рис. 2 и 3. На рис. 2 приведены графи-

ки выборочного среднего (сплошная линия), верхней и нижней границы довери-

тельных интервалов (пунктирные линии) для оценки мертвого времени при зна-

чениях параметров λ = 10, α1 = 0,1, α2 = 0,01, T = 5 при общем времени наблюдения

от 100 до 30 000 ед., горизонтальной сплошной линией обозначено истинное зна-

чение измеряемого параметра (T = 5 ед. вр.) На рис. 3 приведены графики выбо-

рочной дисперсии (сплошная линия) и вариации от истинного значения (прерыви-

стая линия) для тех же значений параметров. По горизонтальной оси отложено

общее время наблюдения за процессом (в единицах времени), по вертикальной –

значения соответствующих характеристик.
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Анализ полученных результатов позволяет сделать вывод, что оценка ˆT  начи-

ная с общего времени наблюдения за потоком от 3000 ед. времени становится

достаточно устойчивой и приближается к истинному значению параметра T , что

является следствием достаточно большой выборки наблюдений при t > 3000 ед. вр.

Заключение

Полученные результаты показывают возможность оценивания методом мо-

ментов параметров рассмотренного потока и длительности мёртвого времени по

результатам текущих наблюдений за потоком событий для регистрирующих при-

боров с продлевающимся мёртвым временем. Результаты численных эксперимен-

тов говорят о достаточной точности полученных оценок, однако в силу достаточ-

но сложного вида (18) вычисление оценки ˆT  требует применения численных ме-

тодов.
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