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РАДИКАЛЫ КОЛЕЦ ЭНДОМОРФИЗМОВ АБЕЛЕВЫХ ГРУПП

Мы рассматриваем характеризации радикала Джекобсона и ниль-радикала

колец эндоморфизмов абелевых групп.

Одной из важных задач теории абелевых групп и их колец эндоморфизмов яв-
ляется исследование радикалов колец эндоморфизмов. Естественно, что в силу
исключительно важной роли радикала Джекобсона в структурной теории колец,
основное внимание уделялось именно этому радикалу. В своей монографии [1]
Р.С. Пирс поставил проблему описания элементов из радикала Джекобсона коль-
ца эндоморфизмов абелевой р-группы в терминах их действия на группе. Он ввел
идеал H(G) всех эндоморфизмов абелевой р-группы G, повышающих высоты эле-
ментов порядка р группы G, который оказался очень полезен при решении ука-
занной проблемы. Изучение радикала Джекобсона кольца эндоморфизмов р-
группы в последующих статьях других авторов, так или иначе, касается связи ме-
жду идеалом H(G) и радикалом. Эти статьи освещены в обзорах [2, 3]; укажем
только некоторые более поздние работы [4 – 7].

По аналогии с примарным случаем, автор определил в [8] идеал H(G) всех эн-
доморфизмов абелевой группы без кручения G, повышающих р-высоты ее эле-
ментов. С помощью этого идеала в [8] охарактеризован радикал Джекобсона
кольца эндоморфизмов группы без кручения конечного ранга, даны критерии его
нильпотентности и равенства нулю. В [9] найдены условия совпадения радикала с
идеалом H(G) и условия равенства нулю пересечения степеней радикала. В [8, 9]
рассматривалось также строение фактор-кольца кольца эндоморфизмов по ради-
калу. Для групп бесконечного ранга нет оснований надеяться на описание радика-
ла Джекобсона кольца эндоморфизмов в общем случае. В [10] установлено, что
радикал Джекобсона кольца эндоморфизмов алгебраически компактной группы
без кручения G совпадает с H(G). В [9] выделены довольно обширные классы
групп без кручения с нильпотентным радикалом Джекобсона кольца эндомор-
физмов.

В настоящей статье вычисляется радикал Джекобсона кольца эндоморфизмов
вполне разложимой группы без кручения G (теорема 2.3). Для группы G конечно-
го ранга это сделано в [11].

Помимо периодических групп и групп без кручения третьим основным клас-
сом абелевых групп является класс смешанных групп. Согласно определению,
смешанная группа содержит как ненулевые элементы конечных порядков, так и
элементы бесконечного порядка. Автору неизвестны работы, в которых затраги-
вались бы радикалы колец эндоморфизмов смешанных групп. В п.3 находится ра-
дикал Джекобсона кольца эндоморфизмов группы из одного класса смешанных
групп, интенсивно изучающегося в последние годы (теорема 3.2). Рассматривает-
ся также фактор-кольцо кольца эндоморфизмов такой группы по радикалу. В ча-
стности, выяснено, когда оно регулярно в смысле Неймана (теорема 3.5).

Все встречающиеся в статье группы – абелевы, р обозначает некоторое про-
стое число. Если G – группа, то E(G) – ее кольцо эндоморфизмов (иногда вместо
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E(G) пишем R). Для гомоморфизма α через α⎥А обозначаем сужение α на под-
группе А. J(K) – радикал Джекобсона кольца К, N(K) – ниль-радикал, т.е. сумма
всех ниль-идеалов кольца К. Используем без пояснений ряд известных свойств
радикала Джекобсона. Групповые термины, примененные к кольцу, как обычно,
относятся к его аддитивной группе. ⊕ – знак прямой суммы групп, идеалов или
конечного числа колец.

1. Вспомогательные результаты

Рангом группы без кручения G называется мощность любой ее максимальной
линейно независимой системы элементов. Группа G называется однородной,
если все ее ненулевые элементы имеют одинаковый тип [12, § 85]. Пусть
π(G) = {p⎪pG≠G}. Если π(G) – конечное множество, то говорят, что G – почти де-
лимая группа. р-высоту элемента х∈G обозначаем hp(x). Базис окрестностей нуля
группы G в Z-адической топологии составляют подгруппы nG, n∈N.

Для группы без кручения G положим

0, где делимая часть  группы ;
( ) ( )

,   ( ) ( ) ( ), ( ).
p p p

D D G
H G Е G

x G D h x h x h x p G

α = −⎧ ⎫
= α∈⎨ ⎬∈ − < ∞⇒ < α ∈π⎩ ⎭

Понятно, что H(G) – идеал кольца E(G). Если G – редуцированная группа, то
H(G) = {α∈E(G)⎪x∈G, hp(x)<∞ ⇒ hp(x) < hp(αx), p∈π(G)}.

Для удобства чтения и ссылок приведем главные результаты работы [8]. На-
помним, что под псевдоцоколем SocG группы без кручения G понимают сервант-
ную подгруппу, порожденную семейством всех ее минимальных сервантных
вполне характеристических подгрупп.

Предложение 1.1. Пусть G – группа без кручения конечного ранга. Тогда
1. H(G) ⊆ J(E(G)) и идеал J(E(G))/H(G) нильпотентен;
2. Радикал J(E(G)) нильпотентен тогда и только тогда, когда G не имеет нену-

левых почти делимых квазислагаемых;
3. J(E(G)) = 0 в том и только в том случае, если G = SocG и G не имеет ненуле-

вых почти делимых квазислагаемых.
В общем случае ни один из идеалов J(E(G)) и H(G) не содержится в другом.

Рассмотрим некоторые соотношения между этими идеалами.
Предложение 1.2. Пусть G – редуцированная группа без кручения. Включение

H(G) ⊆ J(E(G)) справедливо тогда и только тогда, когда выполняется следующее
условие (*): для любых a∈G и α∈H(G) существует lim bn (предел в Z-адической
топологии), где bn= a+αa+…+αn–1a.

Доказательство. Пусть H(G) ⊆ J(E(G)). В таком случае элемент 1 – λ обратим
в E(G) для любого λ∈H(G), или, что то же, 1 – λ – автоморфизм группы G.
Если теперь a∈G, α∈H(G), то выберем элемент b∈G так, что (1 – α)b = a.
Имеем bn = a + αa +…+ αn–1a = (1 – α)b + (α – α2)b +…+(αn–1 – αn)b = (1 – αn)b. От-
куда b – bn = αnb. Поскольку α∈H(G), то

( )

n n

p G

b p G

∈π

α ∈ ∩ .

Следовательно, b = lim bn и (*) выполняется.
Обратно, пусть (*) выполняется. Достаточно показать, что элемент 1 – λ обратим

в E(G) для всякого λ∈H(G). Если 0 ≠ х∈G, то hp(x) < ∞ для некоторого р. Тогда
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hp(x) < hp(λx) и hp((1 – λ)x) = hp(x – λx) = hp(x) < ∞. Отсюда (1 – λ)х ≠ 0. Возьмем
теперь некоторый элемент а∈G и положим b = lim bn, где bn=a + λa +…+ λn–1a.
Имеем (1 – λ)b = (1 – λ)(lim bn) = lim (1 – λ)bn = lim (bn – λbn) = lim (a – λna) =

= a – lim λna = a, так как 
( )

n n

p G

a p G

∈π

λ ∈ ∩  и, значит, lim λna = 0. Таким образом,

(1 – λ)b = а. Получили, что 1 – λ – автоморфизм группы G, т.е. обратимый эле-
мент кольца E(G). Предложение доказано.

Если G – группа без кручения, а∈G, α∈E(G), то <αna⎪n≥0> и <αna⎪n≥0>* обо-
значают соответственно подгруппу и сервантную подгруппу, порожденную эле-
ментами а, αа, α2а,… .

Следствие 1.3. Пусть L – односторонний идеал кольца эндоморфизмов реду-
цированной группы без кручения G, состоящий из эндоморфизмов α, таких, что
подгруппа <αna⎪n≥0> имеет конечный ранг для любых а∈G и α∈L. Тогда
H(G)∩L ⊆ J(E(G)).

Из доказательства предложения 1.2 видно, что достаточно проверить выпол-
нение условия (*) для идеала H(G)∩L. Пусть а∈G, α∈H(G)∩L. Положим
А = <αna⎪n≥0>*. Группа А имеет конечный ранг и α⎪А∈Н(А). По предложению 1.1
Н(А) ⊆ J(E(A)). Ввиду предложения 1.2 условие (*) для идеала Н(А) выполняется,
т.е. существует lim bn в группе А, где bn= a + αa +…+ αn–1a. Значит, существует
lim bn в группе G, что и означает выполнимость условия (*) для H(G)∩L. Следст-
вие доказано.

Выделим один класс групп, для которых справедливо включение

J(E(G)) ⊆ H(G).
Группа без кручения G называется вполне транзитивной, если для любых ее

элементов а,b ≠0, таких, что hp(a) ≤ hp(b) при всех р, существует ϕ∈E(G), перево-
дящий а в b [13].

Предложение 1.4. Если G – однородная вполне транзитивная группа без кру-
чения, то J(E(G)) ⊆ H(G).

Доказательство. Группу G можно считать редуцированной. В таком случае

( )

( ) ( )
p G

H G pE G

∈π

= ∩ . Радикал равен пересечению всех примитивных идеалов

кольца. Поэтому достаточно доказать, что идеал рE(G) примитивен, т.е. сущест-
вует точный простой E(G)/pE(G)-модуль для каждого p∈π(G). Зафиксируем неко-
торое q∈π(G) и покажем, что точный E(G)/qE(G)-модуль G/qG прост. Для произ-
вольных элементов x, y ∈ G – qG найдем такой эндоморфизм ϕ∈E(G), что
ϕx – y ∈ qG. Ввиду однородности группы G существует целое число k ≠ 0, такое,
что hp(x) ≤ hp(ky) для всех p∈π(G). При этом можно считать, что (k, q) = 1. Следова-
тельно, ks + qt = 1, где s, t – целые числа. Далее, поскольку hp(x) ≤ hp(ksy), p∈π(G), то
существует ϕ∈E(G) со свойством ϕх = ksy. Теперь имеем ϕх – y = ksy – y = –qty∈qG
и предложение доказано.

Группа без кручения, являющаяся прямой суммой групп ранга 1, называется
вполне разложимой. Группа без кручения G называется сепарабельной, если каж-
дое конечное подмножество элементов из G содержится в некотором вполне раз-
ложимом прямом слагаемом группы G (теория групп ранга 1, вполне разложимых
и сепарабельных групп изложена в [12, §85 – 87]). Однородная сепарабельная
группа вполне транзитивна. Поэтому имеет место
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Следствие 1.5. Для однородной сепарабельной группы G всегда

J(E(G)) ⊆ H(G).
Введем в рассмотрение еще один идеал кольца эндоморфизмов. Эндоморфизм

α группы G назовем поэлементно нильпотентным, если для всякого а∈G найдется
n∈N (зависящее от а), такое, что αna = 0. Обозначим через N(G) сумму всех идеа-
лов кольца E(G), состоящих из поэлементно нильпотентных эндоморфизмов
группы G. Понятно, что N(E(G)) ⊆ N(G).

Лемма 1.5. N(G) ⊆ J(E(G)).
Доказательство. Покажем, что каждый идеал L кольца E(G), состоящий из

поэлементно нильпотентных эндоморфизмов, содержится в J(E(G)). Для этого
проверим, что элемент 1–α обратим в E(G) для любого α∈L. Допустим, что
(1 – α)а = 0, где а∈G. Положим А = <αna⎪n≥0>. Тогда αА ⊆ А и α⎪А – нильпо-
тентный, а 1–α⎪А – обратимый элементы кольца E(A). Это влечет а = 0. Пусть те-
перь b∈G и B = <αnb⎪n≥0>. Тогда α⎪В – нильпотентный, а 1–α⎪В – обратимый
элементы кольца E(В). Откуда (1–α)с = b для какого-то с∈В. Следовательно, 1–α –
автоморфизм группы G и обратимый элемент кольца E(G).

Лемма 1.6 [9]. Пусть группа G = A⊕B, е: G → A – проекция, i: A → G – вложе-
ние. Тогда 1) если f∈J(E(G)), то efi∈J(E(A)); 2) если g∈J(E(A)), то f∈J(E(G)), где f
совпадает с g на А и аннулирует В.

2. Случай вполне разложимой группы без кручения

Общий тип всех ненулевых элементов однородной группы без кручения А на-
зывается типом группы А и обозначается t(A) (см. начало п.1). В частности, это
касается группы А ранга 1. Напомним, что вполне разложимые и сепарабельные
группы без кручения определены в п.1.

Лемма 2.1. Пусть группа без кручения 
1

i
i

G A

∞

=

= ⊕ , где Аi – группа ранга 1

и t(Ai) ≤ t(Ai+1), i ≥ 1. Для любого α∈J(E(G)) существует такое m∈N, что
αG ⊆ A1⊕…⊕Am.

Доказательство. Предположим, что для некоторого α∈J(E(G)) числа m не
существует. Положим n0= 1. Пусть индекс k1 таков, что 

11 1
A ...

k
А Аα ⊆ ⊕ ⊕ , при-

чем k1 – минимальное число с указанным свойством. Ввиду предположения суще-
ствуют индексы n1 и k2, для которых n1, k2>k1 и 

1 2n 1
A ...

k
А Аα ⊆ ⊕ ⊕ , причем k2 –

минимальное число с таким свойством. Продолжая этот процесс, получим после-
довательность групп 

0 1 1 2
,   ,   ,    ,

n k n k
A A A A …. Определим теперь эндоморфизм

ϕ∈E(G), взяв в качестве 
ik

Aϕ  некоторый ненулевой гомоморфизм 
ni ik

A A→  для

всех i∈N и положив ϕAs= 0 для s ≠ ki. Образуем группу 
1

,

ik
i

В A

∞

=

= ⊕  и пусть

j: B → G, e: G → B – соответственно вложение и проекция. По лемме 1.6
eαϕj∈J(E(B)). Однако элемент 1 – eαϕj необратим в кольце Е(В), чего не может
быть. Действительно, для каждого i∈N ограничение eαϕj на 

ik
A  является гомо-

морфизмом 
i

1

k
1

A
s

i

k
s

A
+

=

→ ⊕  и ( )
1

i s

i

k k
s

e j A A
=

αϕ ⊄ ⊕ . Это означает, что для ненулевого
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элемента 
ik

a A∈  элемент (eαϕj)a имеет ненулевую компоненту в 
1ik

A
+

. Откуда

1
(1 )

k
A e j B⊄ − αϕ . Противоречие. Следовательно, число m с требуемым свойством

существует. Лемма доказана.
Для группы без кручения G определим идеал эндоморфизмов конечного ранга,

F(G) = {α∈E(G)⎪αG имеет конечный ранг}. По следствию 1.3

H(G)∩F(G) ⊆ J(E(G)).
Следствие 2.2. Пусть G – однородная вполне разложимая группа без круче-

ния. Тогда J(E(G)) = H(G)∩F(G).
Доказательство. Одно включение, как только что отмечено, верно всегда.

Пусть α∈J(E(G)). По следствию 1.5 α∈H(G). Проверим, что α∈F(G). Допустим,
что это неверно. Запишем 

i
i J

G A
∈

= ⊕ , где Ai – группы ранга 1. Можно выбрать по-

парно различные слагаемые 
1 2
,   

i i
A A ,… так, что αВ ⊆ В, где 

1
n
i

n

В A
≥

= ⊕ , причем

ранг группы αВ бесконечен. Поскольку α⎪В∈J(E(B)) (лемма 1.6), то это невоз-
можно на основании леммы 2.1. Следовательно, α∈F(G), что завершает доказа-
тельство.

Пусть G – вполне разложимая группа без кручения, Т – множество типов всех
ее прямых слагаемых ранга 1. Для данного типа t∈T обозначим через Bt сумму
всех слагаемых ранга 1 и типа t в некотором фиксированном разложении группы
G в прямую сумму групп ранга 1. Можно записать каноническое разложение

t
t T

G B
∈

= ⊕ . Слагаемые Bt однородны и называются однородными компонентами

группы G. Обозначим через F1(G) левый идеал кольца E(G), образуемый эндо-
морфизмами α такими, что αBt имеет конечный ранг для всех t, причем, если
компонента Bt не почти делима, то αBt = 0. Идеал F1(G) удовлетворяет условию,
сформулированному в следствии 1.3 для идеала L. Следовательно,
H(G)∩F1(G) ⊆ J(E(G)). Кроме того, N(G) ⊆ J(E(G)) согласно лемме 1.5.

Теорема 2.3. Пусть G – вполне разложимая группа без кручения. Тогда
J(E(G)) = (H(G)∩F1(G)) + N(G).

Доказательство. Осталось доказать, что левая часть содержится в правой. За-
пишем каноническое разложение 

t
t T

G B
∈

= ⊕ , и пусть et: G →Bt – проекции. Для

произвольного эндоморфизма α∈J(E(G)) построим определенные эндоморфизмы
µ и ν группы G так, что α = µ + ν. Укажем, как µ и ν действуют на элементах ком-
понент Bt. Пусть b∈Bt и αb = Σesαb, где почти все esαb = 0. Полагаем µb = etαb,
а νb = αb – µb. Понятно, что µ,ν∈E(G) и α = µ + ν. По построению, µBt ⊆ Bt, отку-
да µ⎪Bt∈J(E(Bt)) в силу леммы 1.6. Значит, µ⎪Bt∈H(Bt)∩F(Bt) для каждого t∈T

(следствие 2.2). Отсюда ясно, что µ∈H(G)∩F1(G). Ввиду следствия 1.3 µ∈J(E(G)).
Поэтому также ν∈J(E(G)).

Покажем вхождение ν∈N(G). Достаточно убедиться, что идеал кольца E(G),
порожденный ν, состоит из поэлементно нильпотентных эндоморфизмов. Любой
элемент β этого идеала равен конечной сумме Σϕiνψi, где ϕi, ψi∈E(G). Заметим,
что β∈J(E(G)). Кроме того, из etνb = 0, где b∈Bt, следует etβb = 0. Нужно доказать,
что для любого элемента а∈G существует n∈N со свойством βna = 0. Это доста-
точно проверить для элементов а из всех компонент Bt. Предложим, напротив, что
для некоторого t нашелся элемент a∈Bt, такой, что βna ≠ 0 при любом n ≥ 1.
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Построим ориентированный граф со счетным числом вершин. Вершинами бу-
дут служить некоторые прямые слагаемые ранга 1 группы G.

Для каждой компоненты Bs фиксируем какое-то ее разложение в прямую сум-
му групп ранга 1. Пусть А0 – сервантная подгруппа, порожденная элементом а.
Считаем, что А0 является одним из прямых слагаемых в только что фиксирован-
ном прямом разложении группы Bt. Все другие прямые слагаемые ранга 1, появ-
ляющиеся дальше, это также некоторые из прямых слагаемых групп Bs в выбран-
ных прямых разложениях этих групп. Группу А0 примем за одну из вершин графа.
Пусть βА0⊆ A1⊕…⊕Ak, где A1,…, Ak – некоторые прямые слагаемые группы G

ранга 1, причем подгруппа βА0 имеет ненулевую проекцию на каждое слагаемое
Ai. Группы A1,…, Ak также считаем вершинами графа. Соединяем А0 стрелкой с
каждой вершиной Ai, i = 1,…, k. Делаем теперь то же самое со всеми группами

A1,…, Ak. Более точно. Пусть ( ) ( )
1 ...

i

i i

i m
A A Aβ ⊆ ⊕ ⊕ , где группы ( ) ( )

1 ,...,

i

i i

m
A A  имеют

те же свойства, что и группы A1,…, Ak. Соединяем вершину Ai стрелкой с каждой

вершиной ( )i
jA  (i = 1,…, k; j = 1,…, mi). Некоторые из вершин A1,…, Ak и

( ) ( )
1 ,...,

i

i i

m
A A , i = 1,…, k, могут совпасть. Однако в силу свойств эндоморфизма β,

если ( )i
jA A=

�
, то ℓ ≠ i. Могут также совпадать некоторые из вершин ( ) ( )

1 ,...,

i

i i

m
A A

(i =1,…,k) при различных i. Поступаем далее с каждой вершиной ( )i
jA  (i = 1,…, k;

j = 1,…, mi) аналогичным образом. Продолжая бесконечно этот процесс выделе-
ния вершин графа, в итоге получим искомый граф.

Из предположений об эндоморфизме β вытекает следующее обстоятельство.
Если Av и Aw – две вершины графа, соединенные стрелкой, то t(Av) < t(Aw) и груп-
па βAv обладает ненулевой проекцией на слагаемое Aw. Из βna ≠ 0, n∈N, следует,
что граф имеет бесконечное число вершин. Выделим теперь из графа некоторый
подграф С1, С2,... . Положим С1 = А0. Подграф, начинающийся с какой-то из вер-
шин А1, ..., Аk, имеет бесконечное число вершин. Пусть это будет вершина А� (под-

граф, начинающийся с вершины А� , состоит из всех вершин Аv таких, что сущест-

вует путь из А� в Аv ). Полагаем С2 = А� . Аналогично, существует номер m с тем

свойством, что подграф, начинающийся с вершины ( )
m

А
� , имеет бесконечное чис-

ло вершин. Пусть С3 = ( )
m

А
� . Далее выбираем подобным образом С4, С5,... . По по-

строению графа сумма всех групп Сi, i ≥ 1 является прямой. Обозначим её буквой
С. Группа С служит прямым слагаемым для группы G. Кроме того, t(Ci) < t(Ci+1) и
подгруппа βСi имеет ненулевую проекцию на слагаемое Сi+1, i≥1. Если е – проек-
ция группы G на слагаемое С, то по лемме 1.6 eβ⎪C∈J(E(C)). Затем для всякого i
справедливо 0 ≠ (eβ)Ci⊂Ci+1. Но существование такого эндоморфизма из радикала
J(E(C)) невозможно по лемме 2.1. Значит, β действительно есть поэлементно
нильпотентный эндоморфизм. Следовательно, ν∈N(G). Таким образом, α = µ + ν,
где µ∈H(G)∩F1(G), а ν∈N(G). Этим равенство J(E(G)) = (H(G)∩F1(G)) + N(G) ус-
тановлено.

Эндоморфизм µ из доказательства теоремы на самом деле лежит в произведе-
нии идеалов ( ( ))

t

t T

J E B

∈

∏ , где J(E(Bt)) = H(Bt)∩F(Bt) согласно следствию 2.2.
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Следствие 2.4. Для группы G из теоремы верно равенство

( ( )) ( ( ) ( )) ( )
t t

t T

J E G H B F B N G

∈

= ⊕∏ ∩  (групповая прямая сумма).

Следствие 2.5. Радикал кольца эндоморфизмов вполне разложимой группы G
поэлементно нильпотентен тогда и только тогда, когда G не имеет почти делимых
прямых слагаемых ранга 1.

Доказательство. Допустим, что радикал J(E(G)) поэлементно нильпотентен,
но группа G обладает разложением G = A⊕H, в котором А – почти делимая группа
ранга 1. В силу предложения 1.1 и леммы 1.6 эндоморфизм α, действующий как
умножение на число р1...рk на слагаемом А и аннулирующий Н, принадлежит
J(E(G)), где {p1,..., pk} = π(A). Такой α не является поэлементно нильпотентным
эндоморфизмом.

Обратно. Пусть группа G не имеет почти делимых прямых слагаемых ранга 1.
Представим эндоморфизм α∈J(E(G)) как в теореме 2.3: α = µ + ν. Из доказательства
теоремы видно, что ν является поэлементно нильпотентным эндоморфизмом. Затем
µ⎪Bt∈H(Bt)∩F(Bt) для каждого t∈T. Но H(Bt) = 0, так как Bt не почти делимая груп-
па. Таким образом, µ = 0, α = ν и α – поэлементно нильпотентный эндоморфизм.

Будем говорить, что множество Т типов всех прямых слагаемых ранга 1 сепа-
рабельной (в частности, вполне разложимой) группы без кручения G удовлетво-
ряет условию m-максимальности, где m – фиксированное натуральное число, если
длина каждой возрастающей цепи элементов из Т не превосходит m, причем m –
минимальное число с таким свойством.

Следствие 2.6. Пусть G – вполне разложимая группа и множество Т удовле-
творяет условию m-максимальности. Тогда J(E(G)) = (H(G)∩F1(G)) + N(E(G)),
причем N(E(G))m = 0, т.е. N(E(G)) – нильпотентный идеал.

Доказательство. Сохраняем все обозначения теоремы 2.3. Возьмем некото-
рый идеал L кольца E(G), состоящий из поэлементно нильпотентных эндомор-
физмов, и пусть ν∈L. Можно убедиться, что для любых s, r∈T (s ≠ r) и а∈Br спра-
ведливо t(a) < t(esνa) (здесь t(x) обозначает тип элемента x∈G). Учитывая условие
m-максимальности, получаем νm = 0. Следовательно, νm(a) = 0 для любого а∈G,
т.е. νm = 0. Значит, L ⊆ N(E(G)), N(G) = N(E(G)) и искомое равенство идеалов име-
ет место. Понятно также, что если ν1,...,νm∈N(E(G)), то ν1...νm = 0. Это означает
N(E(G))m = 0.

В [9] показано, что ниль-радикал N(E(G)) для сепарабельной группы G ниль-
потентен тогда и только тогда, когда Т удовлетворяет условию m-максимальности
для некоторого m∈N. Это же равносильно нильпотентности идеала N(G).

Следствие 2.7 [11]. Если вполне разложимая группа G имеет конечный ранг,
то J(E(G)) = H(G) + N(E(G)).

3. Случай смешанной группы

Если G – группа, то Gp обозначает её р-компоненту, т.е. наибольшую подгруп-
пу в G, являющуюся р-группой. Далее, T(G) – периодическая часть группы G –
совокупность всех её элементов конечного порядка, ( )

р
р

Т G G= ⊕ .

В последнее время стали детально исследоваться смешанные группы, лежащие
между суммой и произведением своих р-компонент (например [14 – 20]). Дадим
точное определение таких групп.
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sp-группой называется редуцированная смешанная группа G с бесконечным
числом ненулевых р-компонент, такая, что естественное вложение 

р
р

G G⊕ →

продолжается до сервантного вложения 
р

р

G G→∏  (здесь и далее подразумева-

ется, что р пробегает множество всех простых чисел р с Gp≠ 0). Таким образом,
для sp-группы G можно считать, что 

р р
р

р

G G G⊕ ⊂ ⊆∏ , причем G сервантна в

р

р

G∏  (это равносильно делимости фактор-группы G/T(G)).

Пусть G – sp-группа. Фиксируем обозначения: V = G/T(G), R = E(G), Rp = E(Gp),
Rt = Hom(G, T(G)), S = R/Rt. Для каждого р имеем G = Gp⊕Bp, где Вр – дополни-
тельное слагаемое (оно определяется однозначно), рВр = Вр и E(G) = E(Gp)⊕E(Bp).
Затем, V – Q-пространство, а S – Q-алгебра. Если фактор-группа G/T(G) имеет ко-
нечный ранг, то V и S конечномерны.

Наибольшее внимание привлекли самомалые sp-группы G, такие, что ранг
фактор-группы G/T(G) конечен. Группа G называется самомалой, если образ вся-

кого гомоморфизма 
1

i
i

G G

∞

=

→ ⊕  (Gi ≅ G, i≥1) содержится в сумме конечного числа

слагаемых Gi. Различные свойства самомалых групп приведены в [21].
Лемма 3.1 [14, 15]. Если G – самомалая sp-группа с фактор-группой G/T(G)

конечного ранга, то t р
р

R R= ⊕  и каждая р-компонента Gp – конечная р-группа.

Напомним определение идеала Пирса H(G). Именно, если G – р-группа, то
H(G)={α∈E(G)⎪ h(x)<∞ ⇒ h(x)<h(αx) для всякого элемента х порядка р} (h(x) –
высота элемента х в G). Всегда J(E(G)) ⊆ H(G) [1].

Введем для sp-группы аналог идеала H(G) для р-группы или группы без кру-
чения G.

Если G – sp-группа, то положим H(G) = {α∈Е(G)⎪ α⎪Gp∈H(Gp) для каждого p},
где H(Gp) – идеал Пирса для р-группы Gp. Поскольку E(G) = E(Gp)⊕E(Bp) и
J(E(Gp)) ⊆ H(Gp), то J(E(G)) ⊆ H(G). Заметим, что если G – самомалая sp-группа с
фактор-группой G/T(G) конечного ранга, то Gp – конечная группа (лемма 3.1) и
J(E(Gp)) = H(Gp) [1].

Теорема 3.2. Если G – самомалая sp-группа, такая, что фактор-группа G/T(G)
имеет конечный ранг, то J(E(G)) = N(E(G)) = H(G).

Доказательство. Пусть α∈J(R) (используем с этого места краткие обозначе-
ния, фиксированные выше). Тогда α + Rt∈J(S). Поскольку S – конечномерная
Q-алгебра, то αk∈Rt для некоторого k∈N. По лемме 3.1 t р

р

R R= ⊕ . Поэтому можно

записать G = B⊕C, где В – прямая сумма конечного числа некоторых р-компонент
Gp, С – дополнительное слагаемое. Причем, αkC = 0, а (α⎪В)k∈J(E(B)). Учитывая
конечность кольца Е(В), получаем αkm = 0, где m∈N, и α – нильпотентный элемент.
Следовательно, J(E(G)) = N(E(G)).

Как замечено недавно, J(E(G)) ⊆ H(G). Чтобы доказать обратное включение,
возьмем некоторый α∈H(G). Для каждого р имеем αp∈H(Gp) = J(Rp), где αр – огра-
ничение α на Gp. Откуда 1–αр – обратимый элемент кольца E(Gp) и автоморфизм
группы Gp. В таком случае 1–α – мономорфизм группы G и левый неделитель нуля
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в E(G). Обозначим его β. Допустим, что 0βδ =  для какого-то δ∈R (черта обозна-

чает смежный класс относительно Rt). Значит, βδ∈Rt. Запишем G = B⊕C, где В –
сумма конечного числа р-компонент Gp, С – дополнительное слагаемое и βδС = 0.
Можно выбрать δ так, что δB = 0. Тогда βδ = 0, откуда δ = 0 и 0δ = . Следова-
тельно, 1−α  – левый неделитель нуля в S и таким образом – обратимый элемент
ввиду конечномерности S. Существует γ∈R со свойством ( ) ( )1 1 1−α γ = γ −α =  в

кольце S. Можно так подобрать разложение G = B⊕C ( В – сумма конечного числа
некоторых р-компонент Gp ), что (1–α)γ = γ(1–α) = 1 на дополнительном слагаемом
С. Тогда сужение (1–α)⎪С является автоморфизмом группы С. Поскольку 1–αр –
автоморфизм группы Gp для любого р, то понятно, что 1–α – автоморфизм группы
G и обратимый элемент кольца E(G). Так как H(G) – идеал в E(G), то
H(G) ⊆ J(E(G)), что дает и равенство этих идеалов. Теорема доказана.

Пусть А – конечная р-группа. Наименьшее натуральное число m со свойством
pmA = 0 называется экспонентой группы А. Обозначение: е(А). В [5] доказано, что
индекс нильпотентности (в [5] он называется длиной Леви) идеала J(E(A)) не пре-
восходит 2е(А)–1. Опираясь на это, из доказательства теоремы можно вывести та-
кой результат.

Следствие 3.3. Радикал J(E(G)) для группы G из теоремы 3.2 нильпотентен то-
гда и только тогда, когда множество экспонент всех групп Gp имеет точную верх-
нюю грань.

Получим некоторую информацию о фактор-кольце E(G)/J(E(G)). Прежде оп-
ределим два класса колец, связанных с sp-группами.

Как известно, группа, равная прямой сумме циклических групп простых по-
рядков, называется элементарной. sp-группа G называется элементарной sp-
группой, если её периодическая часть – элементарная группа [20]. Пусть К – не-
которое кольцо. Кольцо К назовем (элементарным) sp-кольцом, если его аддитив-
ная группа является (элементарной) sp-группой (это несколько уже понятия sp-
кольца, введенного в [18]). Если К – sp-кольцо, то имеют место сервантные вло-
жения 

р р
р

р

К К К⊕ ⊂ ⊆∏ , где Кр – р-кольцо (т.е. его аддитивная группа является

р-группой). Кольцо E(G) для sp-группы G, у которой порядки всех элементов ка-
ждой р-компоненты Gp ограничены в совокупности, будет sp-кольцом. Если К –
редуцированное регулярное кольцо, то К – элементарное sp-кольцо [12, теорема
124.1].

Лемма 3.4. Редуцированное кольцо К является регулярным тогда и только то-
гда, когда К – элементарное sp-кольцо, фактор-кольцо К/Т(К) и кольца Кр для всех
р регулярны.

Доказательство. Необходимость. Как указано перед леммой, К – элементар-
ное sp-кольцо. Осталось заметить, что фактор-кольцо регулярного кольца всегда
регулярно.

Достаточность. Пусть х∈К. Найдутся элементы а∈К и с∈Т(К), такие, что
хaх = х + с. Пусть K = L⊕M, где М – сумма конечного числа некоторых р-компо-
нент Кр, причем с∈М, L – дополнительное слагаемое. Запишем х = х1 + х2,
a = a1 + a2, где х1,a1∈L, х2, a2∈М. Тогда х1a1х1 = х1 (учесть, что LM = ML = 0). Вви-
ду условия, М – регулярное кольцо, поэтому х2bх2 = х2 для какого-то b∈M. Теперь
легко получить x(a1 + b)x = x, что означает регулярность кольца R и завершает до-
казательство.
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Обозначим через J такой идеал кольца E(G), где G – некоторая sp-группа, что
Rt ⊆ J и J/Rt = J(R/Rt) = J(S). Понятно, что J(R) ⊆ J и, следовательно, J(R) + Rt ⊆ J.

Теорема 3.5. Пусть G – самомалая sp-группа, такая, что фактор-группа G/T(G)
имеет конечный ранг. Тогда E(G)/J(E(G)) – элементарное sp-кольцо; оно регуляр-
но в том и только в том случае, если J(R) + Rt = J.

Доказательство. Для всякого р имеем R = Rp⊕Kp, где Rp – конечное р-кольцо
и рКр = Кр. Следовательно, J(R) = J(Rp)⊕J(Kp) и R/J(R) = Rp/J(Rp)⊕Kp/J(Kp), причем
p(Kp/J(Kp)) = Kp/J(Kp). Из леммы 1.1 статьи [19] вытекает, что R/J(R) – sp-кольцо.
Поскольку pRp ⊆ H(Ap) = J(Rp) [1], то Rp/J(Rp) – элементарное р-кольцо. Следова-
тельно, R/J(R) – элементарное sp-кольцо.

Прежде чем перейти к вопросу о регулярности, установим равенство
T(R/J(R)) = (J(R) + Rt)/J(R). Из t р

р

R R= ⊕  (лемма 3.1) заключаем, что правая часть

рассматриваемого равенства лежит в левой. Пусть теперь mα∈J(R), где α∈R,
m∈N. Существует разложение G = B⊕C, в котором В – прямая сумма конечного
числа некоторых р-компонент Gp, С – дополнительное слагаемое, причем mC = C.
Для колец эндоморфизмов получаем E(G) = E(B)⊕E(C). Если α = β + γ – представ-
ление относительно этого разложения, то δ = mγ∈J(E(C)). Ввиду mC = C имеется
эндоморфизм 1/m∈E(C). Отсюда γ = (1/m)δ∈J(E(C)) ⊆ J(R). Итак, α = γ + β∈J(R) + Rt

и указанное равенство справедливо.
Все кольца Rp конечны, поэтому кольца Rp/J(Rp) регулярны. На основании пер-

вой части доказательства и леммы 3.4, регулярность кольца R/J(R) эквивалентна
регулярности кольца (R/J(R))/T(R/J(R)). Последнее кольцо, учитывая полученное
раньше равенство, изоморфно кольцу R/(J(R) + Rt). Это кольцо является конечно-
мерной Q-алгеброй, поэтому его регулярность равносильна его полупростоте. Ра-
дикал кольца R/(J(R) + Rt) равен J/(J(R) + Rt), и его полупростота равносильна вы-
полнению равенства J(R) + Rt = J. Теорема доказана.

Полупростота кольца Е(А), где А – р-группа, равносильна элементарности
группы А. Отсюда выводится, что полупростота кольца E(G), где G – sp-группа,
равносильна тому, что G – элементарная sp-группа. В [14] (см. также [16]) доказа-
но, что если G – самомалая sp-группа с фактор-группой G/T(G) конечного ранга,
то кольцо E(G) регулярно тогда и только тогда, когда G – элементарная sp-группа
и S – полупростая алгебра. Теорему 3.5 можно считать обобщением этого резуль-
тата.

Предложение 3.6. Пусть G – самомалая sp-группа такая, что фактор-группа
G/T(G) имеет конечный ранг. Равенство J(R) + Rt = J имеет место в каждом из сле-
дующих случаев:

1) S – полупростая алгебра;
2) G – моногенная sp-группа.
Доказательство. В 1) J = Rt , и поэтому J(R) + Rt = J. Заметим, что здесь

( ) ( )
р

р

J R J R= ⊕ . 2) Моногенность группы G означает, что каждая р-компонента

Gp – циклическая группа [18]. Кольцо R для такой группы коммутативно. Следо-
вательно, радикал J(R) совпадает с множеством всех нильпотентных элементов
кольца R. Если α∈J, то αk∈Rt при некотором k. Пусть G = B⊕C, где В – сумма
конечного числа р-компонент Gp, С – дополнительное слагаемое и αk∈E(B).
Запишем α = β + γ, где β∈Е(В), γ∈Е(С). Тогда γk = 0 и γ∈J(R). Значит,
α = γ + β∈J(R) + Rt и J = J(R) + Rt.
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