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НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Доказывается принцип максимума для разности почти-решений p-гармони-

ческого уравнения, уравнения минимальной поверхности и уравнения газо-

вой динамики.

1. p-Гармонические уравнения

1.1. Условимся в обозначениях. Пусть Rn – n-мерное евклидово пространство,

n ≥ 1, со стандартным скалярным произведением 〈⋅,⋅〉 и модулем ,⋅ = ⋅ ⋅ . Пусть

D ⊂ Rn– область и пусть k(x):D → R1– измеримая по Лебегу, неотрицательная и
почти всюду конечная функция.

Пусть A:D×Rn → Rn – отображение, удовлетворяющее следующим предполо-
жениям:

(i) для почти всех x ∈ D отображение ξ∈Rn → A(x,ξ) определено и непрерывно;
(ii) отображение x∈D → A(x,ξ) измеримо для всех ξ∈Rn ;
(iii) для почти всех x∈D и всех ξ∈Rn выполняются следующие структурные

ограничения:

( )1
( ) , , ;k x A x

α

µ ξ ≤ ξ ξ  (1)

1

2
( , ) ( )A x k x

α−

ξ ≤ µ ξ , (2)

где α > 1 и µ1, µ2 > 0 – некоторые постоянные.
Удобно обозначить µ=µ2/µ1 . Ясно, что всегда µ ≥ 1.
Рассмотрим уравнение

div A(x,∇ h) = 0. (3)
Уравнения описанного вида называются A-гармоническими [1]. Следует отме-

тить, однако, что в монографии [1] предполагаются более жесткие ограничения на
весовую функцию k(x). В частности, предполагается, например, чтобы k(x) была
ограничена сверху и отграничена от нуля в существенном на компактных под-
множествах области D и др. [1. С. 7].

На наш взгляд, подобные ограничения при описании класса уравнений излиш-
ни, поскольку носят во многом технический характер.

Простой пример A-гармонического уравнения доставляет уравнение

div (|∇h|p–2 ∇h) = 0, p > 1. (4)
Решения h уравнения (4) называются p-гармоническими функциями, а само

уравнение – p-гармоническим [1, глава 6].
1.2. Символом C(E) ниже обозначается класс функций, непрерывных на мно-

жестве E, символом Ck(D) – множество функций, имеющих производные порядка
k, k=1,2,…, в области D, символом C1,1(D) – множество функций класса C1(D) с
производными первого порядка, удовлетворяющими условию Липшица локально
в D.
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Функция h принадлежит классу W1,α(D), α ≥ 1, если она имеет обобщенные в
смысле С.Л. Соболева частные производные ∂h/∂xi, (i=1,…,n), суммируемые по D

со степенью α. Функция h принадлежит классу 1,

loc
( )W D

α , если она принадлежит

классу W1,α(D′) на всякой подобласти D'⊂ D. Последнее означает, что замыкание
D' компактно и содержится в D.

Определение 1. Непрерывная функция h:D → R1 класса 1,

loc
( )W D

α  является

почти-решением уравнения (3), если для всякой функции

1,

loc
( ) ( ), 0 1, supp ,W D C D D

αφ∈ ∩ ≤ φ ≤ φ ⊂  (5)

выполнено ( ), , n

D

A x h dH∇φ ∇ ≤ ε∫  (6)

где dHn – элемент n-мерной меры Лебега.
Величина ε ≥ 0 называется уклонением почти-решения h [2].
Поясним введенное понятие в случае, когда ε = 0. Если множество ∂D является

счетно (Hn–1, n–1)-спрямляемым, то оно имеет локально конечный периметр в
смысле Де-Джорджи и Hn–1 – почти всюду на ∂D существует единичный вектор
нормали n [3, §3.2]. Простые соображения, опирающиеся на обобщенную форму-
лу Остроградского – Гаусса для C1,1-функций в областях с (Hn–1, n–1)-спрямляе-
мыми границами (см. [4, теорема 2.6.2]), показывают, что принадлежность h клас-
су C1,1( D ) и выполнение (6) с указанным произволом на функцию φ  влекут вы-

полнение соотношения (3) в стандартном смысле.
1.3. Пусть D ⊂ Rn – область и

A ��(x, ξ):D×Rn → Rn

– измеримая в смысле Лебега вектор-функция.

Пусть h:D → R – непрерывная функция класса 1,

loc
( )W D

α , являющаяся почти-

решением уравнения
div A �(x, ∇h) = 0. (7)

Определение 2. Будем говорить, что вектор-функция A �(x, ξ) удовлетворяет
условиям (1), (2) на почти-решении h, если вектор-функция A �(x, ∇h(x)):D → Rn

обладает свойствами (1), (2), т.е. почти всюду в D выполнены

µ1k(x)|∇h(x)|α ≤ 〈∇h(x), A �(x, ∇h(x))〉; (8)

| A �(x, ∇h(x))| ≤ µ2k(x)|∇h(x)|α–1. (9)
Ключевым в нашем подходе является следующее утверждение:
Лемма 1. Пусть h1, h2:D → R1– почти-решения уравнения (4). Тогда функция

h = h2 – h1 является почти-решением уравнения (7), где

A �(x, ξ) = |∇h2(x)|p–2(∇h1(x) + ξ) – |∇h1(x)|p–2(∇h2(x) – ξ), (10)
удовлетворяющего условиям (1) – (2) на почти-решении h c α=2.

При этом можно положить

1

2

2 1

0

( ) ( ) (1 ) ( )
p

k x h x h x d
−

= λ∇ + −λ ∇ λ∫ ,

1

1 2,

1 1 2,

при p

p при p

≥⎧
µ = ⎨

− < <⎩
 µ2 = 1 + |p – 2| при p > 1,
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и если уклонения h1, h2 суть ε1 > 0 и ε2 > 0 соответственно, то уклонение почти-

решения h равно ε1+ε2.
Доказательство. Так как hi (i=1,2) суть почти-решения уравнения (4), то для

всякой функции φ со свойствами (5) выполнено

2
, , 1,2.

p n
i i i

D

h h dH i
−

∇ϕ ∇ ∇ ≤ ε =∫

Отсюда для всякой функции φ указанного вида имеет место соотношение

2 2

2 2 1 1 1 2
, .

p p n

D

h h h h dH
− −

∇ϕ ∇ ∇ − ∇ ∇ ≤ ε + ε∫  (11)

Выполнение (11) означает, что функция h = h2 – h1 является почти-решением
уравнения (7) с A � вида (10) и уклонением ε= ε1+ε2. Нам необходимо проверить,
что A �(x, ξ) удовлетворяет условиям (8) – (9) при h = h2 – h1  c  α = 2.

Мы воспользуемся подходом, использованным в [5] при доказательстве теоре-
мы 1.1. Положим

Φ(λ) = |∇(λh2 + (1 – λ)h1)|
p–2
∇(λh2 + (1 – λ)h1),   λ∈[0;1].

Мы имеем Φ(0) = |∇h1|
p–2
∇h1, Φ(1) = |∇h2|

p–2
∇h2.

Отсюда находим

( )
1

2 2

2 2 1 1

0

(0) (1)
p p

h h h h d
− −

′∇ ∇ − ∇ ∇ = Φ −Φ = Φ λ λ =∫

1
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2 1 2 1 2 1

0

( ) ( (1 ) ) ( 2) ( (1 ) )
p

h h h h p h h
−⎡= ∇ −∇ ∇ λ + −λ + − ∇ λ + −λ ×⎣∫

4

2 1 2 1 2 1
( (1 ) ) , ( (1 ) )

p
h h h h h h d

− ⎤× ∇ λ + −λ ∇ −∇ ∇ λ + −λ λ⎦  (12)

и 〈∇h2 – ∇h1, |∇h2|
p–2
∇h2 – |∇h1|

p–2
∇h1〉 =

1

2 2

2 1 2 1

0

( (1 ) )
p

h h h h d
−

= ∇ −∇ ∇ λ + −λ λ +∫

1

4 2

2 1 2 1 2 1

0

( 2) ( (1 ) ) , ( (1 ) ) .
p

p h h h h h h d
−

+ − ∇ λ + −λ ∇ −∇ ∇ λ + −λ λ∫  (13)

Если p ≥ 2, то
〈∇h2 – ∇h1, |∇h2|

p–2
∇h2 – |∇h1|

p–2
∇h1〉 ≥

≥

1

2 2 2

2 1 2 1 2 1

0

( (1 ) ) ( ).
p

h h h h d h h k x
−

∇ −∇ ∇ λ + −λ λ = ∇ −∇∫  (14)

Пусть 1 < p ≤ 2. Заметим сначала, что
1

4 2

2 1 2 1 2 1

0

( (1 ) , ( (1 )
p

h h h h h h d
−

∇ λ + −λ ∇ −∇ ∇ λ + −λ λ ≤∫

1

2 2

2 1 2 1

0

( (1 )
p

h h h h d
−

≤ ∇ −∇ ∇ λ + −λ λ∫ .
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и
1

2 2

2 1 2 1

0

( (1 )
p

h h h h d
−

∇ −∇ ∇ λ + −λ λ +∫

1

4 2

2 1 2 1 2 1

0

( 2) ( (1 ) ) , ( (1 ) )
p

p h h h h h h d
−

+ − ∇ λ + −λ ∇ −∇ ∇ λ + −λ λ ≥∫

≥ (p–1) 
1

2 2

2 1 2 1

0

( (1 )
p

h h h h d
−

∇ −∇ ∇ λ + −λ λ∫ .

Тем самым, соотношение (13) при 1 < p ≤ 2 влечет

〈∇h2 – ∇h1, |∇h2|
p–2
∇h2 – |∇h1|

p–2
∇h1〉 ≥ (p – 1)| ∇h2 – ∇h1|

2 k(x). (15)
Соотношения (14) и (15) означают справедливость (8).
Проверим выполнение неравенства (9) при h = h2 – h1 и α = 2. Предположим

сначала, что p ≥ 2. Здесь (12) приводит к оценке

||∇h2|
p–2
∇h2 – |∇h1|

p–2
∇h1| ≤ 

1

2

2 1 2 1

0

( ) ( (1 ) )
p

h h h h d
−

∇ −∇ ∇ λ + −λ λ +∫

+
1

2 1

0

( 2) ( (1 ) )p h h− ∇ λ + −λ∫
4

2 1 2 1 2 1
( (1 ) ) , ( (1 ) )

p
h h h h h h d

−

∇ λ + −λ ∇ −∇ ∇ λ + −λ λ

и ||∇h2|
p–2
∇h2 – |∇h1|

p–2
∇h1| ≤ (p – 1) 

1

2

2 1 2 1

0

( (1 )
p

h h h h d
−

∇ −∇ ∇ λ + −λ λ =∫

= (p – 1) |∇h2 – ∇h1| k(x). (16)
В случае 1 < p ≤ 2 имеем

||∇h2|
p–2
∇h2 – |∇h1|

p–2
∇h1| ≤ 

1

2

2 1 2 1

0

( ) ( (1 ) )
p

h h h h d
−

∇ −∇ ∇ λ + −λ λ +∫

1

2 1

0

(2 ) ( (1 ) )p h h+ − ∇ λ + −λ∫
4

2 1 2 1 2 1
( (1 ) ) , ( (1 ) )

p
h h h h h h d

−

∇ λ + −λ ∇ −∇ ∇ λ + −λ λ

и ||∇h2|
p–2
∇h2 – |∇h1|

p–2
∇h1| ≤ 

(1 2 )p≤ + −

1

2

2 1 2 1

0

( (1 )
p

h h h h d
−

∇ −∇ ∇ λ + −λ λ =∫

= (1 +|p – 2|) |∇h2 – ∇h1| k(x). (17)
Оценки (16) и (17) обеспечивают выполнение (9) с α = 2 и заявленной посто-

янной µ2. ■
1.4. Если положить

1

2

0

( , ) (1 ) ,
p

p
I d

−

ξ η = λξ + −λ η λ∫

то определенная в лемме 1 функция k(x) имеет вид

k(x) = Ip(∇h1(x), ∇h2(x)). (18)
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Укажем некоторые свойства функции Ip (ξ, η). Прежде всего, заметим, что для
любого λ ∈ [0,1] выполнено

|λ|ξ| – (1 – λ)|η|| ≤ |λξ – (1 – λ)η| ≤ λ|ξ| + (1 – λ)|η|. (19)
Пусть p ≥ 2. Предположим, что |ξ| > |η|. Пользуясь (19), имеем

1

2

0

( , ) ( ( ) ) p
p
I d

−ξ η ≤ λ ξ − η + η λ =∫

1 1

21 1
.

1

p p

p d
p

ξ − −
−

η

ξ − η
= τ τ =

ξ − η − ξ − η∫  (20)

С другой стороны, на основании (19) находим
1 1

2 2

0 0

( , ) (1 ) ( )
p p

p
I d

− −

ξ η ≥ λ ξ − −λ η = λ ξ + η − η λ =∫ ∫

1

2 2

0

( ) ( ) ,

s

p p

s

d d
− −

= λ ξ + η − η λ + η −λ ξ + η λ∫ ∫

где .s

η
=

ξ + η
 (21)

Вычисляя последние два интеграла, получаем
1 1

1
( , ) , 2.

1

p p

p
I p

p

− −

ξ + η
ξ η ≥ ≥

− ξ + η
 (22)

Пусть 1 < p < 2. Как и выше, предположим, что |ξ|>|η|. В соответствии с (19)
можем записать

1 1

2 2

0 0

( , ) (1 ) ( )
p p

p
I d

− −

ξ η ≤ λ ξ − −λ η = λ ξ + η − η λ =∫ ∫

1

2 2

0

( ) ( ) ,

s

p p

s

d d
− −

= η −λ ξ + η λ + λ ξ + η − η λ∫ ∫

где величина s > 0 определена равенством (21). Таким образом, находим
1 1

1
( , ) , 1 2.

1

p p

p
I p

p

− −

ξ + η
ξ η ≤ < <

− ξ + η
 (23)

Наконец, вычисляя как в (20), получаем
1 1

1
( , ) , 1 2.

1

p p

p
I p

p

− −

ξ − η
ξ η ≥ < <

− ξ − η
 (24)

Лемма 2. Имеют место соотношения:
1 1 1 1 1 1

1 2
( ) ( ) , 1;

p p p p p p

c p c p p

− − − − − −

ξ − η ξ + η ξ − η
≤ ≤ >

ξ − η ξ + η ξ − η
 (25)

( ) ( )
1 1

2 2 2 2

3 4
( ) ( ) , 2;

p p

p p p p
c p c p p

− −

− − − −

ξ − η
ξ + η ≤ ≤ ξ + η ≥

ξ − η
 (26)
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1 1

5 6

2 2 2 2

( ) ( )
, 1 2,

p p

p p p p

c p c p

p

− −

− − − −

ξ − η
≤ ≤ < <

ξ − ηξ + η ξ + η
 (27)

где
1 1 2 1

1 1

( ) inf ( ), ( ) sup ( ),
x

x

с p x с p x

< <∞
< <∞

= λ = λ

3 2 4 2
1 1

( ) inf ( ), ( ) sup ( ),
x

x

с p x с p x

< <∞
< <∞

= λ = λ

5 3 6 3
1 1

( ) inf ( ), ( ) sup ( ),
x

x

с p x с p x

< <∞
< <∞

= λ = λ

и
( )( )

( )( )

1

1 1

1 1
( ) ,

1 1

p

p

x x

x

x x

−

−

+ −
λ =

− +

( )
( )( )

1

2 2

1
( ) ,

1 1

p

p

x

x

x x

−

−

−
λ =

− +

( )( )1 2

3

1
( ) 1 1 .

1

p p
x x x

x

− −

λ = − +
−

Доказательство. В случае (25) имеем

1 1
1

1
lim ( ) , lim ( ) 1.

1x x

x x
p→ →∞

λ = λ =
−

Функция λ1(x) непрерывна на (1,∞) и не обращается в нуль. Тем самым

0 < c1(p) ≤ c2(p) < ∞

и
1 1 1

1 2

1 1 1
( ) ( )

1 1 1

p p p
x x x

c p c p
x x x

− − −
− + −

≤ ≤
− + −

при всех x∈(1,∞).

Это влечет справедливость (25).
В точности так же проверяются оценки (26) и (27).
Подробности см. в [6], леммы 3.5 и 3.6. ■
Замечание. В общем случае постоянные c1(p) – c6(p) присутствуют в оценках

весовой функции k(x) (см. соотношение (18) и лемму 3 ниже) и потому было бы
желательно знать их точные значения, как это сделано в [7].

Объединяя найденные выше оценки (22) – (24) для Ip(ξ,η) и (25) – (27), прихо-
дим к высказыванию:

Лемма 3. Имеют место оценки
2 2 2 2

8 9
( )( ) ( , ) ( )( ), 2,

p p p p

p
c p I c p p

− − − −

ξ + η ≤ ξ η ≤ ξ + η ≥  (28)

и 2 2 2 21 1

10 11
( )( ) ( , ) ( )( ) , 1 2,

p p p p

p
c p I c p p

− − − −
− −ξ + η ≤ ξ η ≤ ξ + η < <  (29)

где
8 1 3

1
( ) ( ) ( ),

1
с p c p c p

p

=

−

  
9 4

1
( ) ( ),

1
с p c p

p

=

−

10 5

1
( ) ( ),

1
с p c p

p

=

−

  
11 12 6

1
( ) ( ) ( ),

1
с p c p c p

p

=

−
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1.5. Напомним необходимые понятия из [2]. Пусть D – область в Rn и A, B –
непустые, замкнутые относительно D, непересекающиеся подмножества. Обозна-
чим через

2 1
cap ( , )= inf ( ) , ( ), 0, 1,

n

k A B
u

D

A B k x u dH u C D u u∇ ∈ ≡ ≡∫

взвешенную k-емкость конденсатора (A, B; D) и через

( ) ( )

2

1 0

2

( )

( ) = inf , , 0,
( )

n

O

k On
u

O

k x u dH

O u C O C O u

k x u dH
∂

∇

λ ∈ ∩ =

∫

∫
 (30)

взвешенную основную частоту открытого множества O ⊂ Rn.
Будем говорить, что неограниченная область D ⊂ Rn является k-узкой в окре-

стности бесконечно удаленной точки Rn, если при всяком r > 0 выполнено

( )lim cap , \ 0,
k r R

R

D D D
→∞

=

где Dt = {|x |< t}∩D.
Теорема 7.1.1 из [8] и лемма 1 влекут справедливость следующего утвержде-

ния.
Теорема 1. Пусть h1, h2 – почти-решения с уклонениями ε1 > 0, ε2 > 0 в облас-

ти D ⊂ Rn  p-гармонического уравнения (4), удовлетворяющие предположению

( )
0

1 2 0
limsup ( ) ( ) 0, , .

x x

h x h x x D x D

→

− ≤ ∈ ∈∂  (31)

Тогда либо h1(x) ≤ h2(x) всюду в D, либо открытое множество

O = { x∈D: (h1(x) – h2(x)) > 0}

не пусто и
{ }

2

1 2 1 2

1

1
( ) ( ) ( )

2

n

x r O

M
k x h h dH

< ∩

∇ − ≤ ε + ε +
µ∫

2 2
2 cap ( , \ ),

k r R
M O O O+ µ  (32)

где M = supD|h2(x) – h1(x)|.
В частности, если D ограничена или является k-узкой на бесконечности, то

для любого r > 0 выполнено

( )
{ }

2

2 1 1 2

1

2
( ) ( ) ( ) ( ).

( )

n

kx r O

M
k x h x h x dH

O
< ∩

− ≤ ε + ε
µ λ∫

1.6. Мы ограничимся иллюстрацией разрабатываемых методов на примере p-
гармонических функций в цилиндрических областях. В конических и других, дос-
таточно «правильных» областях Rn могут быть использованы близкие конструк-
ции. Рассмотрение же общего случая требует техники, достаточно далеко отстоя-
щей от развиваемой в этой работе (см., например, [8, разделы 1.1 и 1.2]) и требует
самостоятельного исследования.

Пусть ∆ – ограниченная область в Rn–1 и D = ∆×(0,+∞) – полуцилиндр. Выяс-
ним условия, при которых область D является k-узкой.

Будем предполагать, что ∆ лежит в гиперплоскости xn = 0 так, что x = (x', xn)∈D
тогда и только тогда, когда x'∈∆ и xn > 0. Положим

xn(r) = max {xn : x∈D∩Σ(0, r)}, Σ(0, r) = {x∈Rn: |x| = r}.
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Пусть

D(t) = {x = (x', xn) ∈ D: xn = t}, t > 0,

и пусть D– (t), D+ (t) означают соответственно ограниченную и неограниченную
компоненты связности множества D\D(t). Зафиксируем 0 < r < R < ∞ так, чтобы
цилиндрическая область Dr,R, заключенная между плоскими сечениями D(xn(r)) и
D(xn(R)), была непустой. Так как область Dr,R лежит в D между Dr и D\DR, то имеет
место следующее соотношение между k-емкостями:

capk(Dr, D\DR) ≤ capk(D
–(xn(r)), D+(xn(R))). (33)

Обозначим через k"(t) величину 
( )

ess sup ( ).

x D t

k x

∈

 Нетрудно видеть, что

capk(D
– (xn(r)), D+ (xn(R))) ≤ cap k� (D– (xn(r)), D+ (xn(R))). (34)

Пусть u(x) – произвольная функция, допустимая при вычислении k"-емкости
конденсатора (D– (xn(r)), D+ (xn(R))). В силу интегрального неравенства Коши при
любом x'∈∆ имеем

2
( )

( )

1 ( ',

n

n

x R

n n

x r

x x dx

⎛ ⎞
⎜ ⎟≤ ∇ϕ ≤
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫

( ) ( )
2

( ) ( )

( ) ( ', ) .
( )

n n

n n

x R x R

n

n n n

nx r x r

dx
k x x x dx

k x
∇ϕ∫ ∫�

�

Отсюда
1

( ) ( )
21 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ', )
( )

n n

n n

x R x R

n nn

n n n

nx r x r

dx
H dH k x x x dx

k x

−

− −

∆

⎛ ⎞
⎜ ⎟∆ ≤ ∇ϕ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ �

�

,

2
( ) ( ', )

r R

n

n n

D

k x x x dH= ∇ϕ∫ �

и, переходя в правой части к точной нижней грани по всем допустимым функци-
ям φ, находим

1
( )

1

( )

( )
( )

n

n

x R

n n

nx r

dx
H

k x

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟∆
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫

�

≤ capk� (D
– (xn(r)), D+ (xn(R))).

Найденная оценка является точной и достигается на функции

1
( ) ( )

( )

1 при ( ),

( ', ) при ( ) ( ),
( ) ( )

0 при ( ).

n n

n n

n n

x R x R

n n

n n n n

n nx x r

n n

x x r

dx dx
x x x r x x R

k x k x

x x R

−

≤⎧
⎪

⎛ ⎞⎪⎪ ⎜ ⎟ϕ = < <⎨ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪

≥⎪⎩

∫ ∫
� �

Тем самым, мы получаем
1

( )

1

( )

( )
( )

n

n

x R

n n

nx r

dx
H

k x

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟∆ =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫

�

 capk� (D
– (xn(r)), D+ (xn(R))). (35)

Сопоставляя (33), (34) и (35), приходим к высказыванию:



Принцип максимума для разности почти-решений нелинейных эллиптических уравнений 41

Лемма 4. Если весовая функция k удовлетворяет условию

( )

, ( ) ess sup ( ),

( ) x D t

dt
k t k x

k t

+∞

∈

= +∞ =∫ �

�

 (36)

то цилиндрическая область D является k-узкой в окрестности бесконечно уда-

ленной точки Rn.
Пусть h1, h2 – почти-решения в D = ∆×(0,+∞) некоторого p-гармонического

уравнения. Положим

( )

2 2

1 2

1
2 2

1 2

( ) ( ) при 2,
( )

( ) ( ) при 1 2

p p

p p

h x h x p
q x

h x h x p

− −

−

− −

⎧∇ + ∇ ≥⎪
= ⎨

∇ + ∇ < <⎪⎩

и, далее,
( )

( ) ess sup ( ), 0.
x D t

q t q x t

∈

= >�

Заметим, что в силу соотношений (28) – (30) имеем

c12 (p) λq (O) ≤ λk (O) ≤ c13 (p) λq (O),

где

8

9

12

10

11

при 2,

( )

при1 2;

c
p

c
c p

c
p

c

⎧
≥⎪

⎪
= ⎨
⎪ < <
⎪⎩

      

9

8

13

11

10

при 2,

( )

при1 2.

c
p

c
c p

c
p

c

⎧
≥⎪

⎪
= ⎨
⎪ < <
⎪⎩

Пользуясь леммами 3 и 4, на основании теоремы 1 получаем
Теорема 2. Пусть h1, h2 – ограниченные почти-решения с уклонениями ε1 > 0,

ε2 > 0 в цилиндрической области D = ∆×(0,+∞) некоторого p-гармонического

уравнения (4), причем

( )

dt

q t

+∞

= +∞∫
�

. (37)

Предположим, что всюду на границе D имеет место (31).
Тогда либо h1(x) ≤ h2(x) всюду в D, либо открытое множество

O = {x∈D: (h1(x) – h2(x)) > 0}

не пусто и для любого r > 0 выполнено

{ }

( )2 1 2

2 1

14

2
( )( ( ) ( )) ,

( ) ( )

n

qx r O

M
q x h x h x dH

c p O
< ∩

ε + ε
− ≤

λ
∫  (38)

где
8

14

10

при 2,
( )

при1 2.

c p

c p

c p

≥⎧
= ⎨

< <⎩

2. Уравнения минимальной поверхности и газовой динамики

2.1. Пусть D ⊂ Rn – область. Пусть A:D×R
n → Rn – отображение, удовлетво-

ряющее предположениям (i), (ii) раздела 1.1. Вместо (iii) мы будем предполагать,
что имеет место свойство:

(iv) для почти всех x ∈D и любых ξ, η∈R
n выполнено

νk(x)|A(x, ξ) – A(x, η)|2 ≤ 〈ξ – η, A(x, ξ) – A(x, η)〉, (39)

где ν > 0 – постоянная и k(x) ≥ 0 – измеримая функция.
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В некоторых случаях имеет смысл предполагать, что символ A(x, ξ) подчинен
условию

A(x, ξ) = A(x, η) тогда и только тогда, когда ξ = η. (40)

Условиям (39) с ν = 1, k(x) ≡ 1 и (40) удовлетворяет уравнение минимальной
поверхности

2

( )
div 0

1 ( )

h x

h x

∇
=

+ ∇

 (41)

(см. [9] – [13]).
Другой пример доставляет одно уравнение газовой динамики

( )

1

121
div ( ( ) ) ( ) 0, ( ) 1 ,

2
h x h x t t

γ−γ −⎛ ⎞σ ∇ ∇ = σ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (42)

где γ – постоянная, характеризующая поток субстанции [14, §2; 15, §2].
В [16] установлено, что в случае постоянной –∞ < γ ≤ –1 уравнение (42) удов-

летворяет (39) c ν = 1, k(x) ≡ 1 и (40). При γ > –1 в [16] указаны некоторые оценки
множества, на котором выполнено (39).

2.2. Пусть h1 и h2 – произвольная пара почти-решений уравнения (3) в области
D ⊂ Rn, такие, что в каждой граничной точке x0∈ ∂D выполнено

( )
0

1 2
lim ( ) ( ) 0.
x x

x D

h x h x
→

∈

− ≤  (43)

Предположим, что в некоторой точке a∈D выполнено h1(a) > h2(a). Обозначим
через O открытое множество

{x∈D: h1(x) – h2(x) > 0},
содержащее точку a.

Всюду на границе ∂O имеем h1(x) – h2(x) = 0. Рассмотрим функцию

1 2
( ) ( ) при ,

( )
0 при \ .

h x h x x O
f x

x D O

− ∈⎧
= ⎨

∈⎩

Данная функция непрерывна, неотрицательна и принадлежит классу W1,p(D).
Зафиксируем r > 0 так, чтобы пересечение шара

{ }(0, ) :n

B r x x r= ∈ <R

с областью O было непусто и R > r. Пусть ψ(|x|):Rn→ R1 – непрерывная функция,
равная 1 на B(0, r), обращающаяся в 0 на R

n\B(0, R), принадлежащая классу
W1,2(Rn) и такая, что 0 ≤ ψ(x) ≤ 1.

Не ограничивая общности, можем считать, что функция φ(x) = ψ2(x) f (x) фи-
нитна в области D. Если уклонения почти-решений h1 и h2 суть ε1 > 0 и ε2 > 0, то, в
силу (5), имеем

1 2
, ( , ) , ( , )

n n

D D

A x h dH A x h dH∇ϕ ∇ − ∇ϕ ∇ ≤∫ ∫

( )1 2 1 2
, ( , ) ( , ) ,

n

D

A x h A x h dH M≤ ∇ϕ ∇ − ∇ ≤ ε + ε∫

где
1 2

max( ( ) ( )).

O

M h x h x= −
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Отсюда находим

2
1 2 1 2

(0, )

, ( , ) ( , )

n

O B R

h h A x h A x h dH

∩

ψ ∇ −∇ ∇ − ∇ ≤∫

( )1 2 1 2

(0, )

2 , ( , ) ( , ) .
n

O B R

f A x h A x h dH M

∩

≤ ψ ∇ψ ∇ − ∇ + ε + ε∫

Тем самым, пользуясь (39), приходим к неравенству
22

1 2

(0, )

( ) ( , ) ( , ) n

O B R

k x A x h A x h dH

∩

ν ψ ∇ − ∇ ≤∫

2≤ 1 2 1 2

(0, )

( , ) ( , ) ( ) .n

O B R

f A x h A x h dH M

∩

ψ ∇ψ ∇ − ∇ + ε + ε∫

Так как

2 21 1
, 1,

2 2
ab a b p≤ + >

то для любого s > 0 выполнено

22 1

1 2 2

1
( , ) ( , ) ( )

2
f A x h A x h f k x

s

−

ψ ∇ψ ∇ − ∇ ≤ ∇ψ +

22 2

1 2

1
( ) ( , ) ( , ) .

2
s k x A x h A x h+ ψ ∇ − ∇

Выберем s > 0 так, чтобы

ν > s2 . (44)

Тогда 22
1 2 1 1 2

(0, )

( ) ( , ) ( , ) ( )( )n

O B R

k x A x h A x h dH C s

∩

ψ ∇ − ∇ ≤ ε + ε +∫

21
2

(0, )

( ) ( ) ,n

O B R

C s k x dH
−

∩

+ ∇ψ∫

где
2

2 2

1 2 2
( ) /( ), ( ) /( ).

M
C s M s C s s

s
= ν − = ν −

Учитывая теперь, что ψ ≡ 1 при x ∈ B(0,r), приходим к соотношению
2

1 2

(0, )

( ) ( , ) ( , ) n

O B r

k x A x h A x h dH

∩

∇ − ∇ ≤∫ 1 1 2
( )( )C s ε + ε +

{ }

21

2
( ) ( ) .n

O r x R

C s k x dH
−

∩ < <

+ ∇ψ∫

Обозначим через

1

21cap ( , ; ) inf ( ) ,n
k

D

P Q D k x dH
−

−

ψ

= ∇ψ∫  ψ⏐P ≡ 0, ψ⏐Q ≡ 1,

взвешенную емкость конденсатора (P, Q; D). Тогда для любого s > 0, удовлетво-
ряющего (44), выполнено
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2
1 2

(0, )

( ) ( , ) ( , ) n

O B r

k x A x h A x h dH

∩

∇ − ∇ ≤∫

1 1 2
( )( )C s≤ ε + ε + 12

( ) cap ( , ; ),
r Rk

C s O O D
−

 (45)

где Ot={|x| < t}∩O.
Будем говорить, что неограниченная область D ⊂ Rn является k–1-узкой в окре-

стности бесконечно удаленной точки Rn, если при всяком r > 0 выполнено

1lim cap ( , \ ) 0
r RkR

D D D
−

→∞

= .

Имеет место следующая форма принципа максимума разности для почти-
решений.

Теорема 3. Пусть h1, h2 – почти-решения в области D ⊂ Rn уравнения (3) с ог-

раничениями (i), (ii) и (iv). Предположим, что h1, h2 удовлетворяют условию

0

1 2 0
limsup( ( ) ( )) 0, ,

x x

h x h x x D x D

→

− ≤ ∈ ∈∂

и имеют уклонения ε1 > 0, ε2 > 0 соответственно.

Тогда либо h1 ≤ h2 всюду в D, либо множество O = {x∈ D: h1(x) > h2(x)} не

пусто и имеет место (45). В частности, если область D ограничена или является

k–1-узкой на бесконечности, то для любого r > 0 выполнено

{ }

2

1 2 1 2
( ) ( , ) ( , ) ( ).

n

O x r

M
k x A x h A x h dH

∩ <

∇ − ∇ ≤ ε + ε
ν

∫  (46)

Для разности решений уравнения газовой динамики близкое утверждение по-
лучено в [17], для почти-решений A-гармонических уравнений – в [8, разд. 7.1.2].

2.3. Положим

1 2

2

1 2

2,
1 2

( ) ( , ) ( , )

( ) inf
( )

n

O

k nu u

O

k x A x u A x u dH

O

k x u u dH

∇ − ∇

λ =

−

∫

∫
 (47)

и 1 0

1 2 1 2
, ( ) ( ), ( ) 0.

O
u u C O C O u u

∂
∈ ∩ − =

В описанных обозначениях имеем
2 2

1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )n n

k

O O

O k x h x h x dH k x A x h A x h dHλ − ≤ ∇ − ∇∫ ∫

и неравенство (45) принимает вид
2

1 2

(0, )

( ) ( ) n

k

O B r

O k x h h dH

∩

λ −∫ 1 1 2
( )( )C s≤ ε + ε + 12

( ) cap ( , ; ).
r Rk

C s O O D
−

Если же область D ограничена либо является k–1-узкой в окрестности беско-
нечно удаленной точки Rn, то

2
1 2 1 2

(0, )

( ) ( ) ( ).n

k

O B r

M
k x h h dH O

∩

− ≤ ε + ε λ

ν
∫

В случае, когда h1, h2 суть решения, т.е. уклонения ε1, ε2 = 0, мы имеем
2

1 2
( ) ( ) ( ) 0.n

O

k x h x h x dH− =∫
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Отсюда, если k(x) > 0 почти всюду, то h1(x) ≡ h2(x), и мы приходим к стандарт-
ной форме принципа максимума. Другими словами, свойство (46) для почти-ре-
шений представляет собой некоторую специальную форму принципа максимума.

Эффективные оценки снизу для величины (47) представляют собой весьма не-
тривиальную задачу.
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