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НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА МНОЖЕСТВ ОТОБРАЖЕНИЙ
В ТОПОЛОГИИ ПОТОЧЕЧНОЙ СХОДИМОСТИ

Рассматриваются топологические свойства пространств отображений в то-
пологии поточечной сходимости (не обязательно непрерывных). В частно-
сти, доказано, что верно неравенство 1 ( )T nw P T≤ ≤  для некоторого под-
множества P вещественных функций вещественного переменного, имеющих
не более чем счётные множества точек разрыва, где T – объединение всех
множеств точек разрыва функций из P и T1 – объединение всех множеств
точек разрыва первого рода функций из P.
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Все неопределенные топологические понятия можно найти в [1]. Все рассмат-
риваемые в статье топологические пространства – тихоновские и кардинально-
значные инварианты считаются бесконечными, то есть, если по обычному опре-
делению кардинальный инвариант τ получается конечным, то считаем  0τ = ℵ .
В частности, nw(X) – сетевой вес топологического пространства X, w(X) – вес то-
пологического пространства X. Через Cp(X, Y) обозначается  пространство всех
непрерывных отображений из X в Y с топологией поточечной сходимости и через
Cp (X) обозначается Cp (X, R).

Теорема 1. Пусть XP Y⊂  – множество отображений из тихоновского прост-
ранства X в тихоновское пространство Y в топологии поточечной сходимости.
Пусть T – объединение всех множеств точек разрыва отображений из P. Тогда

( ) ( ) ( )nw P nw X w Y T≤ ⋅ ⋅ .
Доказательство. Каждое отображение  f  из P непрерывно во всех точках

из X\T  (если бы существовали точка \x X T∈  и отображение f P∈ , такие, что
f не является непрерывной в точке x, то x T∈ , но это противоречит тому,
что \x X T∈ ), следовательно, сужение \|  X Tf  непрерывно. Поэтому

( )\ , T
pf C X T Y Y∈ ×  для любого f из P. Таким образом, ( )\ , T

pP C X T Y Y⊂ × .

Из [2] имеем ( )( ) ( ) ( )\ , \ .pnw C X T Y nw X T w Y≤ ⋅  Тогда

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

\ , \ ,
\ .

T T
p pnw P nw C X T Y Y nw C X T Y nw Y

nw X T w Y nw Y T nw X w Y w Y T nw X w Y T
≤ × = ⋅ ≤

≤ ⋅ ⋅ ⋅ ≤ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

Следствие 2. Пусть P ⊂ RR  – множество отображений из R  в себя. Пусть T –
объединение всех множеств точек разрыва отображений из P. Тогда ( )nw P T≤ .

Доказательство. Как известно, ( ) ( ) 0nw w= = ℵR R , следовательно, по тео-
реме 1 ( ) ( ) ( ) 0 0nw P nw w T T T≤ ⋅ ⋅ = ℵ ⋅ℵ ⋅ =R R .
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Лемма 3. Пусть T – несчётное множество, ( ): 0; p T → +∞ , α – несчётный ре-
гулярный кардинал, такой, что Tα ≤ . Тогда существуют T T′ ⊂  и p0 > 0, такие,
что T ′ ≥ α   и ( ) 0p t p≥  для любого t T ′∈ .

Доказательство.

( )1 1 1

1 1

1 10;  ; ;
n n

T p p p
n n

∞ ∞
− − −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ∞ = +∞ = +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∪ ∪ .

Допустим, что 1 1 ;  p
n

− ⎛ ⎞+ ∞ < α⎜ ⎟
⎝ ⎠

 для каждого n. Тогда T < α , так как α – ре-

гулярно. Противоречие. Следовательно, существует n такое, что
1 1 ;  p

n
− ⎛ ⎞+ ∞ ≥ α⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Таким образом, 0

1p
n

=  , 1 1 ;  T p
n

− ⎛ ⎞′ = + ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – искомые.

Теорема 4. Пусть T – несчётное подмножество в ,R { }t t TX f M∈= ⊂ R  – мно-

жество отображений из R  в метрическое пространство M в топологии поточеч-
ной сходимости, α – несчётный регулярный кардинал, такой, что Tα ≤ , t T∀ ∈

( ) ( )
0

 lim t tx t
f x f t

→ −
∃ ≠  (или t T∀ ∈  ( ) ( )

0
 lim t tx t

f x f t
→ +

∃ ≠ ). Тогда существует T T⊂� ,

такое, что T ≥ α�  и для любой точки t T∈ �  существует окрестность  Ut функции ft,

которая не содержит точек s T∈ � , таких, что s t> .
Доказательство. Если 0T ≤ ℵ , теорема очевидно верна. Допустим, что

0T > ℵ . Пусть ( ) ( )( ), ( 0)t tt f t f tε = ρ − , где ( ) ( )
0

0 limt tx t
f t f x

→ −
− = . Из условий

теоремы ε(t)>0. По предыдущей лемме существуют ε0 > 0 и ,T T′ ⊂  такие, что
T ′ ≥ α  и ( ) 0tε ≥ ε  для любого  t T ′∈ .  Из определения одностороннего предела
функции следует, что для каждого  t T ′∈  существует δ(t) > 0, такое, что

( ) 0( 0 , ( ))
5t tf t f x
ε

ρ − <    для любого ( )( );x t t t∈ − δ . Используя предыдущую

лемму, выберем  δ0 > 0 и T T′′ ′⊂ , такие, что T ′′ ≥ α  и ( ) 0tδ ≥ δ  для любого

 t T ′′∈ .  ( ) 00 1
[ ; )

2 2k

kk
T T

+∞

=−∞

+ δδ
′′ ′′= ∩∪ , следовательно, существует n такое, что

( ) 00 1
[ ; )

2 2
nn

T T
+ δδ

′′= ∩�  имеет мощность, равную мощности T'' (а следовательно,

и мощности T). Обозначим { }t t TX f ∈= �� . Рассмотрим

( ) ( ) 0 0 0 0; ( , ) , ( , )
5 2 2 5t t tU f X f t f t f t f t
ε δ δ ε⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎫= ∈ ρ < ρ − − <⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎩ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭
�

– окрестность ft в X� . Докажем, что s tf U∉  при s > t.  Допустим, что это не так,

т.е. s > t и ( ) ( )( ) 0 0 0 0, , ,
4 2 2 4s t s tf t f t f t f t
ε δ δ ε⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞ρ < ρ − − <⎜ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟

⎝ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠
;
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ε

  по предположению; ( )0 ( ; )
2

t t t t
δ

− ∈ − δ ,

отсюда по выбору δ(t) следует, что первое слагаемое меньше 0

5
ε

; 0

2
t s

δ
− <  и

( ) 00 0 0 0
0

1
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, следовательно, третье слагаемое

меньше 0

5
ε

; аналогично четвёртое слагаемое меньше 0

5
ε

).  Получаем ε0 < ε0.

Противоречие. Следовательно, s tf U∉  при s > t.
Следствие 5. В условиях теоремы 4 nw(X) = |T|.
Доказательство. Пусть α – несчётный регулярный кардинал, такой, что

Tα ≤ . По теореме 4 существует T T⊂� , такое, что T ≥ α�  и для любой точки

t T∈ �  существует окрестность  Ut функции ft, которая не содержит точек s T∈ � ,
таких, что s t> . Обозначим { }t t TX f ∈= �� . Отождествим tf X∈ �  и t T∈ � , наделив

T�  топологией так, чтобы отображение :h X T→� � , действующее по правилу
h(ft) = t было гомеоморфизмом. Пусть N – произвольная сеть в T� . Для каждого
t T∈ �  выберем Nt – элемент сети N, такой, что t tt N hU∈ ⊂ . Так как s > t,

ts hU∉ , то ts N∉  при s>t, tt N∈ , следовательно, tmaxN t=  для каждого t T∈ � .

Поэтому Nt ≠ Ns при t ≠ s. Таким образом  N T≥ ≥ α� . Следовательно,

( ) ( )nw X nw X≥ ≥ α� . Таким образом, для любого несчётного регулярного
кардинала  , Tα ≤  ( )nw X X Tα ≤ ≤ = , следовательно,  ( )nw X T= .

Теорема 6. Пусть P ⊂ RR  – множество вещественных функций
вещественного переменного, такое, что каждая функция из P имеет не более чем
счётное число точек разрыва. Пусть T – объединение всех множеств точек
разрыва функций из P, T1 – объединение всех множеств точек разрыва первого
рода функций из P. Тогда 1 ( )T nw P T≤ ≤ .

Доказательство. По следствию 2, ( )nw P T≤ . Если 1 0T = ℵ , то левое
неравенство очевидно. Допустим, что 1 0T > ℵ . Построим по трансфинитной

индукции множество { }
11 T

S sλ ≤λ<ω=  точек из T1 и множество { }
11 T

sF f
λ ≤λ<ω

=

функций из P, таких, что sf λ
имеет точку разрыва первого рода в точке sλ. Для

каждого ординала  
1Tμ < ω  выберем  1s Tμ ∈ , такую, что sμ не является точкой

разрыва первого рода для всех функций sf λ
при λ<μ (множество всех точек
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разрыва первого рода функций sf λ
при λ<μ имеет мощность меньше |T1|, так как

1Tμ <  и множество точек разрыва каждой функции sf λ
 счётное, следовательно,

требуемая точка sμ существует). Выберем также функцию  f Pμ ∈ , имеющую
точку разрыва первого рода в точке sμ. Полученное множество функций F имеет
сетевой вес равный |T1|. Тогда 1 ( )F T nw P T≤ ≤ ≤ .

Следствие 7.  Пусть P ⊂ RR  – множество монотонных функций, T –
объединение всех множеств точек разрыва функций из P. Тогда ( )nw P T= .

Следствие 8. Пусть ( )pP C⊂ S  – подпространство пространства непрерывных
функций из прямой Зоргенфрея в топологии поточечной сходимости. Рассмотрим
функции из P как функции из R  в евклидовой топологии. Пусть  T – объединение
всех множеств точек разрыва функций из P, T1 – объединение всех множеств
точек разрыва первого рода функций из P. Тогда 1 ( )T nw P T≤ ≤ .
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